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uid fi Calculus Diferentialis, atque in genere 
Aualyfis Infinitorum 2 iis qui nulle adhuc eius 
y sA cognitione funt imbuti, vix explicari potefl : ne- 
que hic, vti in aliis diftiplinis fieri folet, exordium trac- 
tationis m defimitione commode fumere licet, Non quod 
huius calculi mulla plane detur definitio ; fed quoniam ad 
cam intelligendam: einsmodi opus eft notionibus, non folum 
im vita communi, verum etiam in ipfa Analyfi finitorum 
minus vfitatis , quae demum in Calculi Differentialis per- 
trattatione euolui atque explicari folent : quo fit, vt eius 
definitio non ante percipi queat, quam eius. principia iam 
fatis. dilucide fuerint per[pecia. Primum igitur hic calcu- 
lus circa quantitates variabiles verfatur : etfi enim omis 
quantitas fua matura in infinitum augeri & diminui pos 
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tefl; tamen dum calculus ad certum quoddam. inflitutum 
dirigitur, aliae quantitates conftanter eandem magnitudi- 


nem retinere concipiuntur , aliae -vero per omnes gradus 


auclionis ac diminutionis variari: ad quam difltindionem 


notandam illae quantitates conflantes, hae vero variabiles 
vocari folent ; ite vt hoc diferimen non tam im vel na- 
tira, quam in quaeflionis, ad quam calculus refertur, in- 
dole fit pofitum. Quoniam haec differentia inter quanti- 
tates conftantes & variabiles exemplo maxime illuftrabitur, 
confideremus iaclum globi. ex tormento bellica vi ` pulveris 
pyrii explofi ; fiquidem hoc exemplum ad rem dilucidandam 
imprimis idoneum videtur. Plures igitur hic occurrunt 
quantitates, quarum ratio in ifla inuefligatione eff haben- 
da: primo fcilicet quantites puluéris pyrii; tum eleuatio 
tormenti fupra horizontem; tertio longitudo ¡aus fuper 
plano horizontali ; quarto tempus, quo globus explofus in 
aere verfatur: ac mifioxpevimenta | eodem tormento infli- 
tantur, infuper eius longitudo cum pondere globi in. com- 
putum trahi deberet. Verum hic a varietate tormenti d 
globi animum remoueamus , ne in quaeftiones-niminm im- 
plicatas incidamus.  Quodfí ergo feruata perpetuo eadem 


pul- 
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pulueris pyrii quantitate, eleuatio tormenti continuo immu- 
tetur, iafusque longitudo cum tempore tranfitus globi per 
gerem requiratur ; in hac quaeftione copia pulueris fen 
eis impulfus erit. quantitas. conftans, eleuatio autem tor- 
menti cum, longitudine tadus eiusque duratione: ad. quanti- 
tates variabiles veferri- debebunt ;. fiquidem pro omnibus 
elenationis gradibus. has res definire velimus, vt inde in- 
moteftat, quantae mutationes im longitudine ac. duratione 
¡actas ab omnibus elenatiomis variatiomibus oriantur. Alia 
autem. erit -quaeflio, fi fernata eadem tormenti eleuatione, 
quantitas pulueris pyrit continuo mutetur, do mutationes, 
quae iude in ¡alum redundant, definiri debeant: hie 
enim eleuatio tormenti erit quantitas. conftans, contra ve- 
ro quantitas pulueris. pyrii, eo longitudo ac duratio. iac- 
tus quantitates variabiles. Sic igitur. patet, quomodo mit- 
tato quae[Tionis flatu eadem. quantitas modo inter confiar 
tes, modo inter variabiles numerari queat : fimul autem hinc 
intelligitur , ad: quod im. hoc negotio; maxime. efl attenden- 
dum , quomodo ` quantitates variabiles aliae ab aliis ita 
pendeant, vt mutata ena. reliquae necefJario immutationes 
recipiant. Priori. fcilicet cafu , quo quantites pulueris 
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pyrii eadem. manebat, mutata tormenti. elenatione etiam 
longitudo d duratio iadus mutantur ; funtque ergo lor 
gitudo d duratio ¡aéus quantitates variabiles. pendentes 
ab elenatione tormenti, hacque mütata fimul certas. quas 
dam mutationes patientes => pofteriori vero cafu: pendent 
a-quantitate pulueris pyrü, cuius mutatio in illis: certas 
mutationes producere debet. Quae autem quantitates. hoc 
modo ab aliis pendent, vt his mutatis etiam -ipfae mu» 
tationes fubeant , eae harum funchiones appellari folents 
quae denominatio latiffime patet , atque ommes modos y 
quibus vna quantitas per alias determinari poteft, im fe 
complectitur. Si igitur X denotet quantitatem eariabi- 
lem, omues. quantitates, quae vicungue ab x pendent, feu 
per eam determinantur , eius functiones vocantur > cuins- 
modi funt quadratum eins XX, aliaeue potentiae quae- 
cunque, nec non quantitates ex his vteungue compofitae ; 
quin etiam transcendentes, ¿in genere. quaecunque ita 
ab x pendent, vt auta gel diminuta x ipfae. mutationes 
recipiant.  Hinc iam nafcitur quaeflio , que quaeritur, 
fi quantitas x data quantitate fine augeatur fine dimi- 


nyatur, quantu inde quacuis eius fundliones immunem 
Ur, 
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tur, few quantum incrementum decrementumne accipiant. 
Cafibus quidem fimplicioribus haec quaeflio facile refolui- 
tur: fi enim quantitas X augeatur quantitate c, eis 
quadratum XX hine incrementum capiet 2Xe > 00; 
ficque incrementum ipfius X Je habebit ad incrementum 
ipfius xx, vt w ad 2x0+00, hoc efl, et x ad 2x+w5 
fimilique modo in aliis cafibus ratio incrementi ipfius x ad 
incrementum, vel decrementum , quod quaenis eius func- 
tio inde adipifcitur , confiderari folet. Eft vero inueffi- 
gatio rationis huiusmodi imcrememtorum ipfe non folum 
maximi momenti, fed ei etiam eninerfa Analyfis infini- 
torum innititur. Quod quo clarius appareat, [umumus 
exemplum fuperius quadrati X X , cuius. incrementum 
2xw ww, quod capit, dum ipfa quantitas X incre- 
mento w augetur, vidimus ed hoc rationem temere, vi 
2x--« ed x ; vnde perfpicuum eff, quo minus fuma- 
eur incrementum w, eo propius iflam rationem accedere 
ad rationem 2X ad i; neque tamen ante prorfus in hanc 
rationem abit, quam incrementum illud w plane euanes- 
cat. — Hinc intelligimus, fi quantitatis variabilis X incre- 
mentum w in nihilum abeat , tum etiam quadrati eius Xx 
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inerementum. inde oriundum. quidem euanefcere, merumta- 
men ad id rationem tenere vt 2x ad 15 dv quod hit 
de quadrato eft diclum, de omnibus aliis fumétiomibus ip- 
fius x eft. intelligendum; quippe. quarum incrementa eua- 
mefcentia, quae. capiunt, dum ipfa quantitas X incremen- 
tum enaneftens fumit , ad hoc ipfum certam é afignabi- 
lem rationem tenebunt. Atque. hoc modo fumus deducti 
ad definitionem Calculi Differentialis , qui efl methodus 
determinandi rationem incrementorum euanefcentium , 
quae funttiones quaecunque accipiunt, dum. quantitati 
variabili , cuius funt functiones , incrementum euanes- 
cens tribuitur: kacque definitione veram -indolem calculi 
differentialis contineri, atque adeo exhauriri, iis, qui in 
hoc genere non funt hofpites, facile erit perfpicuum. 
Calculus igitur differentialis non tam in his ipfis incre- 
mentis euaneftentibus , quippe quae fum mulla , exquiren- 
dis, quam im eorum ratione ac proportione mutua feru- 
tanda occupatur : ¿> cum hae rationes finitis. quantita- 
tibus exprimantur , etiam hic calculus circa quantitates 
finitas verfari ef cenfendus. Quamuis enim. praecepta, 


vli vulgo tradi folent , ad ifla. incrementa euanefcentia 


def 
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definienda videantur: accommodata; nunquam tamen ex iis 
abfolute fpeclatis, fed potius femper ex eorum ratione cons 
clufiones deducuntur: + Simili vero modo calculi integra- 
lis ratio efl comparata, qui conuenientiffime ita definitur, 
| et dicatur effe methodus ex cognita ratione incremento- 
| rum euanefcentium ipfas illas funttiones, quarum funt 
incrementa, inueniendi Quo autem facilius hae ra- 
tiones colligi, atque im calculo repraefentari poffint, haec 
ipfa incrementa euane[centia , etiamfi fint -nulla ; tamen 
| certis fignis demotari folent; quibus adhibitis nihil ob- 
| flat, quo minus iis certa nomina imponantur. ` Vocar- 
| tur itaque difjerentialia, quee cum quentitate deffituan- 
tur, infinite parua quoque dicuntur z- quae igitur fud na- 
| tura ita funt imterpretanda, vt omnino mula feu nihilo 
aequalia reputentur. Tta ft quantitati. x- incrementum 
tribuatur w, ot abeat in X-- 0, eius quadratum xx 
| abibit in xx--2xe--wwo, ideoque incrementum 
capit 2X0-]- 00; quare incrementum. ipfius x, quod 
eff, fe habebit ad incrementum. quadrati, quod eft 
2X0-l- ww, vti 1 ad 2X-- w; quae ratio abit in x 
«d.2x, tum demum, cum w euamefcit. Fiat igitur 
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wo, dw ratio ¿forum incrementorum euaneftentium, 
quae fola in. calculo. differentiali [pectatur, vtique eft vi 
1 ad 2x;- neque viciffm haec ratio veritati effet. con- 
fentanea, nifi reuera. illud incrementum w euane[ceret , 
penitusque nihilo fieret aequale. — Quodfi ergo hoc nihi- 
lum per indicatum referat incrementum. quantitatis X 
quia hoc fe habet ad incrementum quadrati ZX vt 3 ad 
2x, erit quadrati x X incrementum. — 2 xw, ideoque. 
etiam nihilo aequale ; vnde fimul conftat annihilationem 
horum incrementorum non obflare , q 

tio, quae eft or x ad a x fit determinata. Quod niki- 
lum iam hic littera w exhibetur, id in calculo differen- 
tali, quie vt incrementum quantitatis X Jpeđatur, figno 
dx repraefentari, eiusque. diferentiale vocari folet; pofi- 
toque dx loco w, ipfius xx differentiale erit 2xdx. 
Simili modo offenditur fore cubi x° diferentiale == 
axxdx, dw in genere cuiusque dignitatis x= diferen- 


tiale fore —nxa-*dx. Quaecunque autem aliae func- 


Hones ipfius x proponantur, in calculo di erentiali regu- 


lue traduntur. eorum differentialia inueniendi: verum per- 
petuo tenendum eft, cum haec di erentialia abfolute fint 


ni- 
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mihila, ex iis mihil aliud. concludi , nifi eorum rationes 
mutuas, quae vtique «d quantitates ` finitas reducuntur, 
| l Cum autem hoc modo, qui folus eft rationi confentanens, 


| principia Calculi differentialis Jrabiliuntur, omnes obtrec- 


l tationes, quae contra hunc calculum proferri funt folitae, 


fponte corruunt ; quae tamen fummam vim retinerent, fi 


differentialia feu infinite parua non plane anmbhilaren- 


| | tur. Pluribus autem, qui Calculi differentialis praece- 


pta tradidere , vifum eft. differentialia a: nihilo abfoluto 


| fecernere , peculiaremque ordinem. quantitatum infinite 
| 


paruarum, quae non penitus euane[cant, fed. quantitatem 


quandam, quae quidem effet omm affígnabili minor, re- 


| tineant , conflituere : his igitur iure eft obiectum., rigo- 


| rem geometricum negligi, lo conclufiones inde deductas, 


| propterea quod huiusmodi infinite parua megligerentur, 


merito effe fufpe&las: quentumuis enim exigua haec infi- 


mite parua concipiantur , tamen. non: folum fingulis, fed 


| etiam pluribus atque adeo innumerabilibus fimul .vejicien- 
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dis, errorem tandem inde enormem refultare poffe... Quam 
obieclionem. perperam eiusmodi exemplis, quibus per Calcu- 


lum differentialem eaedem conclufiones ac per Geometriam 
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elemientarem eliciuntur., infringere conantur : nam f ea 
infinite parua, quae in calculo aegliguntim, non. funt nihil, 
inde neceffario error , isque eo maior, quo magis ea coa- 
ceruantur, refultare debet; hocque fi minus eueniat , id 
potius. vitio calculi , quo nonmunquam errores per | alios 
errores. compen[antur , effet- tribuendum , quam. ipfe cal- 
culus ab erroris füfpicione liberaretur. Quodfi autem 
nullo nouo erroré huiusmodi compenfatio fiat , talibus. es- 
emplis luculenter. id ipJum , quod volo , euincitur , ea quae 
fuerint neglecla , omnino. do» abfolute pro mihilo effe. ha- 
benda ; meque infinite parua, quae in calculo differentiali 
tradantur , a nihilo abfoluto diferepare. | Minime etiam 
negotium conficitur , quando a nonnullis infinite parua ita 
de[cribuntur , vt inflar pulmisculorum refpeciu vafti mon- 
tis vel etiam totius globi terreftris [pediari debeant: etfi 
enim qui magnitudinem totius globi terreftris calculo de- 
terminare fujceperiz, ei error non vnus fed plurium mil- 
lum puluisculorum facile condonari foleat; tamen rigor 
geometricus etiam a tentillo errore abhorret, nimisque 
grauis effet. haec. obieclio , fi ollam vim retineret.  De- 
inde etiam difficile dictu eft, quid lucri inde fperent , qui 


in- 
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infinite paraa a nihilo difiüngui volunt: metunnt autem, 
me, fi plane euaneftant , etiam comparatio eorum , ad 
quam totum negotium | perduci fentiumt , tollatur: que 
modo enim abfolute nihila inter fe comparari queant, nullo 
modo concipi poffe profitentur. ` Neceffe ergo putant iis 
aliquam magnitudinem relinquere, quo habeant aliquid, in 
quo comparationem. inflituant : hanc tamen magnitudinem 
tam paruam admittere coguntur, vt quafi effet mulla, 
fpeltari ac fine errore im calculo negligi pofft. Ne- 
que tamem certam ac definitam ipfi magnitudinem , licet 
incomprehenfibiliter paruam, affgnare audent ; femper 


enim fi eam bis terue minorem affumerent, eodem modo 


" comparationes fe effent. habiturae. Ex quo per[picuum eft, 


nihil plane ipfam magnitudinem ad comparationem. infti- 
tuendam conferre , hancque adeo non tolli, etiamfi illa 
magnitudo penitus enanefcat. — Ex didis autem fupra 
manifeftum eft, eam comparationem, quae im calculo dif 
ferentiali [petatur , ne locum quidem habere, mifi illa 
incrementa prorfus. euanefcant : incrementum enim guan- 
sitatis X, quod im genere imdicauimus per w, ad incre- 
mentum quadrati xx, quod efl 2xw ww; rationem 
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habet vt x ad 2x+005 quae femper differt a ratione 
10d ax, nifi fit w= 05; at fi flatuumus effe o —o, 
tum demum vere afirmare po[fumus, hauc rationem fie- 
vi exacle vt 1 ad 2X. Interim tamen per[picitur, quo 
minus ilud incrementum c accipiatur , eo propius ad 
hanc rationem accedi; ende non folum licet, fed etiam 
naturae vei conuenit , haec incrementa primum vt finita 
confiderare, atque etiam in figuris, fi quibus opus eft ad 
vem iluftrandam , finite repraefentare ; deinde vero haec 
incrementa cogitatione continuo minora fieri concipiantur, 
ficque eorum ratio continuo magis ad certum. quendam 
limitem appropinquare reperietur, quem dutem tum de- 
mum attingant, cum plane in nihilum abierimt. Hic au- 
tem limes, qui quafi rationem vltimam incremeniorum 
illorum conftituit, verum eft objectum Calculi diferentia- 
lis; cuius igitur prima fundamenta is iecife exiftiman- 
dus efl, cui primum in mentem venit, has rationes vlti- 
mas, ad quas quantitatum variabilium incrementa , dum 
continuo magis diminuuntur, appropinquant, do cum ena- 
nefcunt, tum demum attingunt, contemplari. Huius autem 
Jpeculationis veftigia deprehendimus apud antiquiffmmos Auc- 


fo- 
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| tores, quibus idcirco idea quaedam leuisque. cognitio Ana- 
| lyfis infimitorum abindicari nequit. Paullatim deinde haec 


| | fcientia maiora accepit. incrementa , neque fubito ad id 


| fafligium, in quo uunc cernitur, eft euecta; etiamfi qui- 
| | dem im ea multo plure adhuc fint occulta, quam in: lu- 
| cem protracia. Cum enim Calculus differentialis ad óm- 
| uis generis funtiiones , vtenmque fint compofitae , exten- 
| datur, non repente methodus. innotuit, omuium plane func- 
tionum incrementa enanejcentía inter fe comparandi; fed 
| fenfim haec inuentio ad functiones continuo magis com- 
plicatas procefft. Quod fcilicet ad funciones rationa- 
des attinet, ratio vltima, quam earum incrementa eua- 
ne[centia. inter fe tenent, multo ante NEUTONI ac LEIB- 
NIZII Zempora'ajfenari potuit; ita vt Calculus differen- 
tialis, quatenus ad folas functiones rationales applicatur, 
| diu ante haec tempora inuentus fit cenfendus. Tum ve- 
ro nullum eft dubium, quin NEU TONO eam Calculi diffe- 
rentialis partem, quae circa funciiones irrationales ver- 
fatur, acceptam referre. debeamus; ad quem infigni fuo 
Theoremate de euolutione generali poteffatum binomii fe- 
| liciter ef? deduéius , quo eximio inuento limites calculi 
dif 
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differentialis iam mirifice erant amplificati. LEIBNIZYO 
autem non minus fumus obfiriétz, quod hunc calculum, an- 
tehac tantum velut fingulare artificium [pettatum, in for- 
mum difciplinae vedegerit , eiusque praecepta tanquam in 
fyfiema collegerit, ac dilucide explicauerit.  Hinc enim 
maxima Jubjidia fuegerebantur, ad hunc calculum vite- 
vius excolendum, d ea, quae adhuc defiderabantur , ex 
certis principiis elicienda. Mox igitur. ftudio cum Ipfius 
LEIBNIZII, 7/77 BERNOUILLIORUM 4d Loc ab eo inci- 
tatorum , fines Calculi differentialis etium ad funciones 
transcendentes, quae pars adhuc fuerat inculta, funt pro- 
moti, tum vero etiem folidiffima fundamenta Calcule in- 
tegralis confíituta ; quibus imfftentes, qui deinceps in: hoc 
genere elaborarunt, continuo maiora incrementa addide- 
runt: NEUTONUS vero etiam ampliffima dederat. [peci- 
mina Calculi integralis , cuius prima imentio, cum a pri- 
ma origine calculi differentialis vix feparari queat, non 
ita abfolute conflitui potefl sl quoniam maxima eins 
gars: adhuc. excolenda reftat, hic calculus ne nunc qui- 
dem pro abfolute inuento haberi. poteft ;. fed. potius quan- 
tum cuique. pro^ viribus ad eius. perfetlionem. conferre 
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contigerit , id grata mente agnofcere debemus. `` Atque 
haec de gloria inuentionis. huius calculi tenenda effe. its 
dico, de que quidem antehac tantopere eft difceptatum. 
Quod. autem ad varia nomina, quee ifti calculo a diner- 
farum. nationum Mathematicis imponi folent, attinet, ea 
| omma huc redeunt, vt cum data hic definitione egregie 
confentiaut : fiue enim incrementa illa euanefcentia , quas 

| | vum ratio. confideratur, differentialia vocentur , five flu 
xiones, ea femper nihilo aequalia funt intelligenda; in 

| quo vera notio infinite paruorum conflitui debet... Hine 
| vero etiam omnia, quee de differentialibus fecundi dy «al: 
Horum: ordinum curiofe magis quam vtiliter funt. difgu- 
tata, reddentur planifjima , cum omnia per fe aeque eua- 
ue[cant , ueque ea onquam per fe, fed potius eorum ve: 


| latio. mutua. [petari foleat. Cum euim ratio, quam- dua- 


yum fundionum. incrementa enanejcentia tenent y- iterum 
per functionem quandam. exprimatur, fi d huius. func- 
tionis incrementum euane[cens cum aliis conferatur, ves ad 
differentialia fecunda referri eff cenfeuda ; -ficque ¡porro 
progre[fo ad. differentialia altiorum graduum. intelligi. de: 


bet, ita vt. femper. quantitates. finitae reuera animo ob- 


C ver- 
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verfeutur , fignaque differentialium tantum -ad eas commo- 
de repraefendandas adhibeantur... Primo quidem intuitu 
ifla. Analyfis infüritorum. defcriptio plerisque. leuis ac mi 
mis flerilis videatur , etfi [pecies illa arcana infinite par- 
vorum re haud plus polliceatur: verum fi rationes, quae 
inter incrementa euane[centia  funclionum. quarumuis  im- 
tercedunt, probe cogno[camus, haec. cognitio. faepenumero 
per fe maximi eff. momenti; tum vero in plerisque iisque 
maximi arduis inuefligationibus ita eft neceffaria, vt fine 
eius adminiculo uihil plane intelligi po[fts Veluti fi quae: 
fio fit de motu globi ex tormento explofi, fimulque ratio 
refiflentiae aeris haberi debeat , quomodo motus per fpa- 
tium finitum fit futurus, mullo modo ftatim definire licet; 
dum tum diredlio femitae, in quae globus incedit., quam 
ipfius celeritas, a que refifientia pendet, quouis momento 
immutatur. . Quo minus autem fpatium, per quod. motus 
fiat, confideremus, eo minor erit illa variabilitas , eoque 
facilius ad cognitionem veri pertingere licebit ; quodfi au- 
tem iud fpatium plane enanefcens reddamus, quia iam 
omnis inaequalitas tam im diredlome viae quam in cele- 


ritate tollitur , effe&dum refifientiae per regulas motus: ac- 
cu- 
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curate definire, motusque mutationem. punto temporis pro- 
ducam ejienare licebit. Cognitis autem his mutationibus 
momentaneis, [eu potius cum ip[ae fmt mullee, earum re- 
latione mutua, iam plurimum. fumus. lucrati; atque. cal. 
culi integralis opus efl, exinde motum per fpatium fini- 
tum variatum conclndere. Minime autem neceffe effe. ars 
bitror vfum Calculi differentialis atque. Analyfeos infini- 
torum in genere pluribus offendere; cum nunc quidem fa: 
tis fu exploratum, fi vel leuiffmam- inuefligationem , in 
quam motus corporum tam folidorum quam flvidorum. in- 
grediatur, accuratius inflituere velimus, id non folum nor 
fre Analyfi infinitorum praeflari. poffe , fed hanc ipfam 
fcientiam faepe nondum fatis excultam effe, vt vem peni- 
tus explicare valeamus. Per omnes fcilicet Mathefeos par- 
tes vfus huius Analyfeos fublimioris vsque adeo diffunditur, 
vi omnia, quae fine eins iuteruentu adhuc expedire licuit, 
pro nihilo propemodum fimt habenda: 

Conftitui igitur im hoc libro vninerfum Calculum diffe- 
rentialem ex veris principiis derinare, atque ita copiofe 
pertractare, vt nihil praetermitterem eorum, quae qui- 
dem adhuc eo pertinentia funt inuenta. In duas opus 


C2 di- 


| xx PRAEFATIO. 
diuifi partes, im quarum priori iaclis calculi differentia- 


lis fundamentis. methodum. expofui omnis generis functio- 


nes differentiandi , neque. tantum differentialie primi or- 
dinis, fed etiam fuperiorum ordinum imueniendi ; fine func- 
tiones vnicam variabilem fine duas pluresue inuolugnt. In 
altera autem parte amplifmum. huius calculi vfum in ip- 
| fa Analyfi finitoram ac doctrina ferierum expofui ; vbi 

etiam imprimis Theoriam maximorum ac minimorum di- 

lucide explicani. De vfu autem huius calculi in Geome- 

tria linearum curuarum nihil adhuc affero, quod eo mi- 
j mus defiderabitur, cum in aliis operibus haec pars ita co- 
T piofe fit pertraclata, vt adeo. prima calculi differeutialis 
principia quafi ex Geometria fint petita, ad hancque fei- 
entiam, cum vix fatis effent euoluta, fumma cura appli- 
cata. Hic antem omnia ita intra Analyfeos purae limi- 
| tes continentur, vt ne vlla quidem figura opus fuerit, ad 


omnia huius calculi praecepta explicanda. 
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CAPUT I 
DE DIFFERENTIIS FINITIS. 


t. 


x lis, quae in Libro fuperiori. de 
quantitatibus variabilibus atque- func- 
WA tionibus fünt expofita, perfpicuum eft, 
prout quantitas variabilis actu varia- 
tur, ita omnes eius funttiones varia- 
tionem pati. Sic, fi quantitas variabilis + 'capiat- incre- 
mentum w, ita vt pro x fcribatur xw, omnes func- 
k E b a- x 
tiones ipfius x, cuiusmodi funt vr; s3; —— — 
alios induent valores: fcilicet xx abibit in xx 20 -ww ; 
A2 s3 
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rond 5 atex 
x! abibit in x?-1-3x xe -1- 3x69 Hw; & —— 
aar 
` . a-r- w » q 
transmutabitur in ————— — . Huiusmodi ergo 
aa—r-xx--2x0-- «0 


alteratio femper orietur, nifi fun&io fpeciem tantum 
quantitatis variabilis mentiatur, reuera autem fit quanti- 
tas conftans, veluti x? : quo cafu talis functio inuariata 
manet, vtcunque quantitas x immutetur. 


2. Quae cum fint fatis expofita, propius acceda- 
mus ad eas funCtionum affectiones, quibus vniuerfa ana- 
lyfis infinitorum innititur.: Sit igirur y functio quaecun- 
que quantitatis variabilis x: pro qua fucceffiue valores 
in arithmetica progreffione procedentes fübftituantur, fci- 
licet: x; +0; +20; +30; x-- 40; &c. ac 
denotet y: valorem quem fun&io y induit, fi in ea 
loco x fubftituatur xw ; fimili modo fit yu is ipfius. y 
valor, fi loco x fcribatur x--2w; parique ratione de- 
notent ym; yw; y"; Sc. valores ipfius y, qui emergunt 
dum loco x ponuntur x30; x--409; x-5€; &c. 
ita vt ifti diuerfi valores ipfarum x & y fequenti modo 
fibi refpondeant : 


xz; x--w€; 242035 x--39; x-405 x--59; &c. 
35 J! : ya i jm AN Spy ; Sc. 

3. Quemadmodum feries arithmetica x ; +0; 
x+20w; &c. in infinitum continuari poteft, ita feries 
ex functione y orta y; 5!5 5! ; Sc. quoque in infinitum 
progredietur, eiusque natura pendebic ab indole func- 
tio- 
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tionis y. — Sic, fi fuerit y — x; vel yarr}; fe- 
ries y; 5; JU; Sc. quoque erit arithmetica: fi fuerit 
y= ZI , feries prodibit harmonica: fint autem fit 
x -4c 

g=a* , habebitur feries geometrica. Neque vlla exco- 
gitari poteft: feries, quae non hoc modo ex certa fune- 
tione ipfius y oriri queat; vocari autem folet huiusmodi 
funétio ipfius x , ratione feriei, quae ex illa oritur, eius 
TERMINUS GENERALIS ; quare, cum omnis feries cer- 
ta lege formata habeat terminum generalem, ea vicis- 
fim ex certa ipfius x funétione oritur, vti in do&trina 
de feriebus fuíius explicari folet. 


4. Hic autem potiffimum ad differentias , quibus 
termini feriei y ; y1, yz, ym, &c. inter fe difcrepant, 
attendimus ; quas vt ad differentialium naturam ascom- 
modemus, fequentibus fignis indicemus, vt fit 

g1—5y-Nys J5— y= Ayt; yy EZ Ay &c. 
Exprimet ergo Ay incrementum, quod fun&tio y capit; 
fi in ea loco x ponatur «+, denotante w numerum 
quemcunque pro lubitu affümrum. In doétrina quidem 
ferierum fumi folet »—1 ; verum hic ad noftrum infti- 
tutum expedit, valore generali vti, qui pro arbitrio au- 
geri diminuiue queat. Vocari quoque folet hoc incre- 
mentum Ay funétionis y eius DIFFERENTIA, qua fe- 
quens valor y! primum y füperat, atque perpetuo tan- 
quam incrementum confideratur; etiamfi faepius re vera 
decrementum exhibeat, id quod ex eius valore negatiuo 
agnofcitur. 


A 3 5. Quo- 
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$. Quoniam y" oritur ex y, fi loco x fcribatur «-+-2w; 
manifeftum. eft eandem quantitatem effe orituram, fi pri- 
mum pro x ponatur vw, tumque denuo xvw loco 
X ftatuatur. Hinc y! orietur ex y!, fi in hoc loco x 
fcribatur x-|-€ ; eritque ideo Ay? incrementum ipfius y! 
quod capit pofito x-1- « loco x; ficque Ay! vocatur fi- 
mili modo Differentia ipfius y*. Pari ratione porro erit 
Ay! differentia ipfius y't, feu eius incrementum, quod ac- 
cipit, fi loco x ponatur x» —- w; atque Ay! erit differen- 
tia, feu incrementum ipfius yu, & ita porro. Hoc patto 
ex ferie valorum ipfius y, qui funt y; yt; yu; y; Se. 
obtinebitur feries differentiarum Ay; Ay; Ay"; &c. 
quae inueniuntur, fi quilibet terminus illius ferici a fe- 
quente fubtrahatur. 


6. Inuenta ferie differentiarum , fi ex ea denuo 
differentiae capiantur, quamlibet a fequente fubtrahen- 
do, orientur differentiae differentiarum , quae vocantur 
Differentiae fecundae ; hocque modo per chara&teres con- 
venientiffime repraefentantur, vt (ignificet : 


AAy = Ay — Ay 

AA! T Ay" — Ay! 

AAy"= Ayu — Ay! 

AAJU A y MEN A yn 
&c. 


Vocatur itaque AA y differentia fecunda ipfius y; 4Ay: 
differentia fecunda ipfius y", & ita porro. Simili autem 
modo ex differentiis fecundis, fi denuo earum differen- 
tiae 
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tiae capiantur, prodibunt differentiae tertiae hoc modo 
fcribendae A?y ; 4?j1; &c. hincque porro differentiae 
quartae Aty; Aty!; Sc. ficque vltra quousque libuerit. 


$. Repraefentemus fingulas has differentiarum fe- 
ries ita in fchemate, quo earum nexus facilius in oculos 
incidat : 


PROGRESSIO ARITHMETICA, 
*5x--w; x--295 x--30; x 49 ; x-1- 5»; &c. 
VALORES FUNCTIONIS. 

DNI 3425 O e ; JJ" ; &c. 
DIFFERENTIAE PRIMAE. 

Ay 5 Ay 3 Ay" 5; Ay" j Ay" 5; Ke 
DIFFERENTIAE SECUNDAE. 
| AAy 5 NN). AAE ; AALyu 5 EC 

DIFFERENTIAE TERTIAE. 
Ay 5; Ay $ Ay" ; i&c. 
| DIFFERENTIAE QUARTAE 
IST S ASIE ASEO, 
DIFFERENTIAE QUINTAE. 
| DEJE AUTE 
| | &c. 
| quarum quaelibet ex praecedente oritur, quosque ter- 


minos a fequentibus fübtrahendo.  Quacunque ergo 
funétione ipfius x loco y fubítituta, quoniam valores 


S 
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jr, ym, ym, &c. per notas compofitiones facile forman- 
tur, ex iis fine labore fingulae differentiarum feries in- 
venientur. 

s. Ponamus effe y— x; eritque j1—x1—x-1-€; 
yucau-cx-p2w€: & ita porro. Vnde differentiis fu- 
mendis erit Ar—=w3 Axi-cw; Ax"—w; &c. ideoque 
omnes differentiae primae ipfis x erunt conftantes, ac 
proinde differentiae fecundae omnes euanefcent; pari- 
terque differentiae tertiae, $ fequentium ordinum om- 
nes. Cum igitur fit ^x—«, ob analogiam loco litterae 
w ifte character Ax commode adhibebitur. Quantitatis 
ergo variabilis x, cuius valores fuccefliui v, 1, a, A, &c. 
arithmeticam progreffionem conftituere aflumuntur, dif- 
ferentiae Ar, Ax!, Ax", Sc, erunt conftantes atque 
inter fe aequales ; ac propterea erit AAx—o, A?x—0, 
Atx o, ficque porro. 

9. Pro valoribus ipfius +, quiipfi fucceffiue tribu- 
untur, progreílionem arithmeticam hic affumfimus, ita 
vt horum valorum differentiae -primae fint conftantes, 
fecundae ac reliquae omnes euanefcant. Quod etfi ab 
arbitrio noftro pendet, cum aliam quamcunque progres- 
fionem aeque adhibere potuiffemus; tamen progreflio 
arithmetica prae reliquis omnibus commoditfime vfurpari 
folet, cum quod fit fimpliciffima atque intelle&tu facillima, 
tum vero maxime, quod ad omnes omnino valores, quos 
quidem x induere poteft, pateat. Tribuendo enim ipfi 
w valores tam negatiuos quam affirmatiuos, in hac fe- 
rie valorum ipfius + omnes omnino. continentur quan- 
tita- 
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titates reales, quae in locum ipfius x fubítitui poffunt: con- 
tra autem fi feriem geometricam elegiffemus, ad valores 
negatiuos nullus aditus patuiflet.. Hanc ob caufam va: 
riabilitas fun&tionum y ex vàloribus ipfius x progreflionem 
arithmeticam conftituentibus aptiffime diiudicatur. 


10. Vti eft Ay —— y! — y, ita differentiae vlterio- 
res quoque ex terminis primae {eriei y, y!, yU, y", Sc. 
| definiri poffunt. 
| ` Cum enim fit Ayr— y — y! 


| erit 
| BAJE 29! —[- 
| | & 
| AAy— ym — 2y! + y! 
ideoque 


fimili modo erit 
| Aty zm — yt — 6 yu a 47! —+ y 
de y E 
| ASy LY — 5y* + 10y1 — 10y" —- 591 — y 
| 


| | ASy— AA —AAy-—ym-—3y1-- 331—5 


| quarum formularum coefficientes numerici eandem legem 
tenent, quae in poteftatibus Binomii obferuatur. Quem- 
admodum ergo differentia prima ex duobus terminis 
feriei y; y!; yx; yu; &c. determinatur, ita differeh- 
| tia fecunda determinatur ex tribus, tertia ex quatuor, & 
| ita de ceteris. Cognitis autem differentiis cuiusque or- 
! dinis ipfius y, fimili modo differentiae omnium ordinum 
| ipfius y1; y" ; &c. definientur. 


B 


11. Pro- 
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11. Propofita ergo quacunque Fun&tione y fingulae 
eius differentiae, tam prima quam fequentes, quae qui- 
dem differentiae w, qua valores ipfius x progrediuntur, 
refpondent, poterunt inueniri. Neque vero ad hoc opus 
eft, vt feries valorum ipfius y vlterius continuetur: quem- 
admodum enim diferentia prima Ay reperitur, fi in y 
loco x fcribatur x- €, atque a valore orto 5* ipfa func- 
tio y fubtrahatur ; ita differentia fecunda A A y obtinebi- 
tur fi in differentia prima Ay loco x ponatur x-4- w, yt 
oriatur Aj*, atque Ay a Ay? fubtrahacur. Simili modo 
fi differentiae fecundae AAy capiatur Differentia, eam 
fübtrahendo a valore, quem induit, fi loco x ponatur 
x- w, proueniet differentia tertia A?y ; hincque porro 
eodem modo differentia quarta Afty, &c. Dummodo 
ergo quis nouerit differentiam primam cuiusque funttio- 
nis iñueltigare, fimul poterit differentiam fecundam, ter- 
tiam, omnesque fequentes inuenire : propterea quod dif- 
ferentia fecunda ipfius y nil aliud eft, nifi differentia prima 
ipfius Ay; & differentia tertia ipfius y nil aliud, nifi dif- 
ferentia prima ipfius AA); ficque porro de reliquis. 


12. Si fun&Gio y fuerit ex duabus pluribusue par- 
tibus compofita, vt fit y — p-1- 4 +r- &c.; tum, quia 
eft 31— p!-1- 41 2-7 7! -- &c., erit differentia Ay = 
Ap + Ag + Ar + &c. , fimilique modo porro A^y = 
AAp 4- AA7 +AAr + &c., vnde inuentio differen- 
tiarum, fi fun&tio propofita ex partibus fuerit compofita, 
non parum facilior redditur. Quod fi vero funétio y 
fuerit productum ex duabus functionibus p & 7, nempe 
yc 
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y=p7, quia erit y!—p!g1, & p= p-I- Ap atque 
== 14-47, fiet pq —pq-d- pAg d Ap-I- SpAq, 
hincque Ay = pAg-4- 7Ap-1- ^p^4. Vnde, fifit p quan 
titas conftans 4, ob Aa—o; erit functionis y —« 4 , dif- 
ferentia prima Ay = «Ag, fimilique modo differentia fe- 
cunda AÀy = 1047, tertia 437 — 44?4, & ita porro. 


13. Quoniam omnis functio rationalis integra eft ag- 
gregatum ex aliquot poteftatibus ipfius x; omnes differentias 
fundtionum rationalium integrarum inuenire poterimus, 
fi differentias poteítatum tantum exhibere nouerimus. 
Hancobrem fingularum poteftatum quantitatis variabilis x 
differentias inueftigemus in fequentibus exemplis. 

Cum autem fit x? — r, erit Ax?— 0; propterea 
quod x° non variatur, etiamfi x abeat in x +0. 

Tum vero vidimus effe Ar—w; & ^^x—o, fimul- 
que differentiae fequentium ordinum euanefcunt. Quae 
cum fint manifeíta a Poteftate fecunda incipiamus : 


EXEMPLUM L 
Inuenire differentias omnium ordinum poteflatis x*. 
Cum hic fit y = x?, erit y'= (x+ w)? ; ideoque 
Ay= 2w0x + ww; quae eft differentia prima. Iam ob w 
quantitatem conítantem , erit AAyT—Z2ww, & 4A3y—0; 
5*5y —0 ; &c. 
EXEMPLUM If 
Inuenire differentias amnium ordinum poteflatis x5. 
Ponatur y — x? ; &, cum fit y! — (x-I-w)*, 
Ba erit 
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erit 


AyT3wwr—H+ 3er 
quae eft differentia prima. Deinde ob 


A. xxlIL20x-Lww 
erit : : | 


N.30xx TT 6uwr-—+ zw? 


& 


&.39?» —3«9; & A wo: 


quibus colle&tis erit 


ANy-6w*x-I-693 : atque Ay 6w?: 
Differentiae vero fequentes euanefcent. 


EXEMPLUM 111 


Inuenire differentias omnium ordinum poteflatis x*. 


Polito y— 3*3 ob jy'zc(x--e)* | 


erit 


Ay = 40x3 + 60? + 407 + 0%; 
quae eft differentia prima. Tum ex praecedentibus eft : 
A. 40x* — 129? x? 4-120603 x I2 409 * 


IR NOE 160 f 


Eua aee O O, | 
m o | 


His colligendis erit differentia fecunda : 
AAy= 120?x* + 240? | 140%: 
Quia deinde porro eft : 


, 140* 


12021277 340?x --126* 
NES ir mm yw... 2404 
Els o e 
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prodibit differentia 'tertia : 
y Ay 222403 xy E 360% 
atque tandem: differentia quarta: 
Aty=3 24:04 
quae cum fit conftans,” differentiae fequentium ordinum 
euanefcent. 


EXEMPLUM LV. 


Inuenire differentias cuiusuis ordinis poteflatis x”. 


Ponatur yc x"; |& , cum fi jyr—(x-r-e):; 


yrc(x-Jaow0)"; ymlÍl(x-p3&)"; &c. Poteftatès 
euolutae dabunt: 


LE r 


e T 


d 1) z(2—1) (2-2) 
e E 
(34 "—3—L- &c. 
“silla (z—1) (1-2) 
P PAS: 
863 x2-5 + &c. 


n(2-1) (2-2) 


ta x n—z m 


Var € p a 


E +2 — 20x o —— 


7 i e 


ym È gown ta y PO 
Pda AA 
2703.23 Kc. 
2 -1)(n-a 
mir p? — yup Gal (m 2 r6t p EED 1). (1-2) ) 


2 


3 
643 x »-; + &c. 
Hinc, 
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Hinc , differentiis fumendis, prodibit :: 


i £e ira. ICD 0-2 (—2) 
jaun! 8 
wars ke. 
esp (2-2) 
2520.9 
vai PUE QURE 


ur ED, atan p ED O (1—2) 


Ay. —— Tana cp T 


sro 2 


Ayr c wat 12. ————— 34?*an-2 a — 


Ser d Zorni Tu 
Ter 1247-9 
19193x7-3—]- &c. 
Aj mn — 7 xni + es 702792 reco oA (2—2) 
1 2:53 
D DU. 


fumantur denuo differentiae, atque obtinebitur : 


AAy — n(n-1) w^ xn- a tO C (252) (TR 


AS ez 14014 e. 


b Zuera tr E n E E 1200) x9-1—)-— 
EUN Ya E s0mtrn=a --&c. 


12 9215.74. 
BAyx — a (amI) o? x» NY 1803953 


n (0-1) (1-2) (073) 110wtn-44- &c. 
4 


1: 12145. 


Ex 


E UP. T 


Ex his per fübtra&tionem vlterius. eruitur: 
A3y Tux) (92) 19 PS 9) vents an-4-L- 
&c. 


ue I As aaa) 2 


Y Tala a rm 5 


Acl 


Cot x"—4-L- 


atque porro : 
At y 2 z(u—1) (1-2) (n—3)8* x »-4 Ja, 
&c. 
:4. Quo lex, fecundum quam. iftae  differentiae 


poteftatis x». progrediuntur, facilius perfpiciatur.  Pona- 
mus primo breuitatis ergo: 


2 
di 

— mm (n—r) 
B= ETS 


C— n (n—r) (1—2) 
= XE e T 
p > 2-1) (2-2) (2-3) 
1s 2:2 3. 4 
E — 290721) (1-2) (4-3) (4-3) 
"mE uw c 
Sc. 
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Deinde fequens formetur. Tabula, quae pro. fingulis ` dif: 
ferentiis inferuiet ; 

y SR 90b A 91 5 o y Xe 
hy la; moe a A d NES e. 
Aly | 0303/25 65145 305 62 5 126.3 254 5 «C. 
Ary 0i0;0; 6336 1503 5405 1806 357963 Se: 
Aty | o; o; 0; 0524; 240315603 8400 ; 40824 3 &C. 
AS y | 0; 03 05 0; 65 1205 1800; 16800; 126900; SC. 
ASy | 03.03 03.03:05.0 3, 720,5 15120; 1915203 XC. 
Ary | o; 03030303030 3 50405 141120; &c. 
in qua Tabula numerus cuiusuis feriei inuenitur, fi 
eiusdem feriei" praecedens ad numerum fupra pofitum ad- 
datur, atque fumma. per indicem chara&teri- A- infixum 
multiplicetur. Sic, in ferie differentiae ^5y refponden- 
te, terminus 16800 inuenitur, fi praecedens 1800 ad 
fupra fcriprum 1560 addatur, atque Summa 3360 per $ 


multiplicetur. 
15. Tabula ergo hac conftituta; fingulae differen- 
tiae Poteltatis a» — y fequenti modo fe habebunt : 


— A uw x71 -1- Bo? 37 -- Cu? 1073 -1- Dut 27-4 -- 


Any zm 
&c. 

Ay == 2 But 6 Curr 14D 01744 
&c. 

E 6C wan + 36 Du* in-i -fr 50Ew300=5 + 
&c. 


A* y = 24Dw* xt-4-]-240E5a7- 5-171 56oF w^ x"-6-1- 
&c. Ge- 
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Generatim autem’ poteftatis: x» differentia ordinis ~m, feu 
Amy, fequenti modo exprimetur. 
Sit 


2 (2-1) (2-2) . 


n— 7 — 1 
z ———K; 
m 2 
n — m— 2 
M= =— 5 
7i ——3 
&c. 


Deinde vero fit: 


9" eme 1) 9 ge 1) Ga. (mm 2) 


a (m+ == — + —— ý (mai 
(o 3 
(zz — 2 y» --.. “e 
Z1) (Mayan zi Xm-2) 


- 
. I. 2. 3 


(m—2yn4» + &c 
(mmi) mm n(m-1 eM 
a / Ie 34 


AS 2)m-rz —+ &c. 


uU 
E=(m41 Hm — uma 
I 


I0 1) 


yz 142 - T anh 


quibus valoribus inuentis erit 
Amy alum Y EK wm- xn—m-— 1-4 y Lioyp»-2x2—m— — &c. 
cuius expreflionis ratio ex modo, quo fingulae differen- 
tiae ex valoribus y, y, 5^, y &c. eliciuntur, fponte 
fequitur. 

G 16. Ex 
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16. Ex his perfpicuum eft, fi exponens » fuerit 
numerus integer affirmatiuus, tandem ad differentias 
perueniri conftantes, hisque vlteriores omnes effe = o. 
Sic erit 


AAA 0 

A? O 

E e EER 

At, af — 2444 & tandem 
ABN An v Dec ES PR 


Omnis ergo functio rationalis integra tandem ad diffe- 
rentias conítantes deducetur. Scilicet, funGtio ipfius x 
primi gradus, ax +) differentiam primam iam habet 
conftantem —««. Funétio fecundi gradus axy- ^x 4-7 c 
differentiam fecundam habebit  conftantem — 24 ww. 
fünCtionis autem tertii gradus differentia tertia erit con- 
ftans; quarti quarta, & ita porro. 


17. Modus autem, quo inuenimus differentias po- 
teftatis 4”, quoque latius patet, atque ad eas poteftates, 
quarurn exponens z eft numerus negatiuus, vel fractus, 
vel adeo irrationalis, extenditur. Quod quo clarius ap- 
pareat, differentias tantum primas praecipuarum  huius- 
modi poteftatum exhibebimus, quoniam lex differen- 
tiarum fecundarum ac fequentium non tam facile cer- 
nitur: erit ergo, 


Nr D 

Ax? — 20 X —+0 

A. r3 — 30 x? —- 30% -]- w* 

Axt Z2 4€ x? + 6 w? x?-]- 40? x -]- 9* &c. 


MSi- 


6^ AEPRUET: E 


Simili modo vero erit 


Et inde pro reliquis. Pariter erit 


1 
AL? -—— 


Cd PRO vo 


18. Apparet itaque has differentias, fi exponens ip- 
fius x non fuerit numerus integer. affirmatiuus , in infini- 
tum progredi, feu ex terminorum numero infinito con- 
ftare. Interim tamen eaedem differentiae quoque per 
expreílionem finitam exhiberi poffunt. Cum enim, po- 


I I . 1 
fito yall fit y* E erit A. A. = 
P XV W x 


I 


* 


I Rr 1-4 3 
— 7 —— vnde, fi fratio —— in feriem conuertatur, 
xa Y x+w i 


prodit expreílio fuperior. Simili modo erit 
Y I 
laic pesca A eei e I Cad Xs 
xx — (xq? Au 
atque pro irrationalibus erit 
I I I 
A.Vr—=V(40 Vr RA => => 
y VERTES; yx YV(xto) Vx ? 
quae formulae fi more folito in feries explicentur, fupe- 
riores exprefliones praebent. 


19. Hoc vero modo quoque differentiae funétio- 
num, fiue fractarum fiue irrationalium, inueniri poffunt: 


fic, fi quaeratur differentia prima fra&tionis. pona- 


I 
aa Lxx 
x 
aap Xx d 20x d w* 
1 I I 
erit Ay 8: aad xa E matar towe ow —— anl xx? 
quae expreffio quoque in feriem infinitam conuerti poteft. 


I o 
= ——— 3 &, quia eft y. — 
A a O q J 


Pona- 


€ JU E 


Ponatur aaar Z2 P& 20x 4 oo — Q ; 


3 


Reftitutis ergo loco P &'Q valoribus erit : 


YEA Ts Tm 20x—00 ,400xx 4 3 Tot 
aap xx (aa + xx)? (aa + ys 
803x3—12 0*x?-L 6 w5x—=w" 
Supe +  ézc, 
(aatyxt 
qui termini fi fecundum poteftates ipfius; o. ordinentur 
erit : 
Ei NE 20x O? (xx= aa) 403(x3— 24%) 
'"anxx T (aac aw)" (aa-Eax)3 (aa + xx "x 
&c. 


20. Similibus feriebus infinitis differentiae funttio- 
num irrationaliumr quoque exprimi poflunt. 
Sit propofita ifta funétio y = Y (aa 4-xx) ; 
&, cum fit y* — V (aa xx4 2 wrt QU), 
l ponatur 224 xx =P RL20r4+0w0=Q. 
H et eS, y LL 3 
&c. 


C 3 nde 


€ qs 


vnde fiet 
2003 o0 t0? x? — 403 01 
Ay ZA, Waa + xx) = IAS er — o V e EA + 
vel : Sc. 
T (x aa? aqwix 
&c. 

Hincque adeo colligimus funétionis cuiuscunque ipfius x, 
quae fit y, differentiam hac forma exprimi poffe, vt fit 
Ayzz—- Pw--Qo?--Rw*--Sw*-- &c. 
exiftentibus P, Q, R, S, &c. certis ipfius » funttioni- 

bus, quae quouis cafü ex funGtione y definiri poffunt. 


21. Neque etiam ex hac forma differentiae func- 
tionum tranfcendentium excluduntur, id quod ex fequen- 
tibus exemplis clarius apparebit. 


EXEMPLUM I 
Inuenire differentiam. primam logarithmi hyperbolici 
ipfius Xx. 
Ponatur y= Ze ;. & cum dit y 5 /(x4- 9), 
erit 
Ay=y*=y=! I == + e) 
yz2gtr-yzcd(erw)— Ix I1). 
Huiumsodi autem logarithmum fupra docuimus per fe- 
riem infinitam exprimere ; qua adhibita, erit 
w w? w3 wt 
EN e a prp eere &c. 
ACRA veo c ape 
EX- 


C APU T TE 


EXEMPLUM Tr. 


Inuenire differentiam primam quantitatis exponen- 
Hals ar. 
Pofito yT—=a0* erit y*ccas--e casae: 
at fupra oftendimus effe 


wla w? (lays t (Tay : 
cemapk EL pene Sc, 
: 1 5g 2g 


quo valore introdu&to erit 


až wla aw? (la? — axw3(1gy3 E 
* Aay y Ay + ce +- co + &c. 
1 IND I. 2. 3 


EXEMPLUM. III 
In circulo, cuius radius =i, inuenire differentiam 
finus arcus x. 
Sit finr—y, erit y — fin (x--w), 
vnde A4y--5*— y — fin (x--w) — fin x. 
At eft fin (+w) — cof o. fin x + fin w. cof, 
atque per feries infinitas oftendimus effe , 


w? wi ws 
cofezzi- — CLR ENEE: FE sa inr. +  &c. 
I.2 EA Sof $273.46 
& 
t9? w5 t? 
fin w = w === ————— + Sc. 
1.2.3  1.2.3.4.5 1.2.3.4. 5. 6.7 
quibus feriebus fübftitutus erit : 
to? (TE wf t5 
^. fin x zzw. cof«— A finx— ya colr — fin x-- —— cofx— 
2 24 120 


&c. 
EX- 


E pu ore d 


EXEMPLUM Iv. 
In circulo, cuius radius —x1. inuenire: differentiam 
cofmus arcus. x. 
Pofito y =cofxw, ob. y! cof (xw) 
erit y*— cof. cof x — fin w. fin x 
& Ay =cofw. cof x — fin v. fin x — cof x 
Seriebus ergo ante expofitis adhibendis prodibit : 
&.cofx =- wíinx — a cofxl "P finxd E rois fin x— 
2 6 24 120 
&c. 
2. Cum igitur propofita quacunque fun&ione 
ipfius x, fiue algebraica fiue transcendente , quae fit y, 
eius differentia prima eiusmodi habeat formam vt it: 
Ay = Pw + Qw? Rost Swt + &c. 
fi huius diferentia: denuo capiatur, patebit differentiam 
fecundam ipfius y huiusmodi formam cffe habituram : 
ANy zc Po? + Qui + Ruwt + Sc. 
fimilique modo differentia tertia ipfius y, erit huiusmodi 
Asy = Pos + Qut Ros+ &c. 
ficque porro. 
Vbi notandum elt litteras P, Q, R, &c. hic non 
ro valoribus deteriminatis adhiberi, neque eadem littera 
in diuerfis differentiis eandem. functionem ipfius » deno- 
tari: ideo enim tantum iisdem litteris.vtor, ne fufficiens 
diuerfarum litterarum numerus deficiat. 
Ceterum ¿ae differentiarum formae probe funt. notan- 


dae, cum in Analyfi infinitorum maximum vfum offerant. 
23. Cum 


l2 


E AWU LC. CR 25 


se 


23. Cum igitur modum expofuerim, quo cuiusuis 
fun&tionis differentia prima, ex eaque porro differentiae 
fequentium ordinum inueniri queant; quippe quae ex 
valoribus functionis y-fücceffuis y! , y", ym, yw, So, 
réperiuntur : vicilm ex differentiis ipfius y cuiusque 
ordinis datis, ifti ipfi variati valores ipíius y elici pote- 
runt, Erit enim 


yg! 292-5 
9g» =3y + 2450 
yn — y + 34y + 355y + 5?) 


yw y 47 48y + 654y + 45*y + 5*y 
&c. 


vbi coefficientes numerici iterum ex euolutione binomii 
nafcuntur. Quemadmodum ergo y1, y", ys, &c. funt 
valores ipfius y, qui oriuntur fi loco x fücceffiue ponantur 
hi valores x + w, x 4-20, x -- 3w, &c. ftatim valo- 
rem ipfis y™® affignare poterimus, qui prodit fi loco x 
fícribatur x +20, erit fcilicet ifte valor: 

AE : ay a n(2— DA A E (z—2) 
Hincque adeo etiam olas iis. J ; BESSDER poflunt fi z 
fuerit numerus de Sic, fi loco x ponatur x——o, 
fun&tio y abibit in hanc formam: 


y — Ay d 8*y — Ay + My — ko, 
D 


Ls: 2853 


26 E PU VR 
fin autem loco x ponatur x — 29, funétio y tranfibit in : 
PS 25 71-382) o9 457) -1-35$y E. 


24. Pauca quaedam addamus de methodo inuería, 
qua, fi detur differentia, ex ea ipfa illa functio , cuius 
eft differentia, inueftigari debeat. Cum autem hoc fit 
difficillimum atque faepe numero ipfam analyfin infinito- 
rum requirat, cafüs tantum quosdam faciliores euolua- 
mus. Primum igitur, regrediendo, fi funétionis cuius- 
piam differentiam inuenerimus , viciflim hac differentia 
propofita, ipfa illa functio, vnde eft nata, exhiberi po- 
terit. Sic, cum funGtionis «x +5 differentia fit aw, fi 
quaeratur cuiusnam functionis diferentia fit zw; refpon- 
fio erit in promtu, eam fun&tionem effe «x + 7. . In hac 
igitur reperitur quantitas conftans 7, quae in differentia 
non inerat, & quae propterea ab arbitrio noftro pendet. 
Perpetuo autem fi funétionis cuiusuis P differentia fuerit 
Q , quoque funétionis P ~ A , (denotante A quantita- 
tem. quamcunque conftantem,) differentia erit Q. Hinc, fi 
ifta differentia Q. proponatur, funétio, ex qua ea eft orta, 
erit P — A, atque idcirco determinatum valorem non 
habet, cum conftans A ab arbitrio pendeat. 


25. Vocemus eam fun&tionem quaefitam cuius dif- 
ferentia proponitur, SUMMAM; quod homen commode 
adhibetur, cum quod fumma differentiae opponi folet, 
tum etiam , quod funétio quaefita reuera fit fumma om- 
nium valorum praecedentium differentiae. Quemado- 
dum 


CAPUT bh 27? 


dum enim e(t y= y -- Ay, & yn — y -4- Ay y, 
fi valores ipfius y retro cóntinuentur; ita, ut is, qui va- 
lori x —« refpondet, fcribatur y , huncque praedens yu, 
& qui vltra praecedunt ym, Jw , Jv, Sc. hincque feries 
formetur retrograda, cum fuis differentiis : 
Jv Jw5 Jm5 uj JJ Y 
A 
Ayy ) Ayy 5 Aj 5 Ayu P Ay, 
erit 
J= + y 
& 
ob y;—Ays-- yw , porroque yw — Aym + ym 
erit vtique 
9 = y + Aya + Am + Ayy + Ay 
&c. 
ficque erit functio y, cuius differentia eft Ay, fumma 
omnium valorum antecedentium differentiae Ay, qui ori- 
untur, fi loco x fcribantur valores antecedentes + — w; 
v— 20; x—-305; c. 


26. Quemadmodum ad differentiam denotandam 
vfi fumus figno ^, ita fummam indicabimus figno =: fci- 
licet, fi funétionis y differentia fuerit z, erit s — ^y ; 
vnde, fi y detur, differentiam s inuenire ante docuimus. 
Quodfi autem data fit differentia z, eiusque fumma y re- 
periri debeat, fiet y — Zz ; atque adeo, ex aequatione 
z — Ay regrediendo, formabitur haec aequatio y — 2x5 
vbi conftans quantitas quaecunque:adiici poterit ob ratio- 
D 2 nes 


28 


nes fupra datas; ex quo, aequetio s — Ay, fi inucrtatur, 
dabit quoque y= Z»--C. Deinde, cum quantitatis 4y 
differentia fit zy ez, erit Zas-ay, fi quidem a fit quan- 
titas conftans. Quia ergo eft ^x — w; erit Zo-—x-4-C 
& Zaw—ar—+C€; atque ob w quantitatem. conftantem, 
erit Dw n= wr HCO; Zw3— wr + C; & ita porro. 


27. 


CiP TEI 


Si igitur differentias poteftatum ipfius x fupra 


inuentas inuertamus, erit 


x 
— y. 1 53 DE E E 
Zo = xv; hinque žr: = 7j 


Deinde habemus 
2 (20 -F o?) = x? 


vnde fit 
Ei S ra E a a E : 
20 2 20 2 
Porro eft 
E (39xx--30*x po) — x3 
feu 
30 Zx*- 3€? 2 0214? 
ergo 


2 
X t) 

2y —= — — 0 DY — — 31 
103) la) 


CAP UO WE 29 
vbi, fi loco Ex? Ya. & Xr: valores ante inuenti fub- 
ftituantur, reperietur : 


as T. 
| | Drt — — 200203 20 Zx? — wz 
| . * 20 . (m . . . 
erit, adhibendis fübftitutionibus : 
as 1 I 
Zrt —— toward — 
yw A 3 
fimili modo vlterius progrediendo reperietur 
26 5 tI 
Zwi lI ————x5-L-— m1 —— uix? 
w 2 12 12 
a? D 1 E 
Ze I——————x9-L qs a e — 5 
70 2 2 2 


quas exprefliones infra facilius inuenire docebimus. 


28. Si ergo differentia propofita fuerit funétio ra- 
tionalis integra ipfius v, eius fumma, (feu ea fun&io, 
cuius;ea eft differentia) ex his formulis facile inuenitur. 

| Quia enim differentia ex aliquot. poteftatibus ipfius » con- 
| ftabit, quaeratur vniuscuiusque termini fumma, omnes- 
que iftae fümmae colligantur. 


EXEMPLUM L 
| Quaeratur funclio, cuius differentia fit = axx- bxc. 


Quaerantur fingulorum terminorum fummae ope for- 
mularum ante inuentarum, erit 
D 3 Zaxx 


6G ACDEU AE 


3 ^ 
ax ax 
Zaxx Z — — — 


Zbx 


< — 


P ETE 


Hinc colligendo has fummas erit 


20 6 t 
quae eft funCtio quaefita; cuius differentia eft axx -Zx Tc. 


Z(axx-- bx c) == ai— iuri a+ AS PER C 
3 


EXEMPLUM IL 
uaeratur funcio, cuius differentia efl. x*—20* xx-pw*. 


Operationem fimili modo inftituendo habebitur. 


50 2 
& 


20 w3 
— N E a — x3 pt? — — 


I I I I 
Ert no — 1 — = rt — wur? — — wa 
2 2 
2 


atque 
NR LIA o A E e CURAS 
vnde fun&tio quaefita erit : 
das UNUS MEA -H wtr? Ei y 
5% 2 3 30 
Si enim hic loco » ponatur x -+ w, atque a quantitate 
refultante fübtrahatur ifta inuenta , remanebit propofita 
differentia x* — 2w?x*? + wt. 
29; Si 
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29. Si fummas, quas pro poteftatibus ipfius « in- 
venimus, attentius infpiciamus , in terminis primis, fe- 
cundis, ac tertiis mox quidem legem obferuabimus, qua 
illi fecundum fingulas poteftates progrediuntur : reliquo- 
rum autem terminorum lex non ita eft perfpicua , vt 
fummam poteftatis x" in genere inde colligere liceat. In- 
terim tamen in fequentibus docebitur efle: 


an I I ZU I Z(z—1)(z—2)w3 
TIA——aü8-L.—.—a4——,. ( X MR 3 
CASO 2 2 52.3 6 2. IES 
x z(g—3)(2——2) (2— 3) (2—4) M "o 
bd Je E M EA UR 
Bi. UEBER sel 6) 
— —À ab - xa—T 
10 DM AE. RD OUT O A 
5 Zz(n—:). e (2—58)0? T 
o ec ets SEG 
691. z(z—1) ME. 0 -I0)0** TR 
Bio. AAA 
35 Z(Zz—1) . . Z-——I2)13 
=~ So + z ) = CAIS 
2 EE PUER DADOS 
3617 z (2-1) ^ (2—14) 5 
— : i -yeis 
30 o I6. E 
2867: A a al EET 
+ 43867 > ) MET SUE edo 
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"dk 1181820355 a) 205 ars y9— 23 
54 A aoe o 2 

A E EU ETT AOL ZO : 

E ag740461029 BOT Oense eu A 
30 e NO AR 

TN Le AI 
462 IA A TO 

Sc. +“ 


cuius progreffionis praecipuum momentum in coefficien- 
tibus mere numericis eft fitum, qui quemadmodum for- 
mentur, hic locus nondum eft, vbi exponi queat. 


30. Apparet autem nifi 7 fit numerus integer affir- 
nariuus , hanc fimmae expreffionem in infinitum pro- 
gredi, neque hoc modo fummam in forma finita exhi- 
beri poffe. Ceterum hic notandum eft, non omnes pote- 
ftates ipfius x propofita a" inferiores occurrere ; defunt 
enim termini &»—2 , x7—4 , xy"—6, x1»=8, &c. quippe 
quorum coefficientes funt =o, etiamfi termini fecundi a” 
coefficiens hanc legem non fequatur, fed fit c —z. Pote- 
runt ergo huius expreffionis ope fummae poteítatum, qua- 
rum exponentes funt vel negatiui vel fra&i in forma infi- 
nita exhiberi folo excepto cdfü quo 7— — 1, quia tum fit 
terminus a ob 2-pI=o infinitus. Sic, pofito 


n=-—2 3 erit 


E. AJR U TE 


I Y w tj? 
2 =0%38 > ai jr 
X UI LI 3X 5 
5 r t)? 691 wi: 
— i m dye —4—— H 
g pa 9x? IIX** 210 13115 
I3 61 t0! 5 
EE x — Kc. 
L5 50x jura? 


31. Si ergo differentia propofia fuerit poteftas 
ipfius x quaecunque, eius fumma hinc perpetuo allig- 
nari, feu funétio, cuius ea fit differentia, exhiberi pote- 
ri. Sin autem differentia propofita aliam habeat for- 
mam, vt in poteftates ipfius +, tanquam partes, diftri- 
büi nequeat, tum fumma difficillime ac faepenumero 
prorfus non inueniri poteft: nifi forte pateat, eam. ex 
quapiam funttione effe ortam. © Hanc ob caufam conue: 
niet. plurium. funétionum - differentias inueftipare easque 
probe notare, vt fi quando.:huiusmodi differentia propo- 
natur, eius fumma, feu funClio vnde eft.orta, ftatim 
exhiberi queat. Interim tamen „methodus infinitorum 
plures regulas fuppeditabit, quarum ope inuentio fum- 
marum mirifice fübleuabitur. 


32. Facilius autem faepe fümma quaefita reperi- 
tur, fi differentia propofita ex fa&toribus fimplicibus con- 
ftet, qui progreífionem arithmeticam conftituant, -cujus 
differentia fit ipfa quantitas e, — Sic, fi propofita fuerit 
fun&io (x + 0) (x-4-2w), cuius differentia quaeratur: 
quia, pofito w += w loco x; haec functio abit in (x20) 


E (x-- 
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(x + 3w), eius differentia erit.2 & (x -} 2 w). Quare 
viciffim,. fi proponatur differentia 2 w(x -+ 2 w), eius 
fumma erit (x+ w) (x 4-2 w), hinc ergo erit 
Z (x-4-2w)-— » (+0) (x--2w) 
Simili modo, fi proponatur functio (En) (x + (01), 
cum fit eius differentia 2 w(x- (z 1-1) c) erit 
Z(x--(2-p1)w) = (10) (a+ (12 -4-1)w) 
& 
Z(x--e)- Z (n n 1)w) (x3-20). 


33. Si fun&io ex pluribus fa&toribus conftet, vt 
fit y —— (x +(2—1)0) (4 +20) (22-71) 9) 
cum fit 
1 (200) (xeM-(z-i)e)(x--0r-2)9). 
erit | 
&y—— ae (x +10) (e (0-211) 9) 


ac propterea 
E (xro GT 1)9) — x (x4 (1 e) (c ] Ye Qo 129) 
Pari modo reperietur efle: 
È (x +20) (x +|(2 + 1)9) («+ (2+2)w) == 
x (x (2 — 1 )u)) (20) (a r w) (140 3-2)0). 


vnde lex inueniendi fummas, fi differentia ex pluribus 


huiusmodi faétoribus conítet, fponte patet. Quamuis 
au- 


E AP UT: É as 


autem hae differentiae fint funttiones rationales inte- 
grae, tamen earum fummae hoc modo facilius reperiun- 
| tur, quam per methodum. praecedentem. 


34. Hinc quoque via patet ad differentiarum fratta- 
rum fummas inueniendas. Sit enim propofita fractio 


I 
2 cn ; quia erit y — ET A 


erit 


I 1 to 
m AAA AA — A m ———Á——————— 
| Jw (a +1)0 aero  (x+nw) (x4 at i)w) 
| ac propterea 
1 


| I I 

| il E) E PTAS Uy xz 
Sit porro 

COMMON ANA 

2 — (wno) (w ITE 18) 


MENS CK EAT) 


erit 


| | EIA AR ) 9) (x + (1 + 2)9) 


— — ES 


pond Were. (a+ (1-129) 
E2 


Simili 
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Simili modor erit- porro 


SEA VPS DERE AA EN Er TENA is 
(0) AH ADO (x YE (2 - 2))(x—-—(-— 3)w) 


= I I 


30 tiro APRENDA ea) * 


35. Modus ifte fummandi probe eft tenendus, 
quia. huiusmodi differentiarum fummae per praeceden- 
tem methodum inueniri non poflunt. ^ Quodíi autem 
differentia infuper habeat numeratorem, vel fa&tores de- 
nominatoris non in arithmetica progreflione procedant, 
tum tutiffimus modus inueftigandi fummas eft, vt diffe- 
rentia propofita in fuas fractiones fimplices .refoluatur, 
quarum fingulae etfi- fummari nequeunt, tamen binis 
coniungendis toties fumma inueniri poteft, quoties id qui- 
dem fieri licet; tantum enim erit difpiciendum, vtrum 
fumma ope huius formulae inueniri queat : 

x E dh UE Aic TAMEN -— I 
x-[B--1:) x-—- x= 
etfi enim neutra harum fummarum per fe exhiberi po- 
teft, tamen earum differentia cognofcitur. 


36. His igitur cafibus negotium: redit ad refolutio- 
nem cuiusque fractionis in fra&tiones fuas fimplices, quae 
in fuperiori libro fufius eft oftenfa. Quemadmodum 
ergo eius beneficio füummae inueniri queant, aliquot ex- 
emplis docebimus. 


EXEM- 


C PT 
B'X EM PEL O./M^.-t. 


| Quaeratur fumma , cuius differentia. f 


| Refoluatur haec differentia propofita in fuas fratio- 
| nes fimplices, quae erunt 


Ll 
mn 
D] 
m 
l2 
m 


Cum iam fit ex fuperiori formula : 


I — x I I 
ten 3 (1) Hr 
erit 
Y 1 Y 
== 2 ———-. 
m a x 
Hinc erit fumma quaefita 
i xolg de cad LS E 
w x 0) xo w Y-L20 
2 I 2 I I 
ki EC UR A : 
w x- w [2] v--29 wy 
| at eft 
ip mee Tet 
+ r—2w x--o? 


vnde fumma quaefita erit 


I 2 -3X——09 


wr w(r--w-)  ex(x-r--e) 


E 3 EXEM- 


GUI BPU TX 
PR EM P LIUM OHIE 


Quoeratuy fumma , cumus diferentia eft 


k > E 1 
Pofita hac differentia = v, erit s = dediti 


2 
ideoque 


quae eft fumma quaefita, Quoties ergo hoc modo fig- 
na fümmatoria Z fefe tandem tollunt, toties differentiae 
propofitae fümma exhiberi poterit; fin autem haec des- 
truCtio non fuccedat, fignum hoc eft, fummam inueniri 
non poffe. 
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DE FSU DIFFERENTIARUM 
IN DOCTRINA SERIERUM. 


37» 

Nm ferierum per differentias maxime illuftrari, 

ex primis rudimentis fatis eft notum. — Progreffio- 
nis enim arithmeticae , quae primum confiderari folet, 
praecipua proprietas in hoc verfatur, vt eius differentiae 
primae fint inter fe aequales ; hinc differentiae fecundae 
ac reliquae omnes erunt cyphrae. Dantur deinde feries, 
quarum differentiae fecundae demum fünt aequales, quae 
hanc ob rem fecundi ordinis commode appellantur, dum 
progreffiones arithmeticae feries primi ordinis vocantur. 
Porro igitur feries zeriZz ordinis erunt, quarum differen- 
tiae tertiae funt conftantes ; atque ad quartum ordinem Se 
fequentes eae referentur feries, quarum differentiae quar- 
tae, & vlteriores demum {unt conítantes. 


38. In hac diuifione infinita ferierum genera com- 
prehenduntur , neque tamen omnes feries ad haec gene- 
ra reuocare licet. Occurrunt enim innumerabiles feries, 
quae, differentiis fümendis, nunquam ad terminos con- 
ftantes deducunt: cuiusmodi, praeter innumeras alias fime 
progrefliones geometricae, quae nunquam. praebent dif 
ferentias conítantes, vti ex hoc exemplo videre licet. 


GE PLU T WT 


8; 
4 -d 8 ’ 

4; 8, , 2, Sc, 
Cum enim feries differentiarum cuiusque ordinis aequalis 
fit ipfi feriei propofitae , aequalitas differentiarum prorfus 
excluditur. Quocirca plures ferierum claffes conftitui. de- 
bebunt, quarum una tantum in hos ordines , qui tan- 
dem ad differentias conftantes revocantur , fubdiuiditur ; 
quam claíffem in hoc capite potiffimum confiderabimus. 


39. Duae autem res ad naturam ferierum cognofcen- 
dam imprimis requiri folent, Terminus generalis atque 
Summa feu Terminus fummatorius. — Terminus generalis 
eftexpreftio indefinita, quae vnumquemque feriei terminum 
compleétitur, atque eiusmodi propterea eft fun&io quan- 
titatis variabilis x, quae, pofito x — 1, terminum feriei 
primum exhibet ; fecundum vero pofito v = 2 ; tertium 
pofito x — 3; quartum pofito x — 4 ; & ita porro. Co- 
gnito ergo termino generali , quotuscunque feriei termi- 
nus inuenietur, eñamfi lex, qua finguli termini cohae- 
rent, non refpiciatur. Sic verbi gratia ponendo x — 1000, 
ftatim terminus millefimus cognofcetur. Ita huius feriei 

A 15:2 02:4:5 EIE 241209 &c. 
Terminus generalis eft 24x — x; pofito enim v= r, 
haec formula dat terminum primum :; pofito x = 2, 
oritur terminus fecundus 6 ; fi ponatur x — 3, oritur 
tertius 155 &c. vnde patet huius feriei terminum centefi- 


mum, pofito » 100 fore C2. 10000 — 100 — 19900. 


40. In- 
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40. Indices feu exponentes in qualibet ferie vocan- 
tur numeri, qui indicant quotus quisque terminus fit in 
ordine: fic, termini primi index erit r, fecundi 2, ter- 
tii 3, & ita porro. . Hinc indices fingulis cuiusque ferici 
terminis infcribi folent, hoc modo 

INDICES. 
Is 25 3, 45 $5.6; 75 &c. 
TERMINI 
An PUB Co Dir Es > Pa: ums 
vnde ftatim patet G effe feriei propofitae terminum fep- 
timum, cum eius index fit 7. Hinc terminus generalis 
nil aliud erit, nifi terminus feriei, cuius index vel expo- 
nens eft numerus indefinitus x. Quemadmodum ergo in 
quolibet ferierum ordine, quarum differentiae vel primae, 
vel fecundae, vel aliae fequentes funt conítantes , termi- 
num generalem inueniri oporteat, primum docebimus: 
tum vero ad inueftigationem fümmae fumus progrefluri, 


41. Incipiamus ab ordine primo, qui continet pro- 
grelliones arithmeticas , quarum differentiae primae funt 
conftantes ;. fitque æ terminus feriei primus, & 7 termi- 
nus primus feriei differentiarum, cui fequentes omnes 
fünt aequales: vnde feries ita erit comparata. 

INDICES. à 
I, 2, 33 45 55 6; 
TERMINI 
a, ab, a42b, a+36, a-p-45, ash, &c. 
DIFFERENTIAE 
MC vac qe b. by So, 


= 


Ex 
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Ex qua ftatim patet, terminum, cuius index fit =x, fore 
a+(x—1)b, eritque ergo terminus generalis — be40—b, 
qui ex terminis primis cum ipfius feriei, tum feriei dif- 
ferentiarum componitur. Quodfi autem terminus fecun- 
dus feriei a+) vocetur at, ob 2 —— 4 — a, erit termi- 
nus generalis — (zi—4) x H 24 —- at — at (x—1)—4(x—2) 
vnde, ex cognitis terminis primo & fecundo progreílio- 
nis arithmeticae, eius terminus generalis formabitur. 


2. Sint in ferie fecundi ordinis termini primi, 
ipfius feriei — «4; differentiarum primarum = 7 ; diffe- 
rentiarum fecundarum — c; eritque ipfa feries cum fuis 
differentüs ita comparata. 


INDICES. 

3, 25 3; 45 3; 75 
TERMINT. 

azsatb; ala "e a 3113654404 6c5 4 521005862 4150; 
DIFFER. L &c. 

b; bp Mae Mae Dhaos l5; de. 
DIFFER. Il. 

e, > €5 C3 €5 


ex cuius infpeCtione liquet terminum, cuius index = x 


fore = a- (x—241)2 4+ == p DAC ee Sa 2r c5 qui ergo eft ter- 


minus generalis feriei Uo Ponatur autem ipfius 
feriei terminus fecundus — 4!, terminus tertius — a%, 
cum fit 42221 — 45 & c zz a8 —— 241 4-03 Vti ex na- 

tura 
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tura differentiarum ($. 10.) intelligitur , erit terminus 


E generalis 
a+ (x—1) (at— PEE aed uus Y — (quo 20144) 
qui reducitur ad hanc farai 
iul C ae qui. INIT eoe SS e T 62 
ns I. 2 i: 2 


vel etiam ad hanc 
P rc 6-2) — Z (w1) 6-3) H E (a) (e3) 
aut panique. ad hanc 


EG)G-36- 2 22-27); 


X-I 


ideoque ex tribus terminis ipf us eric definitur. 


43. Sit feries tertii ordinis 2, 41, a1, gm, qm, &c. 
eiüs differentiae primae 7, 21, 2s, ut, &c.' & differen- 
tiae fecundae c, c!, c", c't, Bic, & tertiae d, dj d, &c. 
quippe quae funt conítantes. 

ÍNDICES 


E 2, 35 45 55 6, 
TERMINI. 
A, ar, qu. qu, qm, av, &c. 


DIFFER. -I. 
b, bt, bu, pu, DW, . &c. 
DIFFER. íL 
el, cu, cnt, &c. 
DIFFER. III. 
d, 4; d; Sc. 
F2 
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Quia:eft a12—72-1- 75; aen—á-p- 25-2. 05 a —a-p35-p- 
3ed; aw—a-|-4b-]-6c-1-44 ; &c. ; erit terminus 
generalis , feu' is cuius index eft x, 

NOME Enea De 


3 
ficque terminus generalis ex differentiis formabitur. 


Cum autem porro fit 
bara; canza a; d-cam—34u-p3a1—a 
fi hi valores fubftituantur erit terminus generalis 
E 3649 1, G0 6-9 
Es 3 
JE (x71) (x-3) (v-4) . -. TY da 2=3) (1-4) 
TAE S d. M 
qui etiam hoc modo exprimetur, vt i t 
A (= am e gat a 


=3 X-2 XAI 


I, 2. 


44. Sit nunc feries cuiuscunque ordinis propofita : 

JINDIGES 

I; 2, 35 45 $5 6, 
TERMINL 

4; al, gu, qm, qw, aY; &c. 
DIFFER., L 

b, dx, iu, jm, bw, &c. 

DIFFER. II 


1 
€ > 


u 
€ 


OPE. To TE 

DIFFER ILL 

d, di, du, Ke. 
DIFFER. IV. 
E, et, &c. 
DIFFER. V. 
i DEG; 

ex ipfius ferici termino primo, atque ex differentiarum 
terminis primis 2, c, d, e, f, &c. terminus generalis 
ita exprimetur, vt fit: 


y y Gom ME, 
(x—1) e 6-5 (-4, + &c. 
dy We. 36 2E 


donec ad differentias conftantes perueniatur. Ex quo 
patet, fi nunquam prodeant differentiae conftantes, ter- 
minum generalem per expreffionem infinitam exhiberi. 


45. Quia differentiae ex ipfis terminis feriei for- 
mantur, fi earum valores fubítituantur,-prodibit termi- 
nus generalis in eiusmodi forma expreflus, cuiusmodi 
pro feriebus primi; fecundi, & tertii ordinis exhibui- 
mus. Scilicet, pro feriebus ordinis quarti, erit termi- 
nus generalis 

eG QT oc 


—— — —— 


d$ X—4 x—3 X72 var 


aN 4a m 641 4a* a ) 


vnde 
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vnde lex, qua fequentium ordinum termini generales 
componuntur, facile perfpicitur. Ex his autem patet 
pro quouis ordine terminum generalem fore funCtionem 
ipfius x rationalem integram, in qua maxima ipfius x 
dimenfio congruat cum ordine, ad quem feries refertur. 
Ita ferierum primi ordinis erit terminus generalis fun&tio 
primi gradus, fecundi ordinis fecundi gradus , & ita 
porro. 


46. Differentiae autem, vti fupra vidimus, ex ipfis 
terminis feriei ita refültant, vt fit 


bai — a 
aga — qt 


qa —— gu 


241 + a 
24H + a! 
2g] a 


30" — 321 — d 
gai ga! —— al 


ga 30 — ¿1 


Quare, cum in feriebus primi ordinis fint omnes valo- 
res ipfius c — o erit 


an —= 24!——45 QUIM 415 qm Ls agno qu. &c, 


vnde patet has feries fimul effe recurrentes, & fcalam 
relationis effe 2, —1. Deinde, cum in feriebus fecundi 


ordi- 
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ordinis fint omnes valores ipfius 7—— o, erit 
qn — 44m — 341 -a yanis 34r — 3a- Y; &c. 
ideoque & hae erunt recurrentes fcala relatione exiftente 
d" X iO I. 

Simili modo apparebit omnes huius claffis feries, cuius- 
cunque fint ordinis , fimul ad claffem ferierum recurren- 
tium pertinere, atque ita quidem, vt fcala relationis con- 
(tet ex coefficientibus poteftatis binomii , vno gradu fu- 
perioris, quam eft ordo, ad quem feries refertur. 

47. Quia vero pro feriebus primi ordinis quoque 
omnes valores ipfius d & e, & fequentium differentiarum 
omnium funt —o, erit quoque in his 

au 541 —— 341 =j a 
ay 30 3495 LL gr 
&c. 
aut ANT 44m——. GAE —-'44f—— 
&* — 44W——— Gail AgH-— 43 
&c. 
Pertinebunt ergo & hinc ad feries recurrentes idque in- 
finitis modis, cum fcalae relationis effe queant : 
3577351505 45—76,-1-45—1 5 54—10,71-19,—5,4d-1; 
e 
Similique modo intelligitar vnamquamque feriem huius, 
quam tragtamus, claffis fimul effe feriem recurrentem in- 
numeris modis: {cala enim relationis erit 
n LORD. spetiali aee Aaa) ? 


"Rd E22 1. 128 Y 2 uar 


&c. 
dum- 
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dummodo %7 fit numerus integer maior, quam numerus 
quo ordo indicatur. Orietur ergo haec feries quoque ex 
euolutione fraftionis, cuius denominator eft (1—y)", pro- 
uti in fuperiori libro de feriebus recurrentibus fuíius eft 
oftenfum. 

48. Quemadmodum vidimus, omnium huius claffis 
ferierum , cuiuscunque fint ordinis, terminos generales 
effe functiones ipfius x rationales integras, ita viciflim 
apparebit omnes feries, quarum termini generales fint 
huiusmodi funétiones ipfius x, ad hanc claffem pertine- 
re, atque tandem ad differentias conftantes perduci. Et 
quidem, fi terminus generalis fuerit functio primi gra- 
dus ax—}4, dum feries inde orta erit primi ordinis feu 
arithmetica , differentias primas habebit conftantes. Sin 
autem terminus generalis fuerit funétio fecundi gradus in 
hac forma axx br- c contenta, tum feries ex eo 
oriunda, dum loco x» fücceffine numeri 1, 2, 3, 4, 5, &c. 
fubftiruuntur, erit ordinis fecundi, atque differentias fe- 
cundas habebit conítantes: fimili modo , terminus gene- 
ralis tertii gradus x°- bx? cx 4d dabit feriem ter- 
tii ordinis atque ita porro. 

49. Ex termino enim generali non folum omnes 
feriei termini inueniuntur , fed etiam feries differentia- 
rum tam primarum quam fequentium deduci poffunt. 
Cum enim, fi feriei terminus primus fübtrahatur a fe- 
cundo, prodeat feriei differentiarum terminus primus : 
fecundus autem , fi ipfius feriei terminus fecundus a ter- 
do auferatur , ica feriei differentiarum. in obtinebitur ter- 

minus, 
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minus, cuius index eft w; fi ipfius feriei tertninus, cuius 
index eft y, fübtrahatur a fequente cuius index eft x-1-t. 
Quare fi in termino feriei generali loco » ponatur x-1 
ab hocque valore terminus generalis fübtrahatur, rema- 
nebit terminus generalis feriei differentiarum: fi igitür X 
fuerit feriei terminus generalis, erit eius differentia AX, 
(quae modo in praecedente capite oftenfo inuenietur , fi 
ftatuatur ibi w= 1,) terminus generalis feriei differentia- 
rum primarum. Simili igitur modo erit A^ X terminus 
generalis feriei differentiarum fecundarum ; A? X tertia- 
rum, ficque deinceps. 


so. Quodíi autem terminus generalis X fuerit fun- 
Gio rationalis integra, in qua maximus exponens potes- 
tatis ipfius x fit z5 ex capite praecedente colligitur, eius 
differentiam AX fore functionem vno gradu inferiorem, 
nempe gradus z——:.  Hincque porro A^X erit func- 
tio gradus z—-2 , & A3X funétio gradus z——35, & ita 
porro. Quare, fi X fuerit funétio primi gradus, vti 
ax- b, tum eius differentia ^X erit conftans — « ; 
quae cum fit terminus generalis feriei primarum differen- 
tiarum, perfpicitur feriem , cuius terminus generalis X 
fit functio primi gradus, fore arithmeticam feu primi or- 
dinis. Simili modo fi terminus generalis X fuerit funétio 
fecundi gradus ob AA X conftantem, feries inde orta dif 
ferentias fecundas habebit conítantes , eritque propterea 
ordinis fecundi; ficque perpetuo, cuius gradus fuerit func- 
tio X terminum generalem coníftituens, eiusdem ordinis 
erit feries ex eo nata, 
G «1. Hanc 


T CAPUT" 


$1. Hanc ob rem feries poteftatum numerorum na- 
turalium ad differentias conftantes perueniunt , vti ex fe- 
quenti fchemate fit manifeftum. 


P Qiplbas "Bins 

E 709, scisfógln^ mp 2hiS. ior uc? 
DIFFER L 

E a T 15 r, da L5 &c. 


POTEST UL 

Lg iue 19) dx64hor 33: 08650m749, Sao ¡Sus 
DILE EE Ro de 

35 5, 7; 9, ae Hox 155 &c. 
DIFFER "II 


ET E TAA 25 25 25 &c. 


PsOSpaERSSTDe , HER 
d Sa 27 64551285399 216, 3435 &c. 
DIFFER. I 
y PE CNN VINE 91, 127; &c. 
DIFFER. II 
12, 18, 24, 30, 36, &c. 
DIFFER. III 


6, 6, 6, &c. 


POP ESI IV 
16, gr, 7256, | 625, (1296, 2401, &c. 
DIFFER. L 
15415,6435. dsg das 3 oglini 67I RETOS jt (ic. 
DIFFER. II 
$0, 110, 1943: 302%. 0434, . &c. 
DIFFER. III 
60, 84, 108, 12257. IC. 
DIFFER. IV. 


24; " 24; 24; &c. 
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Quae igitur in capite praecedente de differentiis cuius- 
que ordinis inueniendis fünt praecepta, ea hic inferuient 
ad terminos generales differentiarum quarumuis, quae 
ex feriebus nafcuntur, inueniendos. 


52. Si terminus generalis cuiusquam ferici fuerit 
cognitus, eius ope non folum omnes eius termini in in 


finitum inueniri , fed etiam feries retro continuari, eius- 


que termini, quorüm exponentes fint numeri negatiui, 
exhiberi poterunt, loco v numeros negativos fübftituen- 


$ 3 LH 3 
do: fic, fi terminus generalis fuerit ————— , ponendo 


loco x tam negatiuos quam affirmatiuos: indices ,' feries 
vtrinque continuata erit huiusmodi. 


INDICES. 
&c.—5,—4,—3,—2,—1, o, I, 2, 3; % 55 6, &c. 
SERIES. 

Sc.+5,+2, O,—1,—1, 0,.2, 5, 9, 14, 20, 27, &c. 
DIFFER. I. 

—5,—2,4-— 0,590, 141 0995351. (A099 56, 77 7 &c. 
DIFFER. II. 


FU TF GE 014 E &c. 


Cum igitur ex differentiis terminus generalis. formetur; 
quaeque feries ex differentiis retro continuari poterit; ita 
quidem , vt, fi differentiae tandem fiant conítantes , hi 
termini finite exhiberi, contra vero per expreffionem in; 
finitam affignari queant. Quin etiam ex termino gene- 
Ga rali 
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rali ii termini, quorum indices funt fra&ti, definientur, 
in quo ferierum INTERPOLA TIO continetur. 


53. His de termino ferierum generali monitis, 
progrediamur ad fummam, feu terminum fummato- 
rium ferierum cuiusque ordinis inueftigandum.  Pro- 
pofita autem quacunque ferie, TERMINUS fummato- 
vius eít funĉtio ipfius x, quae aequalis eft fimmae tot 
terminorum  feriei , quot. vnitates continet numerus x. 
lta ergo terminus fummatorius.erit comparatus, vt fi 
ponatur x—:, prodeat terminus primus feriei; fin au- 
tem ponatur x —2 , vt prodeat fümma primi & fecun- 
diş- fato autem x — 53, fumma primi, fecundi ac ter- 
tii; ficque deinceps. Hinc, fi ex ferie propofita noua 
feries formetur, cuius primus terminus aequalis fit pri- 
mo illius, fecundus aequalis fummae duorum, tertius ae- 
qualis fümmae trium , atque ita porro, haec noua feries 
vocatur illius fizzatrix, huiusque feriei fummatricis ter- 
minus generalis erit terminus fümmatorius feriei propo- 
fitae: ex quo inuentio termini fummatorii ad inuentio- 
nem termini generalis reuocatur. 


54. Sit ergo feries propofita haec 
a ar, gH, am, qW, aY, &c. 

huiusque feriei fummatrix fit 
A, An. Au, Am, Av ; Av, ke. 


erit ex eius natura modo expofita : 


CIA RE US TS TE 


A jm 

Ar Ta +4 

Au — aH al ]a8 

Au — aH al j au qu 

Aw Z a -4 a! —+ mL A am 
&c. 

Hinc feriei fummatricis differentiae erunt : 
Ar—AÀ-—a!; Au —Ar—q; Au —. Anat; &c. 
vnde feries propofita termino primo minuta erit feries 
differentiarum primarum feriei fummatricis. Quodfi igi- 
tur feriei fummatrici praefipatur terminus, — o vt ha- 

beatur : 

o, A, At, An, Au, Arv, AY, &c. 
huius feries primarum differentiarum erit ipfa feries 
propofita : 


1 IV M 
a, A IE IA IDO Sc. 


> 


55. Hanc ob rem feriei propofitae differentiae pri- 
mae, erunt differentiae fecundae fuümmatricis, atque dif- 
ferentiae fecundae illius erunt differentiae tertiae huius, 
tertiae autem illius quartae huius, atque ita porro. Qua- 
re, fi feries propofita tandem habeat differentias conítan- 
tes, tunc etiam eius fummatrix ad differentias conftantes 
deducetur, eritque igitur feries eiusdem naturae, at vno 
ordine fuperior. Huiusmodi ergo ferierum perpetuo 
terminus fummatorius exhiberi poterit per expreflionem 
finitam. Namque terminus generalis feriei : 

o, A AT, AMAS, AN CS 
feuis, qui indici x conuenit exhibebit fummam »x—: 
G3 ter- 


EY PUE TET. 


$4 


terminorum feriei huius a, 4), aU", am, 


aw, &c. 


atque fi tum loco x fcribatur x-1—:1, orietur fumma + 


terminorum, ipfeque terminus fümmatorius. 


$6. Sit igitur Seriei propofitae 
,! ab Xd gu aue UY. avia 
Series differentiarum primarum 


b, bi, bi, ju, bw. AM à, 


Series differentiarum fecundarum 


Le a ELI OUS TET, Ire Xa eet s 
Series differentiarum tertiarum 


d di, du, qu, dw, dy, d", 


2 


Sc. 


Sc. 


Sc. 


&c. 


ficque porro donec ad differentias conftantes perueniatur. 
Deinde formetur feries fummatrix , quae cum praefixa o 
in locum termini primi, cum fuis differentiis continuis fe 


habebit fequenti modo : 
INDICES. 
EERE 325 
SUMMATRIX. 
o, A à Al : Au ^ Au E AY, AY : 
SERIES PROPOSITA. 


6 9i 


? 


E, ^01, "Urt NE ry AN AN Ao 
DIFFER I. 

b, Dx, £u, pu, pw, bv, A 
DIFFER. II 

ELEC EE TP ce oec Md 
DIFFER. III. 

d, di, du. qu ^ gw sad rav 


&c. 


&c. 
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erit feriei fummatricis terminus generalis, feu qui indici 
x refpondet 


¿qui i onion, y Eee 


qui fimul exhibet fümmam +*—I terminorum feriei 
propofitae , a, 61, 4M, am, aw, &c. 


-— 


2 


— c+ &c. 


$7. Quod fi ergo in hac fumma loco +-—1 feri- 
batur x, prodibit feriei propofitae terminus fummatorius 
fummam x terminorum complectens 
XA F p ARA DO (X-1IJ(X-2)0Y- 
sp DEA y EA y gec, 
T2 UR D MA ES LS 
Hinc, fi litterae. b, c, 4, e, valores ipfis affigna- 
tos retineant, erit 
SERIEI 
mi ary AER AE aa 
TERMINUS GENERALIS. 
ar), Gene) (3) +2) (13) € x-3) (x- 
Ze : » AN 


eo» 
ET TERMINUS SUMMATORIUS. 


E en AE 0-3 " DAR d} &c. 


Inuento «ergo feriei cuiusuis ordinis hoc, quem oftendi- 
mus, modo termino generali, non difficulter ex eo ter- 
minus fummatorius reperietur, quippe qui ex iisdem 
differentiis conflatur. 

58. Hic 
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$8. Hic modus terminum fummatorium per diífe- 
rentias feriei inueniendi imprimis ad eiusmodi feries, quae 
tandem ad differentias conftantes deducunt, eít accom- 
modatus; in aliis enim cafibus exprellio finita non repe- 
ritur. Quodfi autem ea, quae ante de indole termini 
fummatorii funt expofita, attentius perpendamus , alius 
modus fe offert terminum fummatorium immediate ex 
termino generali inueniendi , qui multo latius patet, at- 
que in infinitis cafibus ad expreffiones finitas deducit, qui- 
bus prior modus infinitas exhibet. Sit enim propofita 
feries quaecunque. 

PERCENT RC AMET 


cuius terminus generalis, feu indici x refpondens fit 
— X; terminus autem fummatorius fit — S, qui cum 
fummam tot terminorum ab initio exhibeat, quot nume- 
rus x continet vnitates, erit fumma x —1 terminorum 
—S-—X; eritque adeo X differentia expre(fionis SC X, 
cum relinquatur, fi haec a fequente S fubtrahatur. 


$9. Cum igitur fit X—4 (S—X) differentia eo tno- 
do fumta, quem capite praecedente docuimus, hoc tantum 
difcrimine, vt quantitas illa conftans w hic nobis fit — 1. 
Quare , fi ad fummas regrediamur, erit ZX = S— X, 
ideoque terminus fummatorius quaefitus 


S—zX--X--C. 


Quaeri ergo debet fümma funétionis X methodo ante 
tradita, ad eamque addi ipfe terminus generalis X, erit- 
que aggregatum terminus fummatorius. Quoniam autem 
in 


CAPUT IL eT 


in fummfs fumendis inuoluitur quantitas conftans, fiue 
addenda (iue fubtrahenda ; ea ad praefentem cafum accom- 


"modari debebit.  Manifeltum autem eft, fi ponatur *—o, 


quo, cafü numerus terminorum fümmandorum eft nullus, 
fummam quoque fore nullam ; ex quo quantitas illa con- 
ftans C ita determinari debebit, vt pofito x — o, fiat 
quoque S — o. — Pofitis ergo in illa aequatione S — 3X 
-AXC tam S— o quam v=o , valor ipfius C in- 
venietur. 

6o Quoniam ergo hic totum negotium ad fumma- 
tionem funégtionum fupra monftratam reducitur, ponendo 


w= 1, exinde depromamus fimmationes traditas ; ac 
primo quidem pro poteftacibus ipfius x erit 


A a M 


MA Fx 

E RE A 

Ex? — qx? — iw? Y? 

Eat — qa — ¿a za — To 

Ers — a —ix5 in — o? 

A A a A AA E aa 
quibus accenfeatur fummatio generalis poteftatis 4" $. 25. 
tradita , dummodo ibi vbique loco w vnitas feribatur. 
Harum ergo formularum ope omnium ferierum, quarum 
termini generales funt functiones rationales integrae ipfius 
x, termini fummatorii expedite inueniri poterunt. 


H 61. De- 
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6r. Denotet S.X terminum  fummatoriun feriei, 


cuius terminus generalis eft — X ; eritque, vt vidimus, 


SX = ZX- X- C 
dummodo conftans C ita affumatur , vt terminus fum- 
matorius S.X euanefcat pofito x — o. Hinc igitur ter- 
minos fummatorios ferierum poteftatum, feu quarum ter- 
mini generales comprehenduntur in hac forma x” ex- 
primamus. Pofito itaque 
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62. Hinc ergo fummae pro variis ipfius :» valori- 


bus ita fe habebunt: 


o a 

Six! — ix eir 

S.s? — Lx? p irr pH iyw 

S.r? — irt pr pHa? 

SAA py x? 

Sas —— pre -ixs xt 
Si — & x? -ix* Ya 
Serr L2 ox* E E 
Si. Z2 i x4? --ix9 +vx 
S.r? cc riot? + ¿38 

S.x19 — JL xIfr-ILiyro- £x? 
S.r: — A E TOS 


S, tiia ei Sec prre 


— 9.3 y »3 

zori prod 
— I X yr I3 «I2 I 

S.x13 =Z rt- ia 3i y a 43x 

I43406 6 GOoÍ an 

D X —--—-$ix*— jegy? 


H uw 


— LL yt 5. 49 
uox —+ 2x 
XII = LI y9 


+ a 


Sarti cunas $-LIiaxyit-lL Poyr3——($riyrr | 153 y9 
ió id cd E E 
S. 1015 Hr + 115 $x1*— ¿par? TI3yro 


2 9 448 4.5 6 6 ^ 
8 AR IS 


I6 — Y Iy16 4 1 I ^i ^ 
S A —+— ix 5 LA y 3f 32 yT 
143 y9 26047 1382,55 14043 617 m 
— $3xs-L gy X4 —Ór$X ml fox — LL x 


&c. 


quae 
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quae fummae ex forma generali vsque ad poteftatem vi- 
cefimam nonam continuari poffunt. © Atque ad huc vl- 
terius progredi liceret, fi coefficientes illi numerici vlte- 
rius effent eruti. 


65. Ceterum, in his formulis lex quaedam obfer- 
vatur, cuius ope quaelibet ex praecedente facile inueniri 
poteft, excepto tantum termino vltimo, fi in eo poteftas 
ipfius x prima contineatur : tum enim in fumma fequen- 
te vnus terminus infuper accedit. Hoc autem omiffo, 
fi fuerit 

S.x"Zcaxsda- Ex rH y x n——0 x» erns 
— [197 Hn x7-9—&c. 

erit fequens fumma : 

S. xH ni: a ni Exr+ to 241 yan— zii dx”—2 

T a42 zi z 2-2 
+ Ext 4 De sE ya”-8—Sc. 
vnde fi z fuerit numerus par, fequens fumma vera pro- 
dit: at fi z fuerit numerus impar, tum in fequente fum- 
ma praeterea defiderabitur terminus vltimus, cuius for- 
ma erit +0x. Interim tamen bic fine aliis fubfidiis ita 
inueniri poterit. Cum enim fi ponatur x —:, fumma yni- 
ci tantum termini, (hoc eft terminus primus, qui erit 
=1,) oriri debeat: ponatur in omnibus terminis iam in- 
ventis x —r, ipfaque fumma ftatuatur —:, quo fatto va- 
lor ipfius € elicietur,-eoque inuento vlterius progredi li- 
cebit. Atque hoc pagto omnes iftae fummae inueniri po- 


tuiffent. Sic, cum fit 
S.«5 


Sas Ret + 
erit 
Sai o m S nr Or 
feu 
S.x^— xt Pa -pixa5— xx. 
Ponatur nunc x—r, fiet 1— 1 i z— +0 


ideoque P=F— £ — 4; , vti ex forma generali inue- 
nimus. 


64. Ope harum formularum fümmatoriarum nunc 
facile omnium ferierum, quarum termini generales funt 
fun&iones ipfius x rationales integrae, termini fammato- 
rii inueniri poterunt, hocque multo expeditius, quam prae- 
cedente methodo per differentias. 


EXEMPLUM L 
Inuenire terminum  fummatorium huius feries 
2311: :154:9 65 04054197, HE C OO yy 1267 XC. 
cuius terminus generalis eff 
3xx-—--5x 
2 OTT e 

Cum terminus generalis conftet duobus membris, quae- 
ratur pro vtroque terminus fümmatorius ex formulis fu- 
perioribus 

S.i rrr Hire 


& 
PRESO AO en EE 
eritque 
b DAAA E i A 
S UTA q o i-em be (epi? 


H 3 qui 
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qui eft terminus fümmatorius quaefitus... Sic, fi ponatur 
x= 5, erit 4-6? = 9o , fumma quinque terminorum 


2 epe Tepager-26-p 492596. 


EXEMPLUM II. 


Inuenire terminum . fummatorium — feriei 
15::27,,:125,. 343, 729, 1331, - &c. 
quae continet. cubos numerorum 
imparium. | 


Terminus generalis huius feriei eft 
Z (24—11) Z2 8x3 — 12 xx + 6x—1, | 
vnde terminus fümmatorius fequenti modo colligetur. 
- 8. S.x? — 2x* + 4x3 + 21? 


& 
——i2.S8.x? == . — 4x3 — 6x? — 2x 
atque 
+6.8% — . . . .--3x?-L-3ax 
denique 
SAO c. det E, T A 


Erit fcilicet fumma quaefita —2x*——x* — xx (2xx—1). 
Vti, fi ponatur "6 erit 36.71—2556 fumma fex ter- 
minorum feriei propofitae = 1-4-27-1-1253-343-2-72 
-[71331— 2556. 
65. Quod fi terminus generalis fuerit productum | 
ex fa&toribus fimplicibus, tum terminus fummatorius fa- | 
cilius reperietur per ea, quae fupra $. 32. & fequenti- 


bus funt tradita. Cum enim, pofito w = 1, fit 
zx 


£2 PU Di: PR 
E Cep) m deben (ta 
Z (xls) (24241) = eti) (242) (4241) 


atque 


E(x+a)(x4n 4x44 a +12) 
CC. 


fi ad has fummas ipfos terminos generales addamus, fi- 
mulque conftantem adiiciamus, quae pofito x — o, red- 
dat terminum fümmatorium ep cienem, fequentes ob- 
tinebimus terminos fummatorios. 

S. (a2) = ile) (veli) — 3 2(241) 

& 
Srta Ge EY n HY E 2) -32( 3 (21 2) 
atque 
Spo Geo Gd n 2) m Grp Gn EO o) n) 

— ¿map 1) (242)(2+3) 

ficque porro. 
Si ergo fuerit vel z— o vel z———1, quantitas con- 
ftans in his fummis euanefcit. 


66. Serieiergo r, 2, 3, 4, 5, &c. cuius terminus - 
generalis eft — x ; terminus fümmatorius erit — 4 x (x1) 
feriesque fummatrix haec: 1, 5, 6, 10, 15, &c. cuius porro 

; k $ x(x-L-1)(x-1-2 : 
terminus fummatorius erit — cca GE) ,& feries fum- 
matrix haec: 1, 4, 10,20, 35, &c. Haec vero denuo termi- 
Aero sep Cra PAG ar A 


EA 4 


num fümrmatorium habebit = 
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erit terminis generalis feriei 1, 5, 15, 35, 70, &c. huiusque 
x (x32) (+ 3-4) 

A e HIN 
Hae autem feries prae reliquis probe funt notandae, quo- 
niam earum vbique ampliffimus eft vfus. — Ex his enim 
defumuntur coefficientes binomii ad dignitates eleuati, 
qui quam late pateant, cuique in his rebus parum ver- 
fato abunde conftat. 


terminus fummatorius erit — 


67. Ex his etiam illi termini füummatorii, quos ante 
ex differentiis elicuimus, facile inueniuntur. Cum enim 
ibi terminum generalem fequenti forma inuenerimus 


expreffum 
M eere i monas Y EDIC ; | ac. 
I. el 
fi rome dices terminum fummatorium quaeramus 
eosque omnes addamus, habebimus terminum fümmato- 
rium huic termino generali conuenientem. Sic cum fit 
Si ue 
& 
S (x—1) = 4 x(x-1) 
atque 
S (x-1) (x-2) = 4 x (x-1) (x-2) 
& 


S (x-1)(x-2)(«-3) =4 x (x1) (x2) (1-3) 
&c. 
erit terminus füummatorius quaefitus : 


vun We ael e 2), EA de 


3 Oz 


xa 


quae 
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quae forma non difcrepat ab ea, quam ante ex diffe- 
rentiis obtinuimus. 


68. Deinde etiam haec terminorum fummatorio- 
rum inuentio ad fraftiones accommodari poteft: quia 
| enim fupra $. 34. inuenimus effe, ponendo w=1 
| saap oiii ou id Bibi fuco 

(x-- 2) (x-1-2-1-1) ME uL 
erit 
| : I ud I Y 
| gi CT a ca nx 
| Simili modo, fi ad fummas {fupra inuentas ipfos terminos 
generales addamus, feu quod idem eft, fi in illis ex- 
| preffionibus. loco x ponamus (id ni de 


I 
| | i | S. (x+2) Gebr x) Gala) ue dio apeta SE D Gta) ) 
1 «E =. 
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Y 
“¿GEA E 77 
I I 1 I. 
—3' GCineie pe eti) 3." GHD at X2F3) 
quae formae facile pro lubitu vlterius continuantur. 
od MES DANA TM 
69. Quia erit S. Grey ubi) zia alsli 


a quoquo 


S. spa —— $ pp =a Teba pr y 


Eth 
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Etfi ergo neuter horum duorum terminorum fummato- 
riorum feorfim exhiberi poteft, tamen eorum differen- 
tia cognofcitur ; hincque in pluribus cafibus fummae fe- 
rierum fatis expedite affignantur: id quod vfu venit, fi 
terminus generalis fuerit fra&io, cuius denominator in 
fa&tores fimplices refolui poteft. "lum enim tota frac- 
tio in fra&tiones partiales refoluatur; quo fatto, ope 
huius lemmatis mox patebit, vtrum terminus fummato- 
rius exhiberi queat nec ne ? 


EXEMPLUM I. 


Inuenire terminum  fummatorium feriei huius : 


E SS 


5 . . 2 
rminus generalis efl = y 
cuins term £ oft AEDE 
Terminus ifte generalis per refolutionem reducitur ad 
2 2 . . 
hanc formam — —— ——.— . Hinc terminus fummato- 
e x-i 
i i sH Sha ui ergo per prae 
it-—2S$S.—-——2$.—— - 
rius er > ETE, go per p 
> 2 2x Si ñ 6 
a erit = 2 — —=— = 7237 Sic, fi fit 
cedens lemma e pu um rte ; 


r4 ned os mE TCI UE ein au 
EXEMPLUM. IL 
waeratur termimus — fummatorius ferie huius: 


f. Jt 3*5» 779 117) &c. 

, i lis ef I 

chius terminos generalis eff == * 
8 AAA 


Quia 


——————————— 
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Quia termini generalis denominator habet. fa&tores 
ax——i & 2x—-3, is refoluetur in has partes : 


1 I I I E I I I 
4 241 4 ax-c-3 é x—i 8'x-Li 
At eft 
1 "Hw I Y 
xs ads E T Marire: 
& 
1 I 2 Y 
E GG 6 
ergo 
1 I 2 I Y 
S, "8. == —— — 
Lice ri eps 3  x--i  x--i 
euius pars oftaua dabit terminum fummatorium quaefitum 
nempe 
1 I I I add X T " 
a 12 AAA qu-Reaiot pepe GT 
ue wp 
77 34(2x-41-1) (2424173) 


7o. Quoniam numeri figurati, quos coefficientes 
binomii ad dignitates eucéti praebent, prae ceteris no- 
tari merentur, fummas ferierum exhibeamus , quarum 
numeratores fimt — 1, denominatores vero numeri figu- 
rati; id quod ex $. 68. facile fiet. Seriei ergo cuius 


I2 Ter- 


Gu PLU T El 


Terminus generalis Terminus fummatorius 


eft erit 
1. 72 2 2 
Gao]? xpi 
E Rule oum o ¡Ur E 
x(x11)w12)|* e) eH 
ETA A ANA 
ENEE | GTDGT2CTÓ 
1 3053] EA Pu gen RO 3 
re IGCT) CHA] GiDGi2C1i2€10 


&c. Fc, 


vnde lex, qua iftae expreffiones progrediuntur, fponte 

apparet. Neque vero hinc terminus fummatorius, qui 
: : am iat A 

conueniat termino generali — , colligi poteft, quippe 


qui per formulam definitam exprimi nequit. 


71. Quoniam terminus fummatorius praebet fum- 
mam tot terminorum , quot vnitates continentur in in- 
dice v; manifeftum eft harum ferierum in infinitum 
continuatarum fummas obtineri, fi ponatur index x in- 
finitus: quo cafu exprefionum modo inuentarum ter- 
mini pofteriores , ob denominatores in infinitum abeun- 
tes , euanefcent. 


Hinc 
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Hinc iftae feries infinitae finitas habebunt fümmas, quae 
erunt 
i-i- i rH + 
ms cE ro Zs-- 7z &c. 
1--$--gY.- y ++ &c. 
hito th rado de. 
britanos Sic. 
&c. 
Omnium ergo ferierum , quarum termini fummatorii 
habentur, in infinitum continuatarum fummae exhiberi 


Nido 
vio Ma. ej Na Mis 


poterunt pofito x =v., dummodo hoc cafu fummae 
fiant finitae : quod quidem euenit, fi in termino fumma- 
torio x tot habeat dimenfiones in denominatore, quot 
habet in numeratore. 
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DE INFINITIS ATQUE INFINITE 
PARUL S: 


72; 


( um omnis Quantitas, quantumuis fit magna, vlte- 


rius augeri poffit, neque quicquam obftet , quo- 
minus ad datam quantitatem quamcunque alia quantitas 
eiusdem generis addi, queat ; omnis quoque quantitas 
fine fine augeri poterit: neque enim vnquam tam magna 
fiet, vt ipfi nihil amplius adiici poflet. Nulla igitur datur 
quantitas tam magna, qua maior concipi nequeat: hinc- 
que extra dubium erit pofitum, omuem quantitatem. in 
infinitum augeri poffe- Qui enim hoc negauerit, is affir- 
mare cogitur, dari limitem, quem. quantitas, cum atti- 
gerit, fuperare nequeat, atque ideo ftatuere debebit quan- 
titatem, cui nihil amplius adiici poflet; quod cum fit ab- 
furdam atque quantitatis- notioni aduerfetur, neceflario 
concedendum eít, omnem quantitatem fine fine conti- 
nuo magis, hoc eft, in infinitum augeri pofle. 


73. In fingulis quantitatum fpcciebus hoc etiam cla- 
rius perfpicietur. Sic, nemo facile reperietur, qui ftatue- 
rit feriem numerorum naturalium 1, 2, 3, 4, 5, 6, &c. 
ita vsquam effe determinatam, vt vlterius continuari non 
poflit. Nullus enim datur numerus, ad quem non infu- 
per vnitas addi, ficque numerus fequens maior exhiberi 

que- 
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queat; hinc feries numerorum naturalium fine fine pro- 
greditur, neque vnquam peruenitur ad numerum maxi- 
mum, quo maior prorfus non detur. Simili modo li- 
nea recta nunquam eousque produci poteft, vt infuper 
vlterius prolongari nom poflet. Quibus euincitur, tam 
numeros in infinitum augeri, quam lineas in infinitum 
produci poffe. Quae cum fint fpecies quantitatum, fi- 
mul intelligitur, omni quantitate, quantumuis fit magna, 
adhuc dari maiorem , hacque denuo maiorem, ficque 
augendo continuo vlterius fine fine, hoc eft in infini 
tum, procedi poffe. 3 


74. Quanquam autem haec fünt adeo perfpicua, 
vt qui ea negare vellet, fibi ipfe. contradicere deberet; 
tamen ifta infiniti do&trina a pluribus, qui eam explicare 
funt conati, tantopere eft offüfcata, tantisque difficultati- 
bus atque etiam contradictionibus obuoluta, vt, qua fe 
extricarent, nulla vía pateret... Ex eo, quod quantitas in 
infinitum augeri poffit, quidam concluferunt, dari reuera 
quantitatem infinitam, eamque ita defcripferunt, vt nul- 
lum amplius augmentum füscipere poffit. Hoc autem 
ipfo ideam quantitatis euertunt, dum eiusmodi quantita- 
tem ftatuunt, quae vlterius augeri nequeat. Praeterea 
vero fecum iph infinitum admittentes pugnant; dum 
enim incrementi, quo quantitas fit capax, finem faciunt, 
fimul negant quantitatem fine fine augeri poffe; ne- 
gant ergo quoque quantitatem in infinitum augeri poffe, 
quoniam vtraque locutio congruit: ficque, dum quanti- 
tatem infinitam ftatuunt, eam fimul collünt. Si enim quan- 
titas 
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titas fine fine, hoc eft in infinitum, augeri nequeat, cer- 
te nulla;quantitas infinita exiítere poterit. 


75. Hinc igitur ex eo ipfo, quod omnis quantitas 
in infinitum augeri poflit, fequi videatur nullam dari 
quantitatem infinitam. ^ Quantitas enim continuis incre- 
mentis auéta, infinita non euadet, nifi iam fine fine in- 
creuerit : quod autem fine fine fieri debet, id non tan- 
quam iam fatum concipi poteft. Interim tamen non 
folum huiusmodi; quantitatem, ad quam incrementis fine 
fine congeítis peruenitur, certo charaétere indicare, fic- 
que debito modo in calculum inducere licet, vti mox 
fufius oftendemus ; fed etiam in mundo eiusmodi cafus 
exiftere, vel faltem concipi poffunt, quibus numerus in- 
finitus a&u exiftere videatur. ^ Sic fi materia in infini- 
tum fit diuifibilis , vti plures Philofophi ftatuerunt , nu- 
merus partium, quibus datum quodque materiae fruftum 
conftat, reuera erit infinitus ; fi enim ftatueretur finitus, 
materia certe mon in infinitum foret diuifíbilis. Simili 
modo fi vniuerfus mundus effet infinitus, vti pluribus 
placuit, numerus corporum mundum oomponentium fini- 
tus certe effe non poffet, foretque ideo quoque infinitus. 


76, Haec etiamfi inter fe pugnare videantur, ta- 
men fi attentius perpendantur, a cunétis incommodis li: 
berari poterunt. — Qui enim ftatuit materiam in infini- 
tum effe diuifibilem, is negat in diuifione materiae con- 
tinua unquam ad partes tam paruas perueniri, quae vl- 
terius diuidi nequeant: nullas ergo materia habebit par- 

tes, 
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tes, vlterius indiuiduas; cum fingulae particulae, ad quas 
per continuam diuifionem iam fit peruentum , vlterius 
fe fübdiuidi patiantur. Qui igitur dicit hoc cafu nu- 
merum partium fore infinitum, is partes vltimas , quae 
vlterius fint indiuiduae, intelligit; ad quas cum nunquam 
perueniatur, & quae propterea nullae fünt, is has ipfas 
partes, quae nullae fünt, numerare conatur. Si enim 
materia fine fine continuo vlterius fubdiuidi poteft,‘ par- 
tibus indiuiduis feu fimplicibus prorfus caret : neque 
adeo quicquam fupereft, quod numerari queat. Hanc 
obrem qui materiam in infinitum diuifibilem ftatuit , is 
fimul negat, materiam ex partibus fimplicibus effe com- 
pofitam. 


77. Quod fi autem, dum de partibus alicuius cor- 
poris feu materiae loquimur, non vitimas feu fimplices, 
quippe quae nullae funt, intelligamus , fed eas, quas 
diuifio reuera produxit; tum, admifla hac hypothefi de 
diuifibilitate materiae in infinitum, vnumquodque vel 
minimum materiae fruftum non folum in plurimas par- 
tes diffecari , fed etiam nullus numerus tum magnus 
aflignari poterit, quo non maior partium ex illo fruíto 
fe&tarum numerus exhiberi queat. Numerus ergo par- 
tium non quidem vltimarum, fed quae ipfae adhuc fint 
vlterius diuifibiles, quae vnumquodque corpus compo- 
nunt, omni numero afílignabili erit maior. Simili mo- 
do, íi vniuerfus mundus fit infinitus, numerus corpo- 
rum mundum conftituentium pariter omni affignabili erit 
maior ; qui cum finitus effe nequeat, fequitur numerum 
infi- 
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infinitum 6 numerum omni affignabili maiorem effe 
nomina fynonyma. 


78. Qui ergo hoc modo diuifibilitatem materiae in 
infinitum intuetur, nullis incommodis, quae vulgo huic 
opinioni imputantur, fe implicat, nihilque affirmare co- 
gitur, quod fanae rationi aduerfetur. Qui autem contra 
materiam in infinitum diuifibilem effe negant, ii in ma- 
ximas difficultates prolabuntur, ex quibus fe nullo pror- 
fus modo extrahere poffunt.  Statuere enim coguntur 
vnumquodque corpus nonnifi in certum partium nume- 
rum diffecari poffe, ad quas fi fuerit peruentum, nulla 
diuifio vlterior locum- inueniat ; quas vltimas particulas 
alii atomos, alii monedes atque entia fimplicia vocant. 
Cur autem iftae vltimae particulae nullam amplius diui- 
fionem admittant, duplex effe poteft caufa: altera, quod 
omni extenfione careant; altera quod quidem fint extenfae, 
fed tamen tam durae atque ita comparatae, vt nulla vis 
ad eas diffecandas fufficiat. Vtrumuis patroni huius opi- 
nionis dicant, fefe aeque difficultatibus implicant. 


79. Sint enim vltimae particulae omnis extenfio- 
nis expertes, ita vt partibus prorfus careant; qua ex- 
plicatione quidem ideam entium fimplicium optime tu- 
entur. At, quemadmodum corpus ex finito huiusmodi 
particularum numero conftare queat, concipi nullo mo- 
do poteft. Ponamus pedem cubicum materiae ex mille 
huiusmodi entibus fimplicibus efle compofitum, hunc- 
que aétu in mille partes fecari; quae fi fint aequales, 
erunt digiti cubici: fin autem fint inaequales, aliae erunt 

ma- 
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maiores aliae minores. Vnus igitur digitus cubicus fo- 
ret ens fimplex, ficque maxima refultaret contradi&tio ; 
nifi forte in digito cubico ineffe tantum vnum ens fim- 
plex, reliquumque fpatium vacuum effe dicere velint : 
at vero hoc modo continuitatem corporum. tollerent, 
praeterquam quod ifti Philofophi vacuum plane ex mun- 
do profligant.  Quodí obiiciant numerum entium fim- 
plicium, quae pedem cubicum materiae conftituunt, mil- 
lenario longe effe maiorem, nihil omnino lucrantur: in- 
commodum enim, quod ex numero millenario fequitur, 
ex quouis alio numero quantumuis magno aeque ma- 
nat. Hanc difficultatem Acutiffimus LEIBNIZ1VS, pri- 
mus monadum inuentor, probe perfpexit, dum mate- 
rim abfolute in infinitum diuifibilem effe ftatuit, Ne- 
que ergo ante ad monades peruenire licet, quam Cor- 
pus a&u in infinitum fit diuifüm. ^ Hoc ipfo autem 
exiltentiam entium fimplicium , ex quibus corpora con- 
ftent, penitus tollit: nam qui negat corpora ex entibus 
fimplicibus effe compofita, & ille qui ftatuit corpora in 
infinitum effe diuifibilia, in eadem prorfus funt fententia. 


8o. Neque magis autem fibi conftant, fi dicunt 
vltimas corporum particulas extenfas quidem effe, fed 
ob fummam duritiem in partes diuelli non poffe. Cum 
primum enim in vltimis particulis extenfionem admit- 
tunt, eas ex partibus compofitas effe ftatuünt , quae, 
vtrum reuera a fe inuicem feparari queant nec ne? pa- 
rum refert; etiamfi nullam caufam aílignare poflint, vn- 
de tanta durities (it orta. Nunc autem plerique , qui 

K 2 diui- 
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diuifibilitatem materiae in infinitum negant, hoc pofte- 
rius incommodum fatis fenfiffe videntur, quia priori ideae 
partium vltimarum potiffimum inhaerent; hasque diffi- 
cultates aliter diluere non poffunt, nifi aliquot. leuiuscu- 
lis metaphyficis diftinétionibus , quae maximam partem 
eo tendunt, vt ne confequentiis, quae fecundum mathe- 
matica principia formantur, fidamus: neque dimenfiones 
in partibus fimplicibus adhiberi oportere regerunt. At 
primum demonftrare debuiffent, iftas fuas partes vltimas, 
quarum determinatus numerus corpus conítlituat, exten- 
fas prorfus non effe. 


81. Cum igitur ex hoc labyrintho exitum nullum inue- 
nire, neque obieftionibus debito modo occurrere queant, ad 
diftinctiones confugiunt, refpondentes has obicétiones a fen- 
fibus atque imaginatione fuppeditari, in hoc autem nego- 
tio folum intellettum purum adhiberi oportere; fenfus 
autem ac ratiocinia inde pendentia faepiffime fallere. In- 
telle&us fcilicet purus agnofcet fieri poffe, vt pars millefi- 
ma pedis cubici materiae omni extenfione careat, quod 
imaginationi abfurdum videatur. Tum vero, quod fen- 
fus faepenumero fallant, res vera quidem eft, at nemini 
minus quam mathematicis opponi poteft. Mathefis enim 
nos imprimis a fallacia fenfuum defendit, atque docet ob- 
ie&a, quae fenfibus percipiuntur, aliter reuera effe com- 
parata, aliter vero apparere: haecque fcientia tutiffima 
tradit praecepta, quae qui fequuntur, ab illu(ione fenfuum 
immunes funt. Huiusmodi ergo refponfionibus, tantum 
abeft, vt Metaphyfici fuam doctrinam tueantur, vt eam 
potius magis fufpeCtam efficiant. 82, 
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3. Verum yt ad propofitum reuertamur, etiamfi quis 
neget in mundo numerum infinitum reuera exiftere; ta- 
men in fpeculationibus mathematicis faepiffime occurrunt 
quaefliones, ad quas, nifi numerus infinitus admittatur, 
refponderi non poffet. Sic, fi quaeratur fumma omnium 
numerorum, qui hanc feriem 1-1-2—4—3 =H 4-.—- s --&c. 
conftituunt ; quia ifti numeri fine fine progrediuntur, at- 
que crefcunt, eorum omnium fümma certe finita effe non 
poterit: quo ipfo efficitur, eam effe infinitam. Hinc, 
quae quantitas tanta eft, vt omni quantitate finita fit ma- 
ior, ea non infinita effe nequit. Ad huiusmodi quanti- 
tatem defignandam Mathematici vtuntur hoc figno wm, 
quo denotatur quantitas omni quantitate finita, feu affi- 
gnabili, maior. Sic cum Parabola ita definiri queat, vt 
dicatur effe Ellipfis infinite longa, reCte affirmare poteri- 
mus axem Parabolae effe Lineam rectam infinitam. 


$3. Haec autem Infiniti do&trina magis illuftrabi- 
tur, fi, quid fit infinite paruum Mathematicorum, expo- 
fuerimus. Nullum autem eft dubium, quin omnis quanti- 
tas eousque diminui queat, quoad penitus euanefcat, atque 
in nihilum abeat. Sed quantitas infinite parua nil aliud 
eft nifi quantitas euanefcens , ideoque reuera erit —o. 
Confentit quoque ea infinite paruorum definitio, qua di- 
cuntur omni quantitate affignabili minora: fi enim quan- 
titas tam fuerit parua, vt omni quantitate affignabili fit 
minor, ea certe nou poterit non effe nulla; namque nifi 


. effet —o, quantitas aífignari poffet ipfi aequalis, quod eft 


contra hypothefin. ^ Quaerenti ergo, quid fit quantitas 
K3 infi- 
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infinite parua in Matheíi, refpondemus eam effe reuera 
=o: neque ergo in hac idea tanta Myfteria latent; quan- 
ta vulgo purantur, & quae pluribus calculum infinite par- 
vorum admodum fufpegtum reddiderunt. Interim tamen 
dubia, fi quae fupererunt, in fequentibus, vbi hunc cal- 
culum fumus tradituri, funditus tollentur. 


$4. Cum igitur oftenderimus, quantitatem infinite 
paruam reuera effe cyphram, primum occurrendum eft 
obie&tioni, cur quantitates infinite paruas non perpetuo 
eodem chara&ere o defignemus, fed peculiares notas ad 
eas defignandas adhibeamus. . Quia enim omnia nihila 
funt inter fe aequalia, füperfluum videtur variis fignis ea 
denotare. Verum quamquam duae quaeuis cyphrae ita 
inter fe funt aequales, vt earum differentia fit nihil: ta- 
men, cum duo fint modi comparationis, alter arithme- 
ticus, alter geometricus ; quorum illo differentiam, hoc 
vero quotum ex quantitatibus comparandis ortum fpetta- 
mus; ratio quidem arithmetica inter binas quasque Cy- 
phras eft aequalitatis, non vero ratio geometrica. Fa- 
cillime hoc perfpicietur ex hac proportione, geometrica 
2:10:0, in qua terminus quartus eft =o, vti ter- 
tius. Ex natura autem proportionis, cum terminus pri- 
mus duplo fit maior quam fecundus , necefle eft, vt & 
tertius duplo maior fit quam quartus. 


85. Haec autem etiam in vulgari Arithmetica funt 
planiffima : cuilibet enim notum eft, cyphram, per quem- 
vis numerum multiplicatam dare cyphram, effeque 7. o—o, 

ficque 
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ficque fore n:1=0:0. Vnde patet fieri poffe, vt duae 
cyphrae quamcunque inter fe rationem geometricam te- 
neant, etiamfi, rem arithmetice fpeCtando, earum ratio 
"femper fit aequalitatis. ^ Cum igitur inter cyphras ratio 
quaecunque intercedere poflit, ad hanc diuerfitatem in- 
dicandam confulto varii charaéteres vfürpantur; praefer- 
tim tum , cum ratio geometrica, quam cyphrae variae 
inter fe tenent, eft inueftiganda. | In calculo autem infi- 
nite paruorum mil aliud agitur, nifi vt ratio geometrica 
inter varia infinite parua indagetur, quod negotium pro- 
pterea , nifi diuerfis fignis ad ea indicanda vteremur, in 
maximam confufionem illaberetur , neque vllo modo ex- 
pediri poffet. 


86. Si ergo, prouti in Analyfi infinitorum modus fig- 
nandi eft receptus, denotet 4x quantitatem infinite par- 
vam, erit vtique tam dro, quam adx — o, denotan- 
te a quantitatem quamcunque finitam. Hoc tamen non 
obítante erit ratio geometrica «de : de finita, nempe 
vta: 1 ; & hanc obrem haec duo infinite parua de & 
adx, etiamfi vtrumque fit —o, inter fe confundi non 
poffunt, fi quidem eorum ratio inueftigetur. Simili mo- 
do, fi diuerfa occurrunt infinite parua de & dy, etiamfi 
vtrumque fit o, tamen eorum ratio non conftat, At- 
que in inueftigatione rationis inter duo quaeque huius- 
modi infinite parua omnis vis calculi differentialis verfa- 
tur. Víüs autem huius comparationis, etiamfi primo in- 
tuitu admodum exiguus videatur, tamen ampliffimus de- 


prehenditur, atque adhuc indies magis elucet. 
$7. Cum 
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$7. Cum igitur infinite paruum fit reuera nihil, pa- 
tet quantitatem finitam neque augeri neque diminui, fi 
ad eam infinite paruum vel addamus vel ab ea fübtra- 
hamus. Sit a quantitas finita atque dx infinite parua, erite 
tam adx, quam a— dr, & generaliter andr —a. 
Siue enim relationem inter a+2dx & a arithmetice in- 
tueamur fiue geometrice, vtroque cafu ratio aequalitatis 
deprehendetur. ^ Arithmetica quidem ratio aequalitatis 
manifefta eft; cum enim fit z2x—o, erit 23-2 dx —^ 
=o : geometrica vero ratio aequalitatis inde patet, quod 

ands : dti : : 

fit - — cL Hinc fequitur canon ille maxime re- 
ceptus, quod ¿nfínite parue prae finitis enaneftant , at- 
que adeo horum ve[pectu reiici queant. Quare illa ob: 
ie&io, qua Analyfis infinitorum rigorem geometricum 
negligere arguitur , fponte cadit, cum nil aliud reiicia- 
tur, nifi quod reuera fit nihil Ac propterea iure affir- 
in hac füblimiori fcientia rigorem geometri- 
qui in Veterum libris deprehenditur, ac- 


mare licet, 
cum fummum, 
que diligenter obferuari. 


88. Quoniam quantitas infinite parua dx reuera eft 
=o, eius quoque quadratum dx*, cubus dx?, & quae- 
vis alia poteftas affirmatiuum habens exponentem erit 
—o,ideoque aeque prae quantitatibus finitis euanefcent. 
At vero etiam quantitas infinite parua dx? prae ipfa dx 
euanefcit; erit enim Zx--dx* ad dx in ratione aequa- 
litatis, fiue comparatio arithmetice fiue geometrice infti- 


tuatur. De priori quidem dubium eft nullum, at geo- 


metrice comparando erit 
de 
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desd? 


dx-dx* i Uu imas —rI-d-4xcIE. 


dal ns 

Pari modo erit dx --4x?-— 4x, $. generaliter 
dx -- dy*1— dy, dummodo fit z numerus nihilo maior: 
erit enim ratio geometrica de+dx?+H: dx——1i--dx"; 
ideoque, ob 4«^—co, ratio aequalitatis. ^ Si igitur vti in 
poteítatibus fit, vocetur 4x infinite paruum primi ordi- 
nis, dx? fecundi ordinis, x? tertii ordinis & ita porro, 
manifeftum eft prae infinite paruis primi ordinis, eua- 
nefcere infinite parua altiorum ordinum. 


89. Simili modo oftendetur infinite parua tertii 
ac füperiorum ordinum euanefcere prae infinite paruis 
ordinis fecundi ; atque in genere infinite parua cuiusque 
ordinis fuperioris euanefcere prae infinite paruis ordinis 
inferigris. Ita fi zz fuerit numerüs minor quam 7, erit 
adxm ——bdx"—cadx", quia dx” euanefcit prae dx”, 
vti oftendimus. ^ Hocque etiam in exponentibus fractis 
habet locum; ita de euanefcet prae V4x feu dxt; 
eritque aV dx +] bdr —aVdx.  Quodíí autem expo; 
nens ipfius dx fit =o ,' erit 4x?—1:, quamuis fit 4x—0; 
hinc poteftas dx”, cum fiat —r, fi fit »—0., ex finita 
ftatim fit quantitas infinite parua, atque exponens z ni- 
hilo fit maior. Hinc ergo infiniti ordines infinite par- 
vorum exiftunt, quae etfi omnia funt Zo, tamen in- 
ter fe probe diftingui debent, fi ad earum relationem 
inutuam , quae per rationem geometricam explicatur, 


attendamus. 
L 90. Sta- 
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90.” Stabilita notione infinite paruorum facilius in- 
dolem infinitorum feu infinite magnorum exponere po- 
. hti JE > 
terimus. Notum eft valorem fra&ionis z €o maiorem 


euadere , quo magis diminuatur denominator s; quare 
fi s fiat quantitas omni affignabili quantitate minor, feu 


ge os «- as r i . 
infinite parua, neceffe eft vt valor fra&tionis x fiat omni 


affignabili quantitate maior, ideoque infinitus Quam- 
obrem fi vnitas feu quaeuis alia quantitas finita diuida- 
tur per infinite paruum feu o, quotus erit infinite mag- 
nus, ideoque quantitas infinita. Cum igitur. boc fignum 
Y denotet quantitatem infinite magnam, ifta habebitur 


a . * . 
z =%; cuius veritas quoque hinc patet, quod 
X 


: a : a 
fit inuertendo z= dx-o. Namque quo maior, ftatui- 


aequatio 


. 2 "m . . > ; 
tur fractionis z denominator z, eo minor fit fractionis 
valor, atque fi z fiat quantitas infinite magna feu ¿20w, 


jd a Ne: 
neceffe eft, vt fra&tionis valor 2 fiat infinite paruus. 


91. Qui vtrumuis horum ratiociniorum negauerit, 
eum in maxima incommoda prolabi, atque adeo certifi- 
ma Analyfeos fundamenta euertere necefle eft. Qui enim 


. arica e . . . 
ftatuit valorem fractionis 2 effei finitum vti 7, vtrinque 


per denominatorem multiplicando prodiret «To. 2, at- 
que ideo quantitas finita 4 per nihil o multiplicata prae- 
beret 
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beret quantitatem finitam «, quod effet abfurdum. Maul- 
. SO teca A 
to minus valor ille ¿ fractionis z poterit effe —o: nam 


o per o multiplicata quantitatem 7 producere nullo mo- 
do poterit. In idem abfürdum incidit, qui negat effe 


a . . : . n . H 
q 9. enim dicendum erit. effe g; — quantitati fi- 


A ; a 3 
nitae 7: quare cum ex aequatione c b legitime fequa- 


a . a E 
tur haec e —3» foret valor fraCtionis 7 cuius nume- 
rator ac denominator funt quantitates finitae, infinite ma- 
gnus, quod perinde foret abfurdum. Neque vero etiam 


i a Eua rie : 
valores fraftionum — & — imaginari ftatui poffunt; 

O YN he 4 
propterea quod valor fra&tionis, cuius numerator eft fini- 


tus denominator vero imaginarius, neque infinite magnus 
neque infinite paruus efle poteft. 


92. Quantitas ergo infinite magna, ad quam nos 
haec confideratio perduxit, & quae fola in Analyfi infini- 
torum locum habet, commodiífime definitur dicendo, 
quantitatem infinite magnam effe quotum , qui ex diui- 
fione quantitatis finitae per infinite paruam oritur.  Vicis- 
fim ergo erit quantitas infinite parua quotus , qui oritur 
ex diuifione quantitatis finirae per infinite magnam. Qua 
re, cum eiusmodi proportio geometrica fubliltat, vt (it 
quantitas infinite parua ad finitam, ita finita ad infinite 
magnam; vti quantitas infinita infinicies maior eft quam 
finita, ita quantitas finita infinities maior erit quam inf- 
L3 nite 
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nite parua. — Huiusmodi igitur locutiones , quibus plures 
offenduntur, non funt improbandae,, cum certiffimis in- 


. SA re. 3% : . z a 
nitantur principiis. Deinde etiam ex aequatione — = v 
o 


fequitur fieri poffe, vt nihil per quantitatem infinite mag- 
nam multiplicatum producat quantitatem finitam , quod 
alienum videri poffet, nifi planiffime per legitimam con- 
fequentiam effet deductum. 


93.. Quoniam inter infinite parua, fi fecundum ra- 
tionem geometricam inter fe comparantur, maximum 
deprehenditur difcrimen, ita quoque inter quantitates in- 
finite magnas multo maior differentia intercedit, cum 
non folum -geometrice fed etiam arithmetice comparatae 
difcrepent. Ponatur quantitas illa infinita, quae ex di- 


vifione quantitatis finitae « per infinite paruam. dx oritur, 
= A, ita vt ft —A: erit vtique T —aA & ZA; 
cum igitur & zA fit quantitas infinita, fequitur. inter 
quantitates infinite magnas rationem. quamcunque locum 
habere poffe.  Hincque, fi quantitas infinita per nume- 
rum finitum fiue multiplicetur , fiue diuidatur, prodibit 
quantitas infinita. .. Neque. ergo de quantitatibus infinitis 
negari poteft, eas vlterius augeri pofle. Facile autem 
perfpicitur, fi ratio geometrica, quam duae quantitates in- 
finitae inter fe tenent, non fuerit aequalitatis, multo mi: 
nus earum rationem. arithmeticam aequalitatis effe poffe, 
cum. potius earum. differentia femper. fit infinite magna. 


94. Quan- 
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94. Quantumuis autem. nonnullis idca infiniti, qua 
in Mathefi vtimur, fufpe&ta videatur, qui hanc ob cau- 
fam Analyfin infinitorum profligandam arbityantur; ta- 
men hac idea ne in partibus quidem Mathefeos triuiali- 
bus carere poffumus. In Arithmetica enim, vbi doc- 
trina logarithmorum tradi folet, logarithmus cyphrae $ 
negatiuus & infinite magnus ftatuitur, neque quisquam 
eft tam mente captus, vt hunc logarithmunr vel finitum 
vel adeo nihilo aequalem dicere audeat. In Geometria 
autem & Trigonometria hoc clarius apparet; quis enim 
vnquam negabit tangentem fecantemue auguli re&i non 
effe infinite magnam ? & cum réCtangulum ex tangente 
in cotangentem fit radii quadrato aequale, cotangens au- 
tem anguli re&i fit — o ; in Geometría adeo concedi de- 
bet, produ&tum ex nihilo & infinito effe poffe finitum. 


a . . . 
95. Cum fit z; quantitas infinita A, patet hanc 


quantitatem Fr fore quantitatem infinities maiorem, quam 


eds “ee 
A: eft enim 3:35 — 4: A, hoc eft vt numerus fini- 
dx dx 


tus ad infinite magnum. — Dantur ergo inter quantitates 
infinite magnas eiusmodi relationes, vt aliae aliis infini- 


. . . a > . . . 
ties maiores efle-queant. Sic 55 erit quantitas infinita 


dx? 
QU ONE : a torii f 
infinities maior quam 34 pofito enim ur A . erit 


a e eq . a H d - 3 
EFE Simili modo: erit gga Quantitas. infinita. infi- 


L 3 nities 
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nities maior quam zzz, ideoque infinities infinities ma- 


F A E . AA 5 . 
ior quam Fz- Dantur ergo infiniti gradus infinitorum, 
ax 
quorum. quisque infinities maior eft quam praecedentes: 
atque adeo fi numerus zz vel tantillum maior fit quam 
. a . Sap? e gro se . 
n, erit zz; quantitas infinita infinities maior quam guan- 


: 
titas infinita —— . 
dx? 

96. Quemadmodum in quantitatibus infinite paruis 
dantur rationes geometricae inaequales, cum. tamen Ta- 
tiones arithmeticae omnes fint aequales: ita in quanti- 
tatibus infinite magnis dantur rationes geometricae ae- 
quales , cum. tamen arithmeticae fint quantumuis, inae- 
quales. Si enim 2 & b denotent quantitates finitas, hae 


. DA a a 3 
duae quantitates infinitae IH 5 & — rationem geo- 
ax 


dax 
metricam habent aequalitatis ; erit enim quotus ex ea- 
TE bdx : 
rum diuifione ortus — 1 -4— ==! ob dr—=o0: inte- 


rim tamen, fi arithmetice comparentur, ob differentiam 


. d * . "pn a a 
=0¿4, ratio erit inaequalitatis. — Simili modo ROA 


a : : T 
ad 77 rationem geometricam habet. aequalitatis , expo- 
2x 


nens enim rationis eft — 1 —- 2x — 1; verum tamen 
differentia eft in ideoque infinita. Hinc fi ad rationem 
dA 


ceometricam fpe&temus, . infinite magna inferiorum gra: 
duum 
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duum prae infinit magnis fuperiorum graduum eua- 
nefcunt. 


97. His de gradibus infinitorum praemonitis, mox 
apparebit fieri poffe , vt produ&tum ex quantitate infi- 
nite magna in infinite paruam non folum quantitatem 
finitam producat, quod füpra eueniffe vidimus; fed eti- 
am huiusmodi productum effe poterit fiue infinite mag- 


vM > Mpeg 
num fiue infinite paruum. . Sic quantitas infinita j, f 


per infinite paruam: de multiplicetur, dat produ&tum fini- 


E a Gem END. s 
tuni — 4; fin autem ys multiplicetur per infinite par- 
vum dx?, vel 2x? ,' vel alius fuperioris ordinis, produc- 
tum erit vel adx, vel adx?, vel «dx? &c. ideoque in- 


finite paruum... Eodem modo intelligetur, fi quantitas 


rale e tr 3 hr " xid 
infinita zi multiplicetur per infinite paruam dx produc- 


. . . a 
tum fore infinite magnum: atque generatim fi er mul- 
Dd 


tiplicetur per 22x", produ&tum abdxm-m erit infinite 
paruum fi m fuperat z; finitum fi z aequat 25 & infi- 
nite magnum fi m füperatur ab 7. 


98. - Quantitates tam infinite paruae, quam infinite 
magnae in feriebus numerorum fíàepiífime occurrunt, in 
quibus cum fint numeris finitis permixtae , ex iis lucu- 
lenter patebit, quemadmodum fecundum leges continui- 
tatis a. quantitatibus finitis ad infinite: magnas atque infi- 
nite paruas- tranfitio fiat. Confideremus primum feriem 
nume- 
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numerorum naturaliam, quae fimul retro continuata-erit 


&c. —4— 3 —2—1 +0 +142 +34 &c. 


Numeri ergo continuo decrefcendo praebent tandem o 
feu infinite paruum, vnde vlterius continuati negatiui 
euadunt. Quamobrem hinc intelligitur a numeris finitis 
affirmatinis decrefcentibus tranfiri per o ad negariuos cre- 
Ícentes. Sin autem eorum numerorum quadrata fpe&ten- 
tur, quia omnia fune affirmatiua 


&c. 16 Ho tarro 4916 + &c. 


erit o quoque tranfitus numerorum affirmatinorum decre: 
ícentium ad affirmatiuos .crefcentes ; arque fi figna mur 
tentur, erit quoque o tranfitus numerorum negatiuorum 
decrefcentium ad negatiuos crefcentes. 


99. Si feries confideretur, cuius terminus generalis 
eft Vx, quae etiam retro «continuata erit huiusmodi 


&c. +V=3+V-2 + V—ito+V1+V2+V3+V4+ &c. 


ex qua patet o, quoque tanquam limitem confiderari poffe, 
per quem a quantitatibus realibus ad imaginaria tranfea- 
tur. Si ifti termini tanquam applicatae curuarum confi- 
derentur; perfpicitur, íi eae fuerint affirmatiuae atque 
eousque decreuerint vt tandem euanefcant, tum eas vl- 
terius continuatas vel fieri negatiuas , vel iterum. affir- 
matiuas, vel adeo imaginarias. Idem eueniet, fi applica- 
tae primum fuerint negatiuae; tum enim. aeque poft- 
quam euanuerint, íi vlterius. continuentur , vel affirma- 

tiuae 
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tiuae fient, vel negatiuae vel imaginarias ; quorum phae- 
nomenorum plurima exempla praebet doctrina de lineis 
curuis in libro praecedente tractata. 


100. "Eodem modo in feriebus occurrunt faepe ter- 
mini infiniti: fic in ferie harmonica, cuius terminus ge- 
neralis eft z , indici x —o refpondebit terminus infinite 
magnus 5 ; totaque feries ita fe habebit: 

a dd ke 
A dextra ergo ad finiftram progrediendo termini cres- 


i Eo. > E 
cunt, ita vt — iam fit infinite magnus , quem cum tran- 


fierint, fent negatiui decrefcentes. Hinc quantitas in- - 
finite magna fpe&ari poteft tanquam limes, per quem 
numeri affirmatiui progrefli fiunt negatiui, $ viciflim: 
vnde pluribus vifum eft, numeros negatiuos confiderari 
pofle, tanquam infinito maiores, propterea quod in hac 
ferie termini continuo crefcentes, poftquam infinitum at- 
tigerint, abeant in negatiuos. At vero fi ad feriem, cuius 


. . I 
terminus generalis eft 3; attendamus , poft tranfitum 
per infinitum rurfus prodeunt termini affirmatiui. 

&c.$-I-1-- £27 HE HE, 
quos tamen nemo infinito maiores dixerit. 

101. Saepenumero quoque iñ feriebus terminus 


infinitus conftituit limitem, terminos reales ab imagina- 
M riis 
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riis fegregantem, vti fit in ferie hac, cuius terminus ge- 
I 
Yx 


Ke. Ier esie recie : : 
1=y-3 0 V-2 90157 guo EIA AN Ys 
neque tamen hinc fequitur, imaginaria efle infinito ma- 


iora: quoniam ex ferie ante allata 
&c.-1-V —3-1-V -24V —1-1- oV 1 d-Y 2 2-V 34- &c. 
aeque fequeretur, imaginaria effe nihilo minora. Deinde 
vero etiam a terminis realibus tranfitus ad imaginarios 
exhiberi poteft, quorum limes neque fit o neque v, 
vti fit, fi terminus generalis fuerit 1-1-Y/x.. His autem 
cafibus, cum ob irrationalitatem quilibet terminus gemi- 
num habeat valorem, in limite inter realia & imaginaria 
femper. bini illi valores fiunt inter fe dequales. At quo- 
ties termini, qui ante erant affirmatiui, abeunt in nega- 
tivos, tranfitus femper fit per limitem vel infinite par- 
vurn; vel infinite magnum, quae omnia ex lege conti 
nuitatis, quan in lineis. curuis deprehendimus, clarius 
elucent. 


feralis eft 


102; Ex fumimatione quoque ferierum in infini- 
tum excurrentium plura hic.afferri poffunt, quae cum 
ad hanc infiniti doftrinam magis illuftrandam, tum. vero 
ad plura dubia, quae in hoc negotio füboriri folent, de- 
lenda inferuiunt. Ac primo quidem, fi feries conftet 
ex terminis. aequalibus, . vt 

14r 1 &c. 


ca- 
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saqué fine fines: hoc eft. in infinitum. continuetur, nullum 
certe: eft dubium , quin. omnium horum «terminorum 
íúmina maior fit-omni numero. aflignabili; eaque prop- 
terea infinita fit neceffe eft; - Hoc quoque confirmat. eius 
origo; dum oritur ex euolutione: fra&tionis 


1 
===! ++? +«0. 
I- 
ponendo *==13 erit ergo 
1 
=== 14i- ihi «c. 
— | 
4 nidiao tW 38914154 
ideoque fumma — 7 == infinito. 
1 
103. - Quamuis autem hic nullum dubium nafci 
queat, cum idem numerus finitus infinicies fumtus in in- 
finitum abire debeat; tamen ipfa origo ex ferie geherali 
I 2 
—— 21H 0440 404148, 
li 
grauiffima incommoda afferre videtur: fi enim pro x 
fuccellide ponantur numeri r, 2, 3, Sic. fequentes feries 


cum fuis {fummis prodibunt. 


A...1--i-d-r--:-r:t -FEc.—— infinito 


| Bo... 2272-- 4 H- 8 H- 16 +80. = 2334 
| CQ... 134- 9 --27-3- er ko. => 
Do... 1441664425680 = 22 =- 
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Cum igitur feries B fingulos terminos praeter primum 
habeat maiores, quam feries A, fumma feriei B neces- 
fario multo maior effe deberet, quam- fümma feriei A: 
interim tamen ifte calculus oftendit feriei A fummam in- 
finitam, feriei B vero fummam negativam, hoc eft nihi- 
lo minorem, quod concipi non poteft. Multo minus 
cum folitis ideis conciliari poteft, quemadmodum huius 
eft fequentium ferierum C, D, &c. fummae fiant nega- 
tiuae, cum tamen omnes termini fint affirmatiui, 


104. Ob hanc rationem opinio fupra allata multis pro- 
babilis videri folet, quantitates fcilicet negativas quandoque 
confiderari poffe tanquam infinito maiores feu plus quam 
infinitas; & cum etiam numeros vltra nihil diminuendo 
perugniatur ad negatiuos, difcrimen ftatuunt inter numeros 


negatiuos huiusmodi ——:,——2,——3, &c. $ huiusmodi 
—— I --2 —— . Hc . 

———, —, 223, &c. illos nihilo minores , hos vero 
— 1? ——I^ —— 


infinito maiores dicendo. . Verumtamen hoc pacto diffi- 
cultatem non tollunt, quam függerit haec feries 
1 
i--2x-|-3x* —-4x? + sat + e (1—2)* 
vnde oriuntur fequentes feries: 
x 


A.. 142- 3 -H4 5 -2- &c.— mum infinito 


I 

B .. 1-4-44-12-2-32-1-8o-]- &c.— 351 

vbi cum finguli termini férici B fint maiores, quam - fin- 

guli termini feriei A, primis folis exceptis, quemadmo- 
dum 
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dum fumma feriei A fit infinita, feriei B vero fumma ae- 
qualis r, hoc eft foli termino primo, ex ill principio 
explicari omnino nequit. ; 


105. Quoniam autem fi vellemus negare effe —1— 
ni ,& ts ec iM 
aiam irae 
RESTE diia 5 n ante commemorata explicatio prorfus 
admitti non poteft. Quin potius negare debebimus, sil- 
las, quas formulae generales füppeditauerant, fummas 
effe veras. Cum enim hae feries ex continua diuifiore 
oriantur, dum refiduum continuo vlterius diuiditur: re- 
fiduum autem perpetuo fiat maius, quo longius. progre- 
diamur, id nunquam negligere poterimus ; atque mini- 
me reliduúm vltimúm, hoc eft quod in diuifione infini- 
tefima remanet, omitti poteft, quippe quod fit infinite 
magnum. Quia autem hoc in fuperioribus feriebus non 
obferuatur, dum nullius refidui ratio habetur, mirum 
non eft, eas fummationes ad abfürdum deducere. Haec- 
que refponfio, vti eft ex ip(a ferierum genefi. petita, 
ita quoque et veriffima, atque omnem dubitationem 
tollit. 


firmiffima Analyfeos fundamenta 


106. Quo hoc clarius appareat , contemplemur 
. > DU I ée cor . 
euolutionem' fraftionis i-o Vti in terminis primum 


finitis tantum abfoluitur. Erit ergo 


M 5 
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qui ergo dicere vellet huius ferici finitae 1-]- r- x?-1- x? 
x " I à A xt 
fummam. efle ===, iserraret a vero quantitate: ==: 

D Ir’ 1—x 
& qui fummam huius ferici 


I-be-bEax)-MEx8-—LR— I LT... A SO 
arToor 


> 1 < D 
ftatuere vellet; = ID. > is erraret quantitate 


qui error fi x fit numerus unitate maior, foret maximus. 


107. Ex his perfpicuum eft eum, qui eiusdem fe- 

riei in infinitum continuatae feu huius: 
r-ped-xt-—-Ra3-—B 59.7. Want 
: I . 3 
fummam ftatuere velit — ings 8 Veritate effe aberra- 
: esti : 
turum quantitate 5-75 quae fi (it x.» 1, vtique erit 
infinite magna. Simul vero hinc ratio patet, cur feriei 
in infinitum continúatae 
rra a 10800, 


fum- 
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fumma reuera fit — == , fi fuerit x fractio ynitate mi: 
' "da din Ser : 
nor, tum enim error —— fit'infinite paruus, ideoque 
I—X 
nullus; cuius propterea ratio tuto poteft negligi. Sic 
pofito x Z— $ , erit reuera 


1-- i-r i-i HRe — X bed warm m 


fimiliterque reliquarum ferierum , fi x fit fractio. vnitate 
minor , fumma vera hoc modo dictis 


108. "Haec eadem refponfio valet de fummis ferie- 
rum diuergentium, in quibus figna + & — alternan- 
tur, quae vulgo ex eadem formula exhiberi folent , po- 
nendo pro x numeros negatiuos. Cum enim fit: 


> 1 — ae? — 3 tert— 15 &c. 


nifi vltimi refidui ratio habeatur, foret: 


Áo... 43—d4--r—ü-pi—3-L&ceci 
B. ur——2z--4-——8-Pr6 32 + &c.— X 
C... 0 :—3-]-9——27-1-81—243—— &c. — 3 


&c. 
Patet autem  feriei: fecundae B^ fummam: ideo non poffe 
elle =}; cum quo- plures termini a&tu fummentur, ag- 
gregata eo magis ab-3- recedant. Perpetuo autem cuius- 
que feriei fumma: debet. effe limes, ad quem eo propius 
perueniatur , quo plures termini actu addantur. 


109. Ex his quidam concluferunt huiusmodi feries, 
quae vocantür diuergentes, prorfus nullas habere fummas 
fixas; 
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fixas; propterea quod colligendis actu terminis ad nullum 
limitem fiat'appropinquatio; qui pro fumma feriei in in- 
finitum continuatae haberi poffet: quae fententia, cum iftae 
fümmae iam Ob negleéta vltima refidua erfoneae fint os- 
tenfae, veritati maxime eft confentanea. — Interim tamen 
contra eam fummo iure obiici poteft, has memoratas fum- 
mas, quantumuis a veritate abhorrere videantur, tamen 
nunquam in errores inducere ; quin potius iis admiffis 
plurima praeclara effe eruta, quibus fi itas, fümmationes 
prorfus reiicere vellemus, carendum effet. Neque vero 
hae fummae, fi effent falfae, perpetuo ad veritatem nos 
ducere poffent; quin potius, cum non parum fed infini- 
te a veritate difcrepent, nos quoque in infinitum a vero 
feducere deberent, Quod tamen cum non eueniat, diffi- 
cillimus nobis reftat nodus foluendus. ; 


110. Dico igitur in voce fummae latere totam diffi- 
cultatem ; fi enim faga feriei, vt vulgo vfus fert, fu- 
matur pro aggregato ómnium eius terminorum attu col- 
le&orum, tutn dubium eft nullum, quin earum tantum fe- 
rierum in infinitum excurrentium fnmmae exhiberi que- 
ant, quae fint conuergentes, atque continuo propius ad 
certum ftatumque valorem deducant, quo plures termini 
actu colligantur. . Series autem diuergentes, quarum ter- 
mini non decrefcunt, fiue figna. + & — alternentur 
fiue fecus, prorfus nullas habebunt. fummas fixas ; fi qui- 
dem vox fummae hoc fenfu pro aggregato omnium ter- 
minorum accipiatur. At vero in iis cafibus, quorum me- 
minimus, quibus ex iftiusmodi fummis erroneis veritas ta- 
men 
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[4 


men elicitur; id non fit, quatenus expreffio finita, verbi 
gratia um , eft fumma feriei 1-41-x—1—4? —-- x3 —1L— &c. fed 
I-X 


quatenus ea expreflio euoluta hanc feriem praebet; (ic- 
que in hoc negotio nomen fummae prorfus omitti poffet. 


iir. Haec igitur incommoda, hasque apparentes 
contradiétiones penitus euitabimus, fi voci [jme aliam 
notionem, atque vulgo fieri folet, tribuamus. -Dicamus 
ergo feriei cuiusque infinitae fummam efle expreflionem 
finitam, ex cuius euolutione illa feries nafcatur. Hoc: 
que fenfu feriei infinitae 1x- x?—1— x3 —L- &c. fum- 
ma reuera erit — Z, quia illa feries ex huius fractio: 


nis euolutione oritur: quicunque numerus loco x fubfti- 
tuatur. Hoc patto, fi feries fuerit conuergens, ifta no- 
va vocis füummae definitio, cum confücta congruet; & 
quia diuergentes nullas habent fümmas proprie fic dic- 
tas, hinc nullum incommodum ex noua hac appellatio- 
ne orietur. Denique ope huius definitionis vtilitatem 
ferierum  diuergentium tueri atque ab omnibus iniuriis 
vindicare poterimus. 


98 es o $e 
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DE DIFFERENTIALIUM CUIUSQUE 
ORDINIS NATURA. 


112. 


IE capite primo vidimus , fi quantitas variabilis x ac- 
cipiat augmentum — 0, tum cuiusuis functionis ip- 
fius x augmentum inde oriundum tali forma exprimi 
Po + Qu? + Ra? + &c. fiue haec expreffio fit finita 
fiue in infinitum excurrat. Funéto ergo y, fi in ea lo- 
co x feribatur x>w, valorem fequentem induet: 
y =y -H Po 3002 -- Re? 4- Swt &c. 

a quo, fi valor prior y fübtrahatur , remanebit differen- 
tia funCtionis y, quae ita exprimetur 

Ay= Po--Qo?-- Ro? --S wt-1- SC: 
atque cum valor ipfius x fequens fit x* — x 2-0, erit 
differentia ipfius x, nempe Ax = w. Litterae autem 
P, Q, R, &c. denotant. funétiones ipfius x pendentes 
ab y, quas capite primo inuenire docuimus. ` 


113. Hinc ergo quocunque augmento w augeatur 
quantitas variabilis x, fimul definiri poterit augmentum, 
quod cuique ipfius + fun&lioni y accedit; dummodo pro 
quouis ipfius y valore funttiones P, Q, R, S, Sc. de- 
finire valeamus. In hoc autem capite, atque in vniuer- 
fa Analyfi infinitorum augmentum illud w, quo quantita- 
tem variabilem «+ crefcere fumíimus , ftatuemus infinite 
par- 
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paruum, atque adeo euanefcens, feu =o. ^ Vnde ma- 
nifeltum eft, incrementum feu differentiam fun&tionis y 
quoque fore infinite paruam. Cum autem in hac hy- 
pothefi finguli termini expreffionis 


Po-1- Qo*-- Ro3--$ o*-L- &c. 


prae antecedentibus euanefcant, (88. & feqq.), folus pri- 
mus Pw remanebit, eritque propterea hoc cafu, quo w 
eft infinite paruum, differentia ipfius y nempe Ay = Pw. 


114. Erit ergo Analyfis infinitorum , quam hic 
traétare caepimus, nil aliud, nifi cafus particularis me- 
thodi differentiarum in capite primo expofitae, qui ori- 
tur, dum differentiae , quae.ante finitae erant allum- 
tae, ftatuantur infinite paruae. Quo igitur ifte cafus, 
quo vniuería Analyfis infinitorum continetur, a metho- 
do differentiarum diftinguatur, cum peculiaribus nomi- 
nibus, tum etiam fignis ad differentias iftas. infinite 
paruas denotandas vti conueniet.  Differentias igitur 
infinite paruas hic cum LEIBNIZIO differentia- 
lia vocabimus ; atque cum differentiarum in primo ca- 
pite diuerfos ordines conítituiffemus, ex iis nunc facile 
quoque intelligetur, quid differentialia prima, fecunda, 
tertia, &c. cuiusque fun&ionis fignificent. Loco cha- 
raéteris autem ^, quo ante differentias indicaucramus, 
nunc vtemur charaétere d; ita vt dy fignificet differen- 
tiale primum ipfius y; ddy differentiale fecundum; 2?y 
tertium & ita porro. 


N a 115. 


100 eua POT EF: 


riş” Quoniam differentias infinite paruas, quas hic 
tractamus , differentialia vocamus, hinc totus calculus, 
quo differentialia inueftigantur atque ad vfum accom- 
modantur, appellari folet Calculus differentialis. Mathe: 
matici Angli, inter quos primum NEWTONUS aeque ac 
LEIBNIZIUS inter Germanos hanc nouam Analyfeos 
partem excolere coepit, aliis tam nominibus quam fignis 
vtuntur. Differentias enim infinite paruas, quas nos dif- 
ferentialia vocamus , potiffimum fuxiones nominare fo- 
lent, interdum quoque zzerementa: quae voces vti lati- 
no fermoni magis conueniunt, ita quoque res, quas de- 
notant, fatis commode exprimunt.  Quantitas enim va- 
riabilis crefcendo continuo alios atque alios valores reci- 
piens tanquam fluens confiderari poteft, hincque vox flu- 
xionis, quae primum a NEUTONO ad celeritatem crefcen- 
di adhibebatur, ad incrementum infinite paruum, quod 
quantitas quafi fluendo accipit, defignandum analogice eft 
translata. 


116. Quamuis autem circa vocum vfum atque 
definitionem cum Anglis difceptare abfonum foret, nos- 
que coram iudice puritatem latinae linguae atque ex- 
prefionum commoditatem fpe&tante facile fuperaremur; 
tamen nullum eft dubium, quin Anglis ratione figno- 
rum palmam praeripiamus. Differentialia enim, quae ipfi 
fluxiones appellant, punétis, quae litteris fuperfcribunt, 
denotare folent, ita ve y , iis fignificet fluxionem primam 
ipfius y 5 y fluxionem fecundam ; y fluxionem tertiam, 
atque ita porro. Qui notandi modus, vti ab arbitrio 

pen- 
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pendens , etfi improbari nequit, fi punctorum numerus 
fuerit paruus, vt numerando facile percipi queat; tamen 
fi plura puntta infcribi debeant; maximam confulionem 
plurimaque incommoda affert. Differentiale enim feu flu- 


xio decima perquam incommode hoc modo y repraefen- 
tatur, cum noftro fignandi-modo 4*9y facillime compre- 
hendatur. | Oriuntur autem cafus, quibus multo adhuc 
fuperiores .differentialium. ordines atque adeo indefiniti 
exprimi debent, ad quos Anglorum modus prorfus fit 
ineptus. 


117. Nofiis igitur tam nominibus quam. fignis 
vtemur, quippe quorum illa in noftris regionibus iam 
funt ví recepta atque plerisque familiaria, haec. vero 
commodiora. Interim tamen non abs re erat, Anglo- 
rum denominationes $ fignationes hic commemorare, vt 
qui eorum libros euoluunt, eos quoque intelligere. que- 
ant. Neque enim. Angli fio mori tam pertinaciter ad- 
haerent, vt quae noftro more funt fcripta, prorfus repu- 
dient, nec legere dignentur. Nos quidem ipforum ope- 
ra maxima cum auidiratesperlegimus, ex iisque fummum 
fru&um. percipimus ; faepenumero vero. etiam. animad- 
vertimus, ipfos noftratium fcripta non fine vtilitate legis- 
fe. Quamobrem etfi idem vbique atque aequabilis mo- 
dus cogitata füa. exprimendi maxime. eflet optandus, ta- 
men non admodum eft difficile, yt vtrique affuefcamus, 
quantum quidem intelligentia librorum. alieno more fcrip- 
torum. poftulat. 

N3 118. 
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118, Cum igitur littera w nobis haCtenus denota: 
verit differentiam feu incrementum, quo quantitas varia- 
bilis x crefcere concipitur, nunc autem w ftatuatur infi- 
nite paruum, erit w differentiale ipfius x ; & hancobrem 
recepto fignandi modo erit wdx* ; atque dx proinde erit 
differentia infinite parua, qua ipfa x crefcere concipitur. 
Simili modo differentiale ipfius y ita exprimetur dy; at 
que fi y fuerit funétio quaecunque ipfius x, differentiale dy 
denotabit incrementum, quod funétio y capit, dum x abit 
in x—-dx. Quare fi in funétione y vbique loco + fübfti- 
tuatur «dx, & quantitas refültans ponatur —y*, erit 
dy = y*— y, hocque modo differentiale cuiusque func- 
tionis reperietur: quod quidem intelligendum eft de dif- 
ferentiali primo feu primi ordinis; de rcliquis enim poft- 
ea videbimus. 


119. Probe ergo tenendum eft litteram 4 hic non 
quantitatem denotare, fed tantum loco figni adhiberi, ad 
vocem differentislis exprimendam, eodem modo, quo 
in do€trina logarithmorum littera / pro figno logarith- 
mi, &in Algebra charactere V pro figno radicis vti con- 
fueuimus. Hinc dy non fignificat, vti vulgo in Analyfi 
víu eft receptum, produ&um ex quantitate in quanti- 
tatem y, fed ita enunciari deber, vt dicatur differentiale 
ipfius y. Simili modo fi fcribatur 4?y, neque binarius 
exponentem, neque d? poteftatem ipfius 4 fignificat, fed 
adhibetur tantum ad nomen differentialis fecundi brevi- 
ter & apte exprimendum. Cum igitur littera Z in cal 
culo differentiali non quantitatem , fed fignum. tantum 

ex- 
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exhibeat, ad confufionem vitandam in calculis, vbi plu- 
res quantitates conftantes occurrunt, littera 7 ad earum 
defignationem vfurpari nequit; perinde atque euitare fo- 
lemus litteram / tanquam quantitatem in calculum indu- 
cere, vbi fimul logarithmi occurrunt. Optandum autem 
effet, vt litterae iftae d & / per chara£teres aliquantulum 
alteratos exprimerentur, ne cum litteris Alphabethi, qui- 
bus quantitates defignari folent; confundantur : fimili fci- 
licet modo, quo loco litterae 7, qua primum vox radi- 
cis indicabatur, nunc character ifte diftortus V in vfum 
eft receptus. 

.. 120. Quoniam igitur vidimus differentiale primum 
ipfius y, fi y fuerit fun&tio quaecunque ipfius +, habitu- 
rum efle huiusmodi formam Pw ; ob wdr, erit dy—Pdr. 
Qualiscunque fcilicet fuerit y fun&tio ipfius x, eius diffe- 
rentiale dy exprimetur certa quadam fun&tione ipfius x, 
pro qua hic ponimus P, per differentiale ipfius x, nem- 
pe per dx multiplicata.  Etiamí ergo differentialia ipfa- 
rum x & y reuera fint infinite parua, ideoque nihilo ae- 
qualia; tamen inter fe finitam habebunt rationem : erit fci- 
licet dy: 4x—P: 1. Inuenta ergo funttione ifta P, in- 
notefcit ratio inter differentiale de & differentiale dy. 
Cum igitur calculus differentialis in inuentione differen- 
tialium confiftat, in eo non tam ipía differentialia, quae 
funt nihilo aequalia ac propterea nullo labore inueniren- 
tur, quam eorum ratio mutua geometrica inueftigatur. 


121, Differentialia igitur multo facilius inueniun- 
tur, quam differentiae finitae. Ad differentiam enim fini- 
tam 
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cam Ay, qua funttio y crefcit, dum quantitas variabilis & 
incrementum w accipit, non fufficit functionem P noffe, 
fed indagari infuper oportet fun&iones Q, R, S, &c. 
quae in differentiam finitam, quam pofüimus 
=Po +00? H Rw + éc. 

ingrediuntur ; ad differentiale ipfius y autem inueniendum 
fatis eft, fi;nouerimus folam functionem P. Quamobrem 
ex cognita differentia finita cuiusque functionis ipfius x, 
facillime eius diferentiale definitur ; verum contra ex dif- 
ferentiali eius finétionis, nondum erui poteft eius diffe- 
rentia finita. Interim tamen infra docebitur, quemad- 
modum ex differentialibus omnium ordinum fimul cogni- 
tis differentia quaeuis finita cuiusque funétionis propofi- 
tae inueniri queat. Ceterum ex his manifeftum eft diffe- 
rentiale primum dy=P dx, praebere terminum primum 
differentiae finitae, quippe qui et =Po. 


122. Si igitur incrementum w, quod quantitas va- 
riabilis x accipere concipitur, fuerit vehementer paruum, 
ita vt in expreffione Pw + Qo?-4- Ro?-1- &c. termini 
Qo? & Ro*, multoque magis reliqui, fiant tam parui, 
vt in computo, quo fummus rigor non obferuatur, prae 
primo Pw negligi queant ; tum cognito differentiali Px, 
ex eo differentia finita vero proxime cognofcetur, quip- 
pe quae erit — Pw: vnde in pluribus occafionibus, qui- 
bus calculus ad praxin adhibetur, non parum fru&tus hau- 
riur. Atque hinc nonnulli arbitrantur, differentialia tan- 
quam incrementa vehementer parua confiderari poffe, 
eaque nihilo reuera aequalia effe. negant , atque tantum 

inde- 
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indefinite parua ftatuunt. Haecque idea aliis occafionem 
praebuit Analyfin infinitorum accufandi, quod non veras 
rerum: quantitates eliciat, fed tantum vero proximas; 
quae obie&io femper aliquam vim retineret, nifi infinite 
parua proríus nihilo aequalia ftatueremus. 


123. Qui autem. nolunt infinite parua plane in ni- 
hilum abire, ii vt vim obiettionis deítruere videantur, 
differentialia comparant minimis puluisculis ratione totius 
terrae, cuius quantitatem nemo non veram tradidifle cen- 
feretur, qui vnico puluifculo a veritate aberrauerit. Talem 
igitur rationem inter quantitatem finitam & infinite par- 
vam effe volunt, qualis eft inter totam terram minimum- 
que puluisculum: atque fi cui hoc difcrimen adhuc non 
fatis magnum videatur, eam rationem millies. magisque 
adaugent, vt paruitas amplius omnino percipi nequeat. 
Interim tamen agnofcere coguntur, fummum rigorem 
geometricum aliquantulum infringi ; quare quo huic ob- 
ieftioni occurrant, ad eiusmodi exempla confugiunt, quo: 
rum tam per Geometriam quam per Analyfin infinitorum 
folutiones inueniri poffunt, ex earumque congruentia bo- 
nitatem pofterioris methodi concludunt. Quanquam au 
tem hoc argumentum negotium non conficit, cum faepe 
numero per erroneas methodos verum elici queat; tamen 
quia hoc vitio non laborat, potius euincit, eas quantita- 
tes, quae in calculo fint negleétae, non folum non incom- 
prehenfibiliter paruas, fed plane nullas effe, vti nos affu- 
mimus. Ex quo rigori geometrico nullam omnino vim 


inferimus. 
Oo 124. 


106 C4 PUST NA 


124. Progrediamur ad differentialium fecundi or- 
dinis naturam explicandam , quae oriuntur ex differen- 
tiis fecundis in capite primo expofitis, ponendo quanti- 
tatem w infinite paruam —dx. Cum igitur fi ponamus 
quantitatem variabilem x aequalibus incrementis crefcere, 
ita vt fi valor fecundus x? fuerit —x-|-4x, fequentes 
futuri fint rür- adx; xin—x—- 34x &c. ob diffe- 
rentias primas conftantes — x, differentiae fecundae eua- 
nefcent: erit ergo quoque differentiale fecundum ipfius 
x nempe Zdx—-o, atque ob hanc rationem quoque dif- 
ferentialia vlteriora erunt — o, fcilicet 73x—0o, 4*x—0; 
dso; &c. Obici quidem poteft, haec differentialia, 
cum fint infinite parua, per fe effe =o, neque hoc 
proprium effe eius quantitatis variabilis x , cuius incre- 
menta aequalia concipiantur: at vero hanc euanefcenti- 
am ita interpretari oportet, vt differentialia dde, dia Ke, 
non folum in fe fpe&ata fint nulla, fed etiam ratione po- 
teffatum ipfius dx, cum quibus alias comparari poflent, 
euanefcere. 


125. Quae quo clarius intelligantur , recordandum 
eft differentiam fecundam cuiusque functionis ipfius x, 
quae fit y, huiusmodi forma exprimi Po?-1-Qo3 --Ro? -- 
&c. . Quodíi ergo w fit infinite paruum, termini Qus, 
Rot &c. prae primo Pw? euanefcent, vnde pofito o= dx 
differentiale fecundum ipfius y erit — P4 x? , denotante 
dx? quadratum differentialis dx. Quare etfi differentiale 
fecundum ipfius y, nempe ddy per fe fit —o , tamen 
cum fit ddy — P4x?, ad dx? habebit rationem finitam, 
vti 
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vti Piad 1: fin autem fit y — x, tum fit P—0o, Q—o; 
R—o; &c. ideoque hoc cafu differentiale fecundum ip- 
fius x: etiam refpe&tu. dx* altiorumque ipfius da potefta: 
tum euanefcit.' Hocque-miódo intelligenda funt ea, quae 
ante diximus, effe fcilicet dde—o0, d?x—o, &c. 


126. Cum differentia fecunda nil aliud fit, nifi diffe: 
rentia differentiae primae ; differentiale quoque fecundum 
feu vti faepe vocari folet, differentio-differentiale nil aliud 
erit praeter differentiale differentialis primi. Quia deit 
de quantitas conftans nulla neque augmenta neque de- 
crementa: accipit, nullasque admittit differentias, quippe 
quae folis quantitatibus variabilibus funt propriae, dici- 
mus eodem fenfu quantitatum. conftantium differentialia 
omnia cuiusque ordinis effe o, hoc eft prae omnibus 
adeo: poteftatibus ipfius de enuanefcere. Cum igitur dif 
ferentiale ipfius de hoc eft 74x fit =o ; diferentiale de 
tanquam quantitas conftans confiderari poteft, & quoties 
diferentiale cuiuspiam quantitatis dicitur conftans, toties 
ea quantitas intelligenda eft continuo aequalia incremen- 
ta accipere, Sumimus hic autem «+ pro*ea quantitate, cu- 
ius differentiale fit coiftans, hicque fingularum eius"func- 
tionum variabilitarem, cui earum differentialia funt obno- 
xia, aeftimabimus. 


127. Ponamus differentiale primum ipfius y effe 
—pdx; atque ad eius differentiale fecundum inuenien- 
dum, ipfius pdx denuo differentiale quaeri deber. Cum 
autem 4x fit conftans, neque varietur eiamíi loco x feri- 
O 2 ba- 
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batur x-1-4x, tàntum opus eft, vt quantitatis finitas p 
differentiale quaeratur: fit igitur Zp—-424x, quoniam vi 
dimus omnium functionum ipfius + differentialia ad hu- 
iusmodi formarn reuocari : && cum fit, vti de differentiis 
finitis oftendimus, differentiale ipfius zp—744»x, fi » fit 
quantitas conftans, ponatur 4x loco z, eritque differen- 
tiale ipfius px —724x?. + Hancobrem (i fit dy—pdx & 
dp = ¿dx, erit differentiale fecundum ddy — 4x7, fic- 
que conftat, quod iam ante innuimus, differentiale fecun- 
dum ipfius y ad dx? habere rationem finitam. 


128. In Capite primo iam notauimus differentias fe- 
cundas atque fequentes conítirui non pofle, nifi valores 
fücceffiui ipfius + certa quadam lege progredi affimantur, 
quae lex cum fit arbitraria, his valoribus progre(lionem 
arithmeticam tanquam facillimam fimulque aptiffimam tri- 
buimus. | Ob eandem ergo rationem de differentialibus 


fecundis nihil certi ftatui poterit, nifi differentialia prima, 


quibus quantitas variabilis + continuo crefcere concipitur, 
fecundum datam legem progrediantur; ponimus itaque 
differentialia prima ipfius x, nempe dx, Zx!, 2x", Sc. 


omnia inter fe aequalia, vnde fiunt differentialia fecunda 


ddx-cdxi—dxczco;ddxi-cdyu——dxt—0, &c. 
Quoniam ergo differentialia fecunda & vlteriora ab ordi- 
ne, quem differentialia quantitatis variabilis x inter fe te- 
nent, pendent, hicque ordo fit arbitrarius, quae conditio 
differentialia prima non afficit; hinc ingens difcrimen in- 
ter differentialia prima ac fequentia ratione inuentionis 
intercedit. 

129. 
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129. Quodfiauterh fuccefliui ipfius «+ valores +, a 
a 7, au, x], &c. nom fecundum arithmeticam progres- 
fionem ftatuantur; fed alia. quacunque. lege: progredi po- 
nantur, tum eorum quoque*differentialia prima de, du, 
dx", &c. non erunt inter fe aequalia, neque propterea 
erit dd&-— o) Hancobrem differentialia fecunda quarum- 
vis fün&tiorum ipfius x aliam formam induent; fi enim 
huiusmodi fun&tionis y differentiate primum fuerit — pds 
ad eius diferentiale fecundum inueniendum non fufficit 
differentiale ipfius p per d» multiplicaffe, fed infuper ra- 
tio differentialis ipfius. dw ,, quod eft 24x haberi debet. 
Quoniam enim differentiale fecundum: oritur, fi pdw. a 
valore eius fequente, qui oritur dum x-1-2x loco x & 
dx--ddx loco dx ponitur, fubtrahatur, ponamus valo- 
rem ipfius p fequentem effe — p-1—24x , eritque ipfius 
pdx valor fequens 
zc g--24x) dx dde) c pde ——pd dy gd? q dx d dx; 
a quo fubtrahatur pdx, eritque .differentiale fecundum 

ddycpddx-i-g4x* 4 qdxddx ——pddx--4dx?, 

quia ¿dxddx prae pddx euanefcit. 


130. Quanquam autem ratio aequalitatis eft. fimpli- 
ciffima atque aptiffima, quae continuo ipfius x incremen- 
tis tribuatur, tamen frequenter euenire folet, vt non eius 
quantitatis variabilis x, cuius y eft functio, incrementa 
aequalia affumantur , fed alius cuiuspiam quantitatis , cu- 
ius ipfa x fit functio quaedam, ^ Quin etiam faepe eius- 
modi alius quantitatis differentialia prima ftatuuntur ae- 
O 3 qua- 
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qualia, cuius: nequidem relatio ad.» conftet; | Priori cafu 
pendebunt differentialia fecunda & fequentia “ipfius + a 
ratione, quam x: tenet ad illam: quantitatem, quae aequa- 
biliter crefcere ponitur, ex eaque pari modo definiri. .de- 
bent, quo hic differentialia fecunda ipfius y ex differen- 
tialibus ipfius x definire docuimus. .. Pofteriori autem ca- 
fu differentialia fecunda & fequentia ipfius + tanquam in- 
cognita fpeGtari, eorumque loco figna dd, dwp dtr, 
&c. vfürpari debebunt. 


131, Cum autem, quemadmodum his cafibus diffe- 
rentiationes fingulas abfolui oporteat, infra fufius fimus 
oftenfüri, hic pergamus quantitatem variabilem x tan- 
quam vniformiter crefcentem affümere, ita vt eius diffe- 
rentialia prima dx, dx1, dx", &c. inter fe omnia aequa- 
lia, ac propterea differentialia fecunda ac fequentia ni- 
bilo aequalia ftatudntur: quae conditio ita enunciari fo- 
let. vt differentiale ipfius, nempe 4x conftans affumi di- 
catur. Sit deinde y functio quaecunque ipfius x, quae 
cum per x & conftantes definiatur, fingula quoque eius 
differentialia prima, fecunda, tertia, quarta, &c. quae 
his fignis indicantur dy, ddy,.d3y, d*y, Sc. per x & 
dx exprimi poterunt. Scilicet fi in. y loco x .fcribatur 
x--dx, ab hocque valore prior fübtrahatur, remanebit 
diferentiale primum 4y: in quo fi porro loco x pona; 
tur x-i-dx, prodibit 4y*, eritque 22y — dj1——-4y, fi- 
mili modo ponendo w — dx loco x, ex ddy nafcetur 
ddy!, atque dy ——44dy dabit d'y & ita porro: in qui- 

bus 
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bus operationibus. differentiale 7.» perpétuo tanquam 
quantitas conftans. fpegtatur, quae nullum differentiale 
recipiat. 


132. Ex ratione, qua, funétio y per x determina- 
tur, tam ope methodi differentiarum finirarum , quam 
multo expeditius exiis, quae poftea- fumus tradituri, 
definietur valor.funétionis p, quae per 4x multiplicata 
praebeat differentiale.primum dy. .Pofito ergo dy—pdr, 
differentiale ipfius pde dabit diferentiale fecundum ddy ; 
vnde fi fuerit dp— 44x , ob 4x conítans, orietur 
ddy = 44x*, vti iam ante óftendimus. ^. Vlterius igitur 
progrediendo:, cuim differentialis fecundi diferentiale 
praebeatadifferentiale tertium , ponamus elle 4; — rd», 
eritque. d3y — rdx : fimili modo fi huius. funGtionis r 
differentiale quaeratur , fueritque Zr — sZx , habebitur 
diferentiale quartum 4*y —54x*; ficque porro, dum; 
modo nouerimus differentiale primum) cuiusque func- 
tionis inuenire, differentiale cuiusque ordinis affignare 
poterimus. ; 


133. Quo igitur formae fingulorum horum: diffe- 
rentialium , fimulque ratio ea inueniendi clarius menti 
repráefentetür; ea fequenti tabella complefti vifum eft. 


Si y 
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Si y fuerit fun&io quaecunque ipfius +, 


erit | atque pofito 
dy =pdx dp —4dx 
ddy = qdx* d¿=rdx 
dy =rdx3 dr =5dx " 
dy s dx* dez tds 
diy = tdxs. | &c. 


Cum. igitur fünGio p ex funétione y. per: differentiatio: 
nem cognofcatur , íimilique modo.ex p inueniatur 4, 
hincque porro x, & ex eo vlterius s, &c. differentialia 
cuiusuis ordinis ipfius y facile reperientur , dummodo 
differentiale de affumatur conftans. 


134. Cum p,4,7,5,f, Sc. fint quantitates fi- 
hitae, fun&iones nimirum ipfius x, differentiale primum 
ipfius y, rationem finitam habebit ad. diferentiale pri- 
mum ipfius x, fcilicet vt p ad 15 hancque ob caufam 
differentialia dx & dy vocantur homogenea. Deinde cum 
ddy ad dx? habeat rationem finitam vt 4 ad r, erunt 
ddy & dx? homogenea; fimili modo homogenea erunt 
d3g & dx? itemque diy & dxt, &.ita porro. . Vnde 
vti differentialia prima funt inter fe homogenea, feu ra- 
tionem finitam tenentia; fic differentialia fecunda cum 
quadratis differentialium primorum, differentialia autem 
tertia cum cubis differentialium primorum atque ita por- 
ro erunt homogenea. Atque generatim difierentiale ip- 

fius 
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fius y ordinis: quod ita' exprimitur 4*y; homopeneutm 
erit cum dx”, :hoc:elt cum  pote(tate. differentialis dx ; 
cuius exponens eft z. 


135. Cum igitur prae-4« -euanefcant omnes: eius 
poteftates, quarum exponentes funt.vnitate; maiores, prae 
dy quoque euanefcent dr?, dy?, det, ¡80! & quac: ad: has 
poteftates rationem finitam tenent differentialia altiorum 
ordinum: 24, d3y, 4*y, &c. Simili modo prae dý quia 
eft homogeneum cum 4x?, omnes ipfius dx poteftates 
quadrato fuperiores 4x?, drt, Sic. euanefcent, euanefcent 
érgo quoque d3y, 4*5, Ec! Atque prae d'y, euanefcent 
dx*, d*y; dk5,'d5y; &c. 'Hincque facile, fi propofitaé 
fuerint. quaecunque . expreffiones huiusmodi differentialia 
inuoluentes, dignofci poterunt, vtrum fint homogeneae 
nec ne?  Refpici enim debebunt: tantum differentialia; 
omits quantiratibus finitis, quippe: quae homogereitatem 
non türbant; atque pro differenrialibus fecundi altiorun* 
que ordinum fcribantur poteftates, ipfius. d+ ipfis homo: 
neae, quae fi praebeant vbique eundem dimenfionum nu- 
merum, expreffiones erunt homogéneas. 


136. Ita patebit has expreffiones P4dy? & Qdyd3y 
effe inter fe homogeneás.  Nam'445** denotat -quadra- 
tum ipfius ddy, & quia ddy homogeneum eft cum dr?, 
erit ddy? homogeneum cum 4x*. Deinde quia dy cum 
dx & diy cum dx? homogeneum eft;: erit productum 
dyd3y cum 2x* homogeneum ; ex quo fequitur expres- 
fiones Pady? & Q4»4?) inter fe elle homogeneas, ideo- 
ori P que 
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que rationem intér fe finitam: habére;: Simili inodo col 
2 P d3y? QZ5y 

ligetur has expreffiones dadia & DE effe homoge- 
neas ; fübftitutis enim pro dy, ddy, diy & 45y his ipfius 
dx poteftaribus ipfis homogeneis de, de?, dx? & des, 
orientur:hae exprefliones Pdv & Qays; quae vtique 
erünt- inter. fe homogeneae. 


137. . Quod fi fa&a hac redu&tione expreffiones pro» 
pofitae non contineant aequales ipfius dx. poteltates, tum 
non erunt homogeneae , neque propterea inter fe ratio- 
nem finitam tenebunt... Erit. ergo altera. infinities . fue 
maior fiue minor.alera, hincque vna refpettu alterius 

mE ddy*.. . xdi 
euanefcet. — Sic ea ad Deny rationem habebit infi- 
nite magnam: prior enim expreífio reducitur ad Pdw $ 
altera ad Q4x?, vnde. haec prae illa euanefcet. Quam: 
obrem fi in quopiam calculo aggregatum. huiusmodi. bi- 


P43 ddy? 
narüm formularum occurrat, € + x , pofte- 


rior terminus prae priori tuto reiici, folusque primus 
cx in calculo. retineri poterit :. fublifter enim perfecta 
ratio. aequalitatis : inter. expreffiones 

P4?y E Bu & Pa?y 


de? dea? 


quia exponens: rationis eft 
cR Q4x?ddy? ; Qadr? ddy? wi 
istoc i n e. RD «T 


Hoc- 
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Hocque pa&o .exprefliones differentiales quandoque miè 
rifice contrahi poflunt. 


148. In calculo differentali praecepta traduntur , 
quorum ope cuiusuis quantitatis propofitae differentiale 
primum inueniri poteft: & quoniam differentialia fecun- 
da ex differentiatione primorum, tertia per eandem ope- 
rationem ex. fecundis & ita porro fequentia ex praece- 
dentibus reperiuntur , calculus differentialis continet me- 
thodum omnia cuiusque ordinis differentialia inueniendi. 
Ex voce autem differentialis, qua differentia infinite par- 
va denotatur, alia nomina deriuantur, quae víu fint re- 
cepta. Sic verbum habetur diferentiere, quod fignificat 
diferentiale inuenire, quantitasque differentiari dicitur, 
quando eius diferentiale elicitur. - Differentiarío autem de- 
notat operationem, qua differentialia inueniuntur. Hinc 
calculus differentialis quoque vocatur methodus | diferen: 
tiandi, cum modum diflerentialia inueniendi. contineat. 


139. Quemadmodum in calculo differentiali : cuins- 
yis quantitatis :differenciale inueftigatur , ita viciflim. calb 
culi fpecies conftituitur quoque in-inuentione. eius quan» 
titatis, cuius: differenriale proponitur, qui calculus inte- 
gralis vocatur. . Si enim propofitum fuerit differentiale 
quodcunque, eius refpeétu ea quantitas, cuius eft diffe- 
rentiale, vocari folet integrale. «Cuius denóminationis ra- 
tio eft, quod, cum differentiale confiderari poffit, tan: 
quam pars infinite parua, qua quantitas quaepiam crefcit, 
ipfa illa quantitas refpeCtu huius partis tanquam totum 
feu integrum fpectari pote(t;-hanéque. ob caufam eius vo- 
2 ca- 
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catur integrale, Sic cum dy fit differentiale ipfius y, vi 
ciflim y erit integrale ipfius dy , Secum 2dy fit. diffe- 
rentiale ipfius 4y, erit. dy integrale ipfius ddy. , Simili- 
que modo erit ddy integrale ipfius 2*y, & d?y ipfius 4*y 
& ita porro: vnde quaelibet differentiatio, fi inuerfe fpec- 
fatur, integrationis exemplum. exhibet. 


149. Origo & natura integralium pariter ac diffe- 
réntialium clariffime ex differentiarum finitarum doctrina 
in capite primo expofita explicari poteft, Poftquam enim 
effet oftenfum, quomodo cuiusque quantitatis differen- 
tiam inueniri oporteat, retrogrediendo quoque monftra- 
Vimus, quomodo, fi propofita fuerit differentia, ea quan- 
titas inueniri queat, cuius illa fit differentia; quam quan- 
titarem refpe&tu fuae differentiae vocauimus eius fum- 
mam. "Vti igitur ad infinita parua procedendo differen- 
tiae in differentialia abierunt, ita fümmae quae ibi erant 
vocátae, integralium nomen fortiuntur: & hanc ob cau- 
fam integralia quoque non raro fümmae appellari folent. 
Angli qui differentialia fluxiones nominant, integralia vo- 
cant quantitates fluentes; eorumque loquendi more datae 
fluxionis fluentem inuenire, idem eft, quod noftro. more 
dati differentialis integrale inuenire dicimus: 


141. Vti differentialia charaftere d defignamus, ita 
ad integralia indicanda hac littera /^ vtimur, quae ergo 
quantitatibus differentialibus praefixa eas denotabit quan- 
titates, quarum illa funt. differentialia.. Sic fi differentiale 
ipGas y fuerit. px, feu 4j —p4», erit y integrale ipfius 

pix, 
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px, quod hoc modo fcribitur y —/74», cum fit y —/4. 
Integrale ergo ipfius pdr, quod per /pdx indicatur, de- 
notat quantitatem, cuius differentiale eft pZx. Simili mo- 
do cum: fit ddy = dx? 'exiftente dp — dx 3 erit inte- 
grale ipfius ddy hoc elt 2y-——p4x, atque ob p—/7dx, 
erit dyzzdxfgdx, ac propterea y—/2x/2dx. Si vlterius 
fit 2g —rdx, erit q —/rdr & dp = dxfrdx; vnde fi 
character / denuo praefigatur, fiet p — /7x/rdx , porro- 
que dy—=dx/fdxfrdx, atque y—=/dx/fdxfrdx. 


142. Quia diferentiale dy eft quantitas infinite par- 
va, eius integrale autem. y quantitas finita, parique mo- 
do diferentiale fecundum ddy. infinities minus eft, quam 
eius integrale dy, manifeftum cft differentialia. prae. fuis 
integralibus euanefcere. — Quae affectio quo melius per- 
cipiatur, infinite parua in ordines diuidi folent, dicitur- 
que infinite paruum primi ordinis, ad quod referuntur 
differentialia prima de, dy. ' Infinite páruum fecundi 
ordinis compleétitur differentialia fecundi ordinis, quae 
homogenea funt cum 2x? fimilique modo infinite par- 
va, quae cum dx? funt homogenea, vocantur. ordinis 
tertii, ad quem ergo pertinent differentialia tertia om- 
nia; ficque porro. - Vnde vti infinite parua primi or- 
dinis prae- quantitatibus finitis euanefcunt, fic infinite 
parua fecündi: ordinis prae infinite paruis primi ordinis, 
atque generatim infinite parua cuiusque ordinis altioris 
prae infinite -paruis ordinis inferioris euanefcent. 


143. His igicur infinite paruorum ordinibus con- 
ftitutis, vti diferentiale quantitatis finitae eft infinite par- 
P3 vum 
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vum primi ordinis, atque differentiale infinite parui. primi 
ordinis. eft infinite paruum. fecundi ordinis, & ita porro; 
ita viciflim manifeftum .eft integrale infinite parui primi 
ordinis effe quantitatem finitam, integrale autem. infinite 
parui fecundi ordinis effe infinite paruum primi ordinis 
ficque deinceps. Quare (i differentiale propofitum fue- 
rit infinite paruum ordinis z, eius integrale erit infinite 
paruum ordinis z——1:; hincque vti differentiando -ordo 
infinite paruorum augetur, ita integratione ad ordines in- 
feriores progredimur, donec ad ipfas quantitates finitas 
perueniamus. Sin autem quantitates finitas denuo inte- 
grare velimus, tum fecundum hanc legem. perueniemus 
ad quantitates infinite magnas, ab harumque integratio- 
ne inftituta ad quantitates adhuc infinities maiores, fic- 
que progrediendo obtinebimus fimiles infinitorum ordi- 
nes, quorum quisque praecedentem infinities fuperat. 


144. Supereít vt in hoc Capite quaedam de vfi 
fignorum. recepto moneamus, ne ambiguitati vius ¡locus 
relinquatur. Ac primo quidem. fignum  differentiationis 
4 tantum afficit literam immediate fequentem folam : fic 
dxy non denotat differentiale produéti xy, fed differen: 
tiale: ipfius. x per ipfam quantitatem. y. multiplicatum: 
Solet autem, quominus confufio nafcatur, quantitas y ans 
te fignum d hoc. modo fcribi 54x ; quo. produ&tum ex 
9 in Zx indicatur. Attamen fi y: fit quantitas vel fignum 
radicale Y^ vel logarithmicum. habens :praefixum, tum 
poft difterentiale poni folet: nimirum 4xV(aa— xx) fig- 
nificar produétum ex quantitate finita Vía —x7%) in 
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differentiale de; fimilique modo Zx/(1—-) eft produce 
tum ex logarithmo quantitatis 1%, per dx multipli: 
cato... Ob eandem rationem 4dyVx exprimit productum 
differentialis fecundi 4dy & quantitatis finitae Y x. 


145. Neque vero fignum d litteram immediate fe» 
quentem- folam afficit, fed etiam nequidem exponentem 
fi.quem habet, fpeétat. - Ita dx? non exprimit differen» 
tiale ipfius x^, fed quadratum differentialis ipfius x, ita 
vt exponens 2 non ad x, fed ad dx referri debeat. Pos- 
fet etiam fcribi dydy, quemadmodum productum .duo- 
rum differentialium dx. & dy hoc modo dydy exponitur; 
verum prior modus dx, vti eft breuior, ita vfitatior. 
Praefertim fi altiores poteftates ipfius dx effent indican- 
dae, nimis prolixum foret dx toties repeti: fic dx? de- 
notat cubum ipfius d+, $ in differentialibus altiorum 
ordinum fimilis ratio obferuatur. Scilicet 44y* denotat 
poteftatem quartam differentialis fecundi ordinis ddy; 
atque 43y?2Vx fignificat quadratum differentialis tertii or- 
dinis ipfius y multiplicarum effe per Vx; fin autem per 
quantitatem rationalem w multiplicari deberet, ea prae 
figitur hoc modo x4?5?. 


146. Sin autem velimus, vt fignum 4 plus quam 
folam litteram fübfequentem afficiat , id peculiari modo 
indicari debet. ^ Vtimur hoc cafu praecipue vncinulis, 
quibus ea quantitas includitur, cuius. differentiale:;: deber 
indicare. | Vti d(xw-+yp) denotat differentiale quanti- 
tatis xx-]-)); verum fi velimus diferentiale poteftatis 
hu- 
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huiusmodi -quantitatis delignare., ambiguitatem vix. eui- 
tarė poffumus : fi enim fcribamus 4(ux+-yy)? intelli 
gi poffet quadratum ipfius Z(xx-1—55). Poterimus au- 
tem hoc cafu punétum in auxilium vocare, ita vt 
d.(xx—-y9)* denotet differentiale ipfius (x«—1—)))^, 
omiffo autem pun&o 4Z(»xx-1-)5)* quadratum ipfius 
d(xx--y5).  Pun&o fcilicet commode indicari poteft 
fignum d ad totam quantitatem poft pun&um fequen- 
tem pertinere: fic 4) exprimet differentiale ipfius y; 
& 43xdyV(as-|-xx) differentiale tertii ordinis expres- 
fionis xyV(aa-|-x*), quae eft productum ex quan- 
titacibus finitis x.& V (aa-p- xx) atque ex differen- 
tiali dy. 

.. 147.. Quemadmodum autem fignum differentiatio- 
nis. d folam quantitatem immediate fequentem afficit, nifi 
punéto interpofito eius vis. ad totam expreflionem fe 
quentem extendatur; ita contra fignum integrationis f 
femper totam expreífionem, cui eft praefixum, complec- 
titur. Ita f/ydx(aa——22)" denotat integrale feu cam 
quantitatem, -cuius differentiale eft. ydx(aa— xx)”, at 
que haec expreflio /x4x/Zx /x denotat quantitatem; - cus 
ius diferentiale eft xZx/Zx/x. Hinc fi velimus pro- 
ductum duorum integralium fcilicet /ydx E fidx ex- 
primere, id hoc modo /52x/s4x perperam fiet, intelli- 
geretur enim integrale quantitatis ydx/2 dx. Hanc ob 
caufam. iterum. pun&to folet haec ambiguitas tolli, its 
vt fydx..Js4x Ógnificet produ&tum integtalium. yy d% 


&fadri 
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148.  Analyfis infinitorum igitur cum in differen. 
tialibus tum in integralibus inueniendis veríatur, & hanc 
obrem if duas praecipuas partes diuiditür, quarum alte: 
ra vocatur Calculus differentialis, altera Calculus integra- 
lis. In priori praecepta traduntur quantitatum quarum- 
vis differentialia inueniendi; in pofteriori vero via mon- 
ftratur. differentialium propofitorum integralia inueftigan- 
di: in vtroque autem fimul fummus vfus; quem ifti cal- 
culi tam ad ipfam Anaslyfin quam ad Geometriam fab- 
limiorem afferunt, indicatur. Quam ob caufam ifta Ana- 
lyfeos pars iam tanta accepit incrementa, vt modico vo- 
lumine prorfus comprehendi nequeat. Imprimis vero 
in calculo integrali indies tam nova artificia integrandi, 
quam adiumenta eius ig, foluendis variis generis proble- 
matibus, deteguntur, vt"ob haec noúa inuenta, quae con- 
tinuo accedunt, nunquam exhauriri, multo minus per- 
fette defcribi atque explicari poflit. Dabo autem ope- 
ram, vt quae adhuc funt reperta, vel cunéta in his li- 
bris exponam , vel faltem methodos explicem , vnde ea 
facile deduci queant. 


149. Solentvulgo plures Analyfeos infinitorum par- 
tes numerari; praeter calculos enim differentialem & in- 
tegralem inueniuntur paffim calculi differentio - differen- 
tialis atque exponentialis. In calculo differentio-differen- 
tiali tradi folet methodus differentialia fecundi atque "al- 
tiorum ordinum inueniendi: quoniam autem modum cu- 
iusque ordinis differentialia inueniendi in ipfo calculo dif 
ferentiali fum expofiturus, hac fübdiuifione, quae potius 
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ex merito inuentionis, quam- ex re ipfa fa&ta effe: vide- 
tur, fuperfedebimus. Quod deinde ad calculum. exponen: 
tialem attinet, quo Celeb. 10H. BERNOULLI, Cui ob in. 
numera eaque maxima incrementa Analyfeos infinitorum 
aeternas debemus gratias, methodos differentiandi atque 
integrandi ad. quantitates exponentiales transtulit , quia 
vtrumque calculum ad omnis generis quantitates tam al- 
gebraicas quam transcendentes accommodare conftitui, 
hinc partem peculiarem facere füperfluum atque inftitu- 
to contrarium foret. 


150. Primum igitur calculum differentialem in hoc 
libro pertra&are ftatui, modumque fum expofiturus, cu- 
ius ope omnium quantitatum ¿yariabilium differentialia 
non folum prima, fed etiam fecufida & altiorum ordinum 
expedite inueniri queant. Primum ergo quantitates alge- 
braicas contemplabor, fiue fint funétiones vnius variabi- 
lis, fiue plurium, fiue demum explicite dentur, fiue per 
acquationes.. Deinde inuentionem differentialium quoque 
accommodabo ad quantitates non algebraicas, ad quarum 
notitiam quidem fine calculi integralis fubfidio peruenire 
licet ¿ cuiusmodi funt logarithmi, atque quantitates expo- 
nentiales ; deinde etiam arcus circuli, viciffimque arcuum 
circularium finus, & tangentes. Denique etiam quanti- 
tates vtcunque ex his compofitas & permixtas differentia- 
re docebo ; ficque calculi differentialis pars prior, me- 
thodus fcilicet differentiandi abfoluetur. 
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rs. Altera pars vfui, quem methodus differenti- 
andi tam ad Analyfin quam Geometriam fublimiorem af- 
fert, explicando eft deftinata, - In Algebram autem conr 
munem inde plurima redundant commoda, partim ad ra- 
dices aequationum inueniendas, partim ad feries trac- 
tandas atque fummandas, partim ad maxima minimaque 
eruenda, partim ad valores expreífionum, quae certis ca- 
fibus indeterminatae videantur, definiendos , & quae funt 
alia. — Geometria autem: füblimior ex calculo differentiali 
maxima accepit incrementa, dum eius ope tangentes li- 
nearum curuarum, eorumque curuatura ipfa mira faci- 
litate definiri, multaque alia problemata circa radios a 
lineis curuis vel reflexos vel refra&tos refolui poffunt. 
Quibus etfi ampliffimus traftatus impleri poffet, tamen 
conabor, quantum fieri licet, omnia breuiter ac perfpi- 
cue explicare. 


==== 


124 d$ o e 


CAPUT- y. 


DE DIFFERENTIATIONE FUNC. 
TIONUM ALGEBRAICARUM PNICAM 
FARIABILEM INUOLUENTIUM. 


152. 


Qe quantitatis variabilis + differentiale et — dx 
erit x in proximum promouendo x'— x + de, 
Quare fi fuerit y quaecunque funétio ipfius x, íi in ea 
loco x ponatur v-d, ea abibit in 57, atque diferen: 
tia y*—y dabit denne ipfius y. Si igitur pona- 
mus yx” fiet 


Y (pd xn yn dy pp — D) na dx?41— &c. 
eritque ergo 
T 1) 
dy yemas 0 dys- Bic, 


At in hac expreffione terminus v m cum reliquis fe- 
quentibus prae primo euaneftit, eritque idcirco zx”— dx 
differentiale ipfius x”, feu Z.x»—zx"-dx. Vnde fi a fit 
numerus feu quantitas conftans, erit quoque dax” = 
24x"—4x.  Cuiuscunque ergo ipfius v poteftatis diffe- 
rentiale inuenitur, multiplicando eam per exponentem, 
diuidendo per x, & reliquum per 2x multiplicando, quae 
regula facile memoria retinetur. 


153. Cognito differentiali primo' ipfius +”, ex eo 
facile differentiale fecundum reperitur, dummodo, vt 
hic 
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hic conftanter affümemus , diferentiale Zx conftans fta- 
tuatur. Cum enim in differentiali zx"4x fator ndx 
fit conftans, alterius faftoris x^—* differentiale fumi de- 
bet, quod proinde erit (z——1)x"-:4x. ^ Hoc ego per 
ndy multiplicatum dabit differentiale fecundum : 44. x” 
—1(n—1)x”-=dx?. Simili modo fi differentiale ipfius x”-» 
quod. eft —(2—2)x”-3dx multiplicetar per z(z—1)4x? 
prodibit differentiale tertium 
d3 x?—n(n——1) (n—2)x"-idx*. 
Porro itaque erit differentiale quartum 
d. x» —u(n——31d) (12 —2) (n —3)x"-4dx* , 
& differentiale quintum 
d.3 x" — n (n —31i) (4——2) (1— 3) (1 —4)x"-5dx5 5 
vnde fimul forma fequentium differentialium facillime 
colligitur. 


154. Quoties ergo 7 eft numerus integer affirma- 
tiuus, toties ad difierentialia tandem peruenitur euanefcen- 
tia; quae fcilicet ita funt —0, vt prae omnibus ipfius 
dx poteftatibus eaanefcant. Horum autem notandi funt 
cafus fimpliciores. 


dac day ddm-—ou suem &c. 
da*——2xdw.y.dd.x*—2dxu? ^; d.x*—0; d.*x*—o&c, 
dyg de 5 dd.x? ——6xdx* z d.3x3— 6dx3 ; d.4x3—0 
dta dx 3 dd.x* —1ax*dx? 5 d x*-co4xda? ; 
d.txt—24d xt 
d.x5—5x*dx 5 ddys Tac dx? s d.35— 60x? da? ; 
d.tx5=120%dx* 5 d.$x5Trz0dx% ; degs. 
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Patet ergo fi z fuerit numerus integer affirmmatiuus ,. po- 
teftatis x^ differentiale ordinis 2 elle conftans, nempe 
—21.2.3. . . . ady”, adeoque differentialia fuperio- 
rum ordinum omnium effe — o. 


155. Si z fit numerus integer negatiuus, huius- 


I I 
&c. 


Te ME : 1 
modi ipfius x poteftatum negariuarum Das My > 
4 3 . I I 
differentialia fumi poterunt, cum fit — — x1; — 547, 
x Xx 
E ; R 
& generaliter xu. Si ergo in formula antecedente 


ATTE 1 . . . 
ponatur z——, erit ipfius —  differentiale primum 
Xm 


mM dx . : mm 1) dx? 
==>" differentiale fecundum — Sine 4 
xP TI xmi 

: A : - nm (m--1)(m--2)dx? 
differentiale tertium == AL ld ah Aa Sic. vn- 


MI 
de fequentes cafus fimpliciores imprimis notari merentur- 


1 de I ada? 1 =6dx3 
¿ll a===>=; q —— 
x CET e x? x at 
I -2dx I 6dx” I -24d x3 
de == A mew 
x? x3 O x? gy? Xx ys 
I -3dx 1 12d? Y -6odx 
sp aD. 4 dd; —————3d5-———£— 
x3 x4 3 x5 x3 x6 
1 -4dx gi 20dx* . g2 1 LL 7120dx3 
a Ing C HERES 
I e sd 1 gody? pi -210dx? 
¿== es Mi 4m o4 DLE 
"xs »6 x5 x? ys x3 
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156. Ponendis deinde pro 7 numeris fra&is diffe- 
rentialia formularum irrationalium obtinebimus, Sit enim 
pss yq 
" =Ë, erit formulae v v feu Vx diferentiale primum 

y 


pz v py 
—= Mx v de—=PdrVx — fecundum 
y y 
pm y finas 
— PU). dx? = pt») dx? Vx &c. 
y? yv 
Hinc erit : 
dy mdy? 1.3 dx? 
— A 9 — a * 3 => 
VEZ yz) dd. Vx = yz d3yx RUE 
dx -2dx? 5 d ^3 
Sn — M EA RIIV Br 2.50% 
d.yr= 3p 5 AV S IE $ da ana 
y dx V -34x? + 3.7 de 3 
ce f IV ru cep a e 
Vra 4x3 í vid 16013 2 SVr 64? $3 


quae expreffiones fi paulifper infpiciantur, facile habitus 
acquiretur huiusmodi differentialia, etiam fine praeuia re- 
du&tione ad formam: poteftatis, inueniendi, 


157. Si œ non fuerit 1, fed numerus alius fiue af 
firmatiuus fiue negatiuus integer, differentialia aeque. fa- 
cile definientur. Cum autem differentialia fecunda & 
altiorum ordinum eadem lege ex primis, qua haec ex 
ipfis poteftatibus , deriuentur , exempla fimpliciora pri- 
morum tantum differentialium apponamus. 


d.x 
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dxyxztidxVasda*Vxmixdzyas dsysr gy? deVx; 
ra 4X. t; Pus dae 1... -$dx 


VaT axVx? "xyx .axxV&?)  xxVx —2xVx? 


? 


aja. d.xx-c25dxyx; dove — $dx? 
Vaiia AVe pda da) 4d) 


EE M er Mya — 8 3.2 . 
Pxdvyx; d.xxyx*--$xdxyx? 5 &c. 


a 
$ 
-* 
Ku 
EN 
|] 


I -dy I _ -2dx I — -4dx 
saya? "yx zarpa? 
I =s de Ig de 


7 


2 . 


ae? 

158. Ex his iam funttionum omnium .algebraica- 
rum rationalium integrarum differentialia poterunt inue- 
niri, propterea quod earum finguli termini fünt potefta- 
tes ipfius x, quas differentiare nouimus. Cum enim quan- 
titas huiusmodi p 4—4——r——5-1— &c. pofito x--2x loco 
x abeat in p-—4p-1—4——-dg-4—7-—- dr -— s Hds- &c. 
erit eius differentiale — dy —— d; + dr ——-d:—- &c. Quare 
fi fingularum quantitatum p, 7, 7, s, differentialia affig- 
nare queamus, fimul quoque aggregati earum differentiale 
innotefcet. Atque cum multipli ipfius p differentiale fit 
aeque multiplum ipfius dp, hoc eft 4. «p— 4p; erit quan- 
titatis ep-24-|—cr diferentiale = adp + 244 —cdr. 
Cum denique quantitatum conftantium differentialia fint 
nulla, erit quoque quantitatis huius ep 4-07 4 cr -i- f£ 
diferentiale = adp —- 2544 + cdr. 


159. In funCtionibus ergo rationalibus integris cum 


finguli termini fint vel conftantes vel ¿poteftates ipfius », 
diffe- 
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differentiatio fecundum praecepta data facile abfoluetur. 

Sic erit : 

d(a--x) mde 5 d(a--bx)- bM»; 

d(aJ4=xx) = 2xdx 5; d(ag—xx)-z-— asxdse; 

d(a-I-bx--cxx) —bdx--2cxdx ; 

d (a—|- Bx —- c xx eX3) — bdx -- 2cx dx-1—-3ex*dx ; 

d (aH bx tecate? fx*t) =bdx AH 20xdk 4 3ex? ax 
—-Afx3 dx, 

Atque fi exponentes fuerint indefiniti erit : 

'"d(i—a9)——nx"-—idx ; d(i-px")—mam-ide; 

d (abanea) = mbr de encarido. 


160. Cum igitur fun&iones rationales integrae fe- 
cundum maximam iplus x dignitatem in gradus diftin- 
guantur, manifeltum eft, fi huiusmodi funttionum con- 
tinuo differentialia capiantur, ea tandem fieri conftantia, 
pofteaque in nihilum abire, fi quidem differentiale dx 
affumatur conftans. Sic funétionis primi gradus 2+-bx 
differentiale primum 24x eft conftans, fecundum cum 
fequentibus nullum. — Sit functio fecundi gradus 

abx yers yy ent dy= bds- 2 cado; 
ado aera dat ua AR O 

Simili modo fi ponatur fun&tio tertii gradus 

Hb cxx —y ; erit dy — bdx-4-2cxdx—-—3ex? dx ; 
ddy—2cdx* 46 exdr? 8 d3y— 6edx? atque dtyTo0. 
Quare generaliter fi huiusmodi fun&tio fit gradus z, eius 
differentiale ordinis z erit conftans, & fequentia omnia 
nulla. R 160. 
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16:1. Neque etiam differentiatio turbabitur, fi in 
ter poteftates ipfius x, quae huiusmodi funttionem com- 
ponunt, occurránt tales, quarum exponentes fint nume- 
ri negatiui feu frati. — lta 


L Si fit y =«+pVr—2 


sidus: bdx cdx 
meus RYE p 
. a 
ll Si fit PAGADA 
z -ad: d. 
erit dy = aya T —2e£dx, 
: dx? cd? 
& d AxxV x AxV x 
cue TN E f 
IL Si fit Janet wp ja Alen 
=z bda 46dx 2fdx 
A as MN HP x viciis Lari [ari 
erit. dI = gayr qiue xy 33109 
RU S O N 
gx y xi 9x^yx x 
cuiusmodi exempla fecundum praecepta data facillime 
abfoluuntur. 


162. Si quantitas differentianda propofita fuerit po- 
teftas- eiusmodi funttionis ,.cuius diferentiale exhibere 
valemus, praecedentia praecepta fufficiunt ad eius dife- 
rentiale primum definiendum. -Sit enim p funétio quae- 
cunque ipfius », cuius differentiale dp in poteftate eft, erit 
ipli- 
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ipfius poteftatis p^ diferentiale primum = 2p*-1 dpi 
Hinc fequentia exempla foluuntur : 

L Sift y=(a+Px);3 erit 2y2c»(a--x)"-idx 
IL. Si fit y —(aa— xx)*; erit dy-—— qxd (atmi) 
III. Si fit y——— feu y= (00 +Hxx)-1 


MIA AR 
ET INS 240 dx 
erit. dy — ES 
IV. Si fit y = V(a--4x—- cxx) erit 
P: 7 bdx +2 cx dx 
m" 2V(a-—4x-L-cxx) 
V. Si fit y — y (a^—x*)*- feu y= (at — x) 
: ueni o TIE E AEN BS UA. 
, erit. dy ¿ada (aimat) <= NA 
H [e T^ - (T ACE E 
VI. Si fit-y = UIE feu y = (1—xx) ? 
x dae 


a P 
erit ^ dy ==. dx (1— xx) v xr UU A. 
VII. Si fic. .y zz y (a-I-Y àx--) 
dxyb:2Vax--dx © dxVb-—2dxVa 
3y (+ Vda)? 76V e (a V be) | 
VIL Si fit y — : 


erit dy — 


PEDE. (umore 

d. gagiyan b s BSD 

ob d. Viaa—xx) = Ia erit 

dy= -dx-E-xdx . V(a a—xx) s xda-—dxy(aa— xx) 
Ts (QR V (ax)? T (xV (aaa)? V (aa—xx) 

d x (x —V (aac xx)? 


(244— aa)? V (aa — xa) :; De 


feu: dy— 


== 


==: ">, 


== 
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IX. Si fit y -— $ (a pe Ema. " 
Ponaur =p & y—zxx) 1; 


Vx 
p =~ 3dp4-3d7 
ob Tip pg, erit 4y— Se dep ICZN 
A Sa , IA ED 


lam per antecedentia eft 
-d 7(1— -4x d: 
re 2 S ELA xx) 4xdx 


i 2xy x 


Cuaxdx J 3ya— rx) 
quibus valoribus fubftitutis fiet : 


f; t5 —— » 3 — 
dy 3dx:2x Vx ——4xdx:y(x cx) 


Simili autem modo fingulares litteras loco terminorum ali- 
quantum compofitorum fubftituendo omnium huiusmodi 
funGionum differentialia facile eruuntur. 


163. Si quantitas differentianda fuerit productum 
ex duabus pluribusue funétionibus ipfius x, quarum dife- 
rentialia conftant, eius differentiale fequente modo com- 
modiffime inuenietur. Sint p & 4 fun&tiones ipfius x, 
quarum differentialia dp € 44 iam funt cognita, quia 
pofito xda: loco x; p abit in p-]- dp & g in 41-47; 
produ&um p4 transmutabitur in 

(p-A—-dp) (44-44) = pa--pd4-4-44p-A- dpd4 , 
vnde produéti pg differentiale erit — pdg 444p —4rd;; 
vbi cum pdg & gdp fint infinite parua primi ordinis, at 
dpdq fecundi ordinis, vltimus terminus euanefcet , erit- 
que igitur d. p7— pdg- gdp. Differentiale ergo pro- 
du&i pg conftat ex duobus membris, quae diamo 

1 
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fi vterque fa&or per differentiale alterius fa&toris multipli- 
cetur. Hinc facile deducitur differentiatio producti pgr 
ex tribus fa&oribus conftantis : ponatur enim 7172, fiet 
par =pž, & d.pqr—pds--sdp, verum ob &— zr 
erit Zaz24dr--r44, quibus valoribus loco z & dz fub- 
ftitutis erit 
d.pqr — pqdr-i-prdq-i-qvdp, 
Simili modo fi quantitas differentianda quatuor habeat 
fa&tores erit : 
d.pqrs =pgrds—+pgsdr+prsda+Hqrsdp, 

vnde quilibet differentiationem plurium factorum facile 
perfpiciet. 
L Si ergo fuerit y — (ax) (bx), erit 

dy —— dx(a-- x) 9 dx (b —x)-—ada-t-bdx —2xdx 
quod idem diferentiale quoque inuenitur, fi quantitas 
propofita euoluatur: fit enim y — a?—2ax-1-^x—xx, 
ideoque per fuperiora praecepta dy =— adx -+ bdx — 2xdx. 


IL. Si fuerit y — i Y (aa =x). 


: X s A ; —_ ¿2 
Ponatur =P & Y (1—xx) 49, quia eft IZ 
-xdX 
dez i 
dd e oo 

-dx dx 
dycpdq-- dp AA 


quae ad eundem denominatorem reduétae dabunt 
-xxdx—aadx--xxdo _ -aadx 
xxY(ar—xx)  - x«xVW(aa—xa) 


Hinc erit differen- 


=aadx 


tiale quaetum, y = 0 LL. Wu. 


iot CAPUT A 
^ R aii SM 
HL Si fuerit y cce V Ca* +40: 


1 A ; 
c (X Tq X L—————-—45 ja inueni 
Ponatur xx — p, & GETS 45 quia in 


-2x3d 
MUS dpzcoxdx & dq m ub NCC 
(trató 
205 dx 2: dx 20*5xdx 
pdq--2dp— EE. Vs-Lx5—.. FE 
icis (ata 
Hinc ergo erit differentiale quaefitum 
24* Xdx 


VE ATE) Y SEE 


IV. Si fuerit dies veas . 


Ponendo ELE & FEY ob dp do 
&4 Ide KARV GELY de (AH VE) 
A VEE CN 
de E } di 
Ra A dp— 
E -Xxdx SEA A [um cw dm ut zi 
= (x--V(i--zx))V (2b) E Vx) T 


T dx (V (1 xx)-— x) 

— (x--Y (1-1 xx)) V (tr 
dx(V(1-4—xx)—2) ; 

VAR) Oca) Si frac- 

tonis fi numerator ac dehominaror multiplicetur per 

Y (14 


Fiet ergo-differentiale 


quaefitum dy — f 
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Y (xx), fiet dy = Y Gc) 


_ dx-p2xxdx 
— Varr) 
Idem. diferentiale alio modo commodius- inueniri po- 


— 2xdx. 


teft; cum enim fit y = i ay multiphcetus 


x 
va 
numerator ac denominator per V (1Hxx)—x" , fietque 
y=xV (1er) — xx — V (0? rt)— xx , 

cuius differentriale per priorem regulam eft 
dandy man d s codxe--2xxdx 
C VG) TV tro 


V. Si fuerit. y =(0 tx) (bx) (x— c), erit 
dy (ax) (bx) dx— (a--x) (x— c) d+ (0%) (00) dx. 


—2xdx —23xdx. 


dy 


VL. Si fuerit y .—— x (adawa) V (aa — ex). 
Ob tres -faltores ergo reperietur 
dy = dx (an exe) V (aa4— xx) 2 xd x Y (aimer) 
. Xwdx(aa-|-xx) | dx(at—--aa vx x — 4x1) 


Vlaa—ax) 27 V (aa—xx) 3 


164. Quanquam etiam fraCtiones.in faCtoribus com- 
prehendi poffunt, tamen commodius vtemur regula frac- 
tionibus differentiandi' inferuiente. "Sit erpo propofita 


P - D * " . - . > 

haec fratio L, uius diferentiale inueniri oporteat. 
[/ a 

Quoniam pofito wd» loco zx fraftio illa abit in 

fe 


136 (AB Sx 


pide (E prs POT dod 
gr 1 


Ed E N rep? 
vnde fi fratio ipfa P Gubtrahatur, remanet eius differentiale 


4 
d d d 
4T — eut M ob euanefcentem terminum ra, 
4 74 
y 6 dp — pd 
Hinc ergo erit 4. Es vnde haec regula 


pro differentiatione cuiusque fra&tionis enafcitur. 4 dif- 
ferentiali numeratoris per denominatorem multiplicato fub- 
trahatur. diferentiale denominatoris per mumeratorem mul- 
tiplicatum, refiduum dividatur per quadratum denominato- 
ris, quotusque erit diferentiale fractionis quaefitum. Cu- 
ius regulae vfus per fequentia exempla illuftrabitur. 


L Si fuert => SECO LE hanc. regulam 
p (aa nx) de —arxde (aa xx) dx 
Pa laa ex)? Aaa 9)? ^ 
IL Si fuerit. y= Kiert ; reperitur 
j aa — XX 


YE 05 p METRA 
ene g redada 
& fata reduftione dy = aaax) V (3-9) 


Saepenumero expedit ea regula vti, quae fequitur. eX 


formula priori 7. PIT, qua differentiale frac- 
7 . 

tionis aequale reperitur differentiali numeratoris per de- 

no- 
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nominatorem diuifo, demto .differentiali denominatoris 
per numeratorem multiplicato at per quadratum deno- 
minatoris diuifo. lta 
dü0—xx 

at-I-aaxx--x*? 

-2xdx (aa——xx) (24axdx——4x3 dx) 
a*—L—-aaxx--xt (at aaxx at )2 
quae ad eundem determinatorem reuocata praebet. 


III. Si fuerit -y = erit 


dy En 


-2xdx(2a*—-2aaxx——x*). 


(atHaaxx xt)? 


dy 


165. Haec iam füfficiunt ad cuiusque funClionis 
rationalis ipfius x propofitae differentiale inueftigandum ; 
fi enim fuerit integra modus differentiandi iam fupra 
eft expofitus. — Sit igitur funCtio propofita fra&a, quae 
femper ad huiusmodi formam reducetur : 


ABr Crt -4- Dx3-- Ex*-L—-F x5-1- &c. 
— aH br yr doo rto das be. 
Ponatur numerator — p & denominator = 4, vt fiat 


no . —gdp— pag 
=^; eritque dy ==, 
de q? q 14 


p = AHB rH Cr? +Dx?24-Ex1*+ &c. 
& ye Er- yrr i r3 H e x*-L- &c. 
erit dp Bdx-- 2C€xdx——3Dx*dx + AEx3dx —- &c. 
& d;—64dx«-I-2yxdx-1-30x* dx ——4 €x*d x + Sc. 


At cum fit: 


S vnde 
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vnde-per multiplicationem obtinebitur : 

4dp —aBdx-|-2 aC xdx 30D x*2x—— 44E x? dx 8c. 
-- 6B xdx--26Cx*dx—- 36Dx3 dr &c. 
—LyBxs*dx-L-2yCx35dx—L-&c. 
-+ ô B x34x—- &c. 
pij 6A dx 6Bxdx H 6C x*dx + 6Dx?dx 4 &c. 
—L-ayAxdx-L- 2yBx*dx —- 2C x? dx- &c. 
—-30Ax*dx ——30Bx5dx -— &c. 
-L-46AÀx32x —L- &c. 

Ex his ita que obtinebitur differentiale quaefitum : 


-aB jy gian 39D --4aE sa EP 


nm AS vis o xoda 28D qq, 7 38E 
y = Y 
— m — À — ô a” E 
2057 IEB 
—5íA 


or da saa RA 

(a-1- 8x 4 y xt - 0x2 p -ex* 2 9-p- R? 
Quae expreffio ad cuiusuis fun&lHionis rationalis differen- 
tiale expedite inueniendum maxime eft accommodata. 
Quamadmodum enim numerator differentialis ex coeffi- 
cientibus numeratoris ac denominatoris funétionis pro- 
pofitae combinatur, ex infpe&tione mox intelligitur." De- 
nominator vero differentialis eft quadratum denominato- 
ris fun&tionis propofitae. 


166. 
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166, Si fraftionis propofitae vel numerator vel de- 
nominator vel vterque ex fa&toribus conftet, multiplica- 
tione a&u inftituta orietur quidem forma, qualem modo 
differentiauirnus ; attamen facilius pro his cafibus regula 
peculiaris formabitur. — Sit igitur propofita huiusmodi 


fractio 3m. | Ponatur numerator gr-zP, vt. fit 
JP —pdr rdp. Atque ob y— E erit y, 
fubíticutis autem loco P & 4P as: habebitur: 
L Si fuerit y -7 E 

eius diff. dy DLiinm T amic 


44 
Si fit y — 5 , pofito denominatore gs = Q , 


d es dl 
erit 20—44s-41-542, & dy= 2222. Quare 


g955$ 
: ; HP: 
H. Si fuerit y = p" 
erit dy =P i e E d 


q945s 
: : r > 5, 
Si fuerit y => ; ponatur pr—P € 4:—Q, vt ha 


uz | Q4P—P2Q. 

== dy= A $ 

beatur y= Q & dy 00 Cum. autem 
fit dP—pdr +rdp 8% d4Qr-244s:--:44, prodi- 
bit fequens differentiatio : 

S 2 III. 


r4o eR BOIS 


L : " 
UL Si fuerit y — s 
erit 4 P IEPS ALEA Bn comp redd 
es 455 apes 
_rdp pdr prdg prds 
oca. ABE Tias 


Simili modo, fi numerator ac denominator fraftionis pro- 
pofitae plures habeant faCtores , differentialia eadem ra- 
tione inueftigabuntur; neque ad hoc ampliori manuduc- 
tione erit opus. Quamobrem quoque exempla huc per- 
tinentia praetermitto, cum mox modus generalis. has 
omnes differentiandi methodos particulares comple&tens 
afferetur. 


167. Dantur auteni cafus tam produttorum quam 
fra&ionum, quibus differentiale commodius exprimi po- 
teft, quam per regulas generaliores hic expofitas. Eue- 
nit hoc fi factores, qui vel functionem ipfam, vel func- 
tionis numeratorem aut denominatorem conftituunt, fue- 
rint poteftates. 


Ponamus funCtionéem differentiandam effe y — p" 7", 
ad cuius differentiale inuenienduía fit p" —P & 770,» 
vt fiat y=PQ_ 8 dy—P4QA- QZP: Cum autem fit 
dP=mp"-"dp 8 dQ-4"-44, fiet his valoribus 
fubftitutis : 
dy np" dq mp gr dp pro > (2pdq—+m4 dp); 
vnde fequens oritur regula : 


I Si 
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L. Si fuerit y — "2" 5 

erit dy = prj (npdq + mgdp) 
Simili modo fi tres fuerint fatores, differentiale inuenie- 
tur, ac reperietur hoc modo expreffum. 


IL Si fuerit y = p”g*r*; 
erit dy =p" rt(mqrdp+-8prdgHkpgdr). 


168. Sin autem fuerit propofita fragtio, cuius vel 
numerator vel denominator habeat faftorem:, qui eft: po- 
teftas, regulae quoque particulares tradi poterunt. Sit pri- 


m 
mum propofita huiusmodi fractio y=, erit per regu- 
4 


mp" dp —pr dq 
14 1 
quod differentiale commodius fic exprimetur. 


p^ 


IL Si fuerit y = y 


lam fra&ionibus inferuientem 2y— 


pr mgdp—pda) 
14 y 
Sit iam y= ^ , fiet per eandem füperiorern regulam 


ert dy. — 


podes ausa. MÀ 
(ig 
denominator per 7? diuidatur, erit dy = 


, cuius expreflionis fi numerator ac 


¿dp -—nupdd4 
Quamobrem. 

IL. Si fuerit y = P M enit dy= ci Ad 
Quod 


ga 
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- m 
Quod fi vero proponatur y => 5 inuenietur 


m-i gady = nd 
A, ma Tr "nt E uei quae reducitur ad 


mpr-9dp——tprdg - 
ga 


ML Si fuerit Vig 


idi 


dy — Quocirca 


Ea: 4y — 2 Un HALE kol imei od A 
7 


Denique fi propofita fuerit huiusmodi fra&tio y = 27 ; 
habebitur per fegulam fraftionum generalem 
dy o qc niit i M Lo ons det mido 
P 2m q?” 2 
cuius expreffionis cum numerator & denominator » di- 
vifibilis per p7—-1:4»—!: 


y 


IV. Si fuerit. y = bent 
_pgdr —mgrdp c—nprd4 | 
erit dy — EUNT Hu LEER 


Si plures occurrant fatores, huiusmodi regulae - fpecia- 
lés quas verbis exprimere füperfluum foret, facili ne- 
gotio pro quouis cafüs erui poterunt. 


169. Regulae differentiandi quas hactenus expofui- 
mus tam late patent, vt nulla excogitari poffit funCtio 
ipfius x algebraica, quae nor earum ope differentiari 
que- 
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queat. Si enim funétio ipfius x fuerit rationalis, vel 
erit integra vel fracta, priori cafu $. 159. modum dedi- 
mus eiusmodi fruCtiones differentiandi, pofteriori vero 
cafu in $. 165. negotium abfoluimus. ^ Simul vero eti- 
am compendia, fi factores inuoluantur, differentiationis 
exhibuimus. Deinde vero etiam quantitates irrationales 
cuiusuis generis differentiare docuimus, quae quomodo- 
cunque functionem propofitam afficiant, fine ei per ad- 
ditionem, fiue per fubtraftionem fiue multiplicationem , 
fiue diuifionem fint implicatae, perpetuo ad cafus iam 
trattatos reuocari poterunt. Intelligenda autem haec funt 
de funclionibus explicitis; nam de implicitis , quarum 
natura per aequationem datur, infra, poftquam funGtio- 
nes duarum pluriumue variabilium differentiare docue- 
rimus , tractandi locus erit. 


170. Si regulas hic traditas fingulas perpendamus 
atque inter fe conferamus, eas omnes ad vnam maxime 
vniuerfalem reducere poterimus ; quam autem infra de- 
mum rigida demonftratione munire licebit; interim ta- 
men & hoc loco non adeo difficile erit eius veritatem 
attendenti intueri. Funttio quaecunque algebraica com- 
pofita eft ex partibus, quae vel additione vel fübtra&tio- 
ne vel multiplicatione vel diuifione inter fe erunt com- 
plicatae; haeque partes erunt vel rationales vel irratio- 
nales. . Vocemus ergo iftas quantitates funétionem quam- 
vis conftituentes eius partes. — Ta pro qualibet porte 
fendio propofita feorfim ita differentietur, quafi ea pars 
Jola effet variabilis, reliquae vero partes omues conftantes. 
Quo 


144 mam TP 
Quo fato fingula ifta. differentialia, quae tx fingulis par- 


tibus modo deferipto eliciuntur, in vnam fummam colligan- 
turs ficque  obtinebitur differentiale functionis propofitae. 
Huiusque regulae ope omnes omnino fun&iones diffe- 
rentiari poterunt, nequidem transcendentibus exceptis, 
vti. infra oftendetur. 


171. Adregulam hanc illuftrandam ponamus func- 
tionem y duabus conftare partibus, fiue per additionem 
fiue fubtra&ionem connexis, ita vt fit y —g 3-4.  Pe- 
natur primo fola pars p variabilis, altera 4 conftans erit 
differentiale — dp, deinde ponatur altera pars +7 fola 
variabilis, altera vero p conftans, eritque differentiale 
— -- 44. Atque ex his differentialibus differentiale 
quaefitum ita componetur, vt fit dy = dp + dq, omnino 
vti idem iam fupra inuenimus. Hinc vero fimul liquet, 
fi fun&io pluribus conftet partibus, fiue inuicem addi- 
tis fiue fübtractis, nempe 4 =Pp2H9 5755, Ope huius 
regulae inuentum iri dy =dp+dq+Hdr+ds, plane vti 
& fuperior regula docebat. 


172. Si partes fint in fe inuicem multiplicatae, ita 
vt fit y — p45 manifeftum eft pofita fola parte p varia- 
bili, fore differentiale — 4p; at fi altera pars 4 fola 
variabilis ftatuarur, erit differentiale — 7447.  Addantur 
ergo haec duo differentialia inuicem, atque prodibit dif- 
ferentiale quaefitum dy = 44p +— pd7, quemadmodum 
ex iam allatis conftat. Si plures fuerint partes per mul- 
tiplicationem connexae , fcilicet y =pgrs, fi fücce(liue 

vna- 
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ynaquaeque fola variabilis ftatuatur, orientur ita differen: 
tiala  : grsdp, prsdg, pgsdr, & perds, 

quorum fimma dabit differentiale quaeficum , nempe 

dy — grsdp +prsdq -+ pgsdr —-pgrds; 

prorfus vti iam ante inuenimus. Differentiale ergo ex 
totidem partibus componitur, fiue partes functionem 
conftituentes fint inuicem additae fubtrattaeve , (iue in 
fe inuicem multiplicatae. 


173. Si partes funionem formantes per diuifio- 
nem fint connexae, nempe y — T ponatur fecundum 
regulam primum fola pars p variabilis, eritque ob 4 con: 
ftans differentiale -1 deinde ponatur fola pars 4 va- 


riabilis ob y = p4-', erit diferentiale = — pd , quae 


duo differentialia colle&ta dabunt differentigle fun&tionis 
dp  pdq. .4dp ——p44 

oropofitae dy = 2 —4 A 

iio E v. dr 97 : 

iam fupra inuenimus. ` Simili modo fi fun&tio propofita 


lit. 9. 22 , ponendo fücceíliue fingulas partes. folas 


ficut 


p,g,* & s variabiles, prodibunt fequentia differentialia : 
= ; d. 
gdp. pdq. =p9dr. q PH vnde fit 


(2 iei rrs ? rs 


2525 qrsdp+Hprsdq—pqsdr—pqrds 
ye YYSS uy: 


T 
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174. * Dummodo ergo fingulae partes, ex quibus 
fun&io componitur, ita fuerint comparatae, vt earum 
differentialia exhiberi queant , fimul quoque totius func- 
tionis differentiale inueniri poterit. . Quodfi igitur partes 
fuerint funétiones rationales, tum earum differentialia 
non folum ope praeceptorum ante iam datorum inue- 
niuntur, fed ea quoque ex hac ipfa regula generali erui 
poterunt: fin autem partes fuerint irrationales , quia ir- 
rationalitas ad poteftates, quarum exponentes funt nume- 
rifra&i, reducitur, eae per differentiationem  potefta- 
tum, qua eff Z.x»— zx"-'dx differentiabuntur. At- 
Que ex eodem fonte haurietur quoque differentiatio eius- 
modi .formularum irrationalium , quae alias infuper ex- 
prefliones furdas inuoluunt. Vnde patet fi cum regula 
generali hic data, infra vero demonftranda , coniunga- 
tur regula differentiandi poteftates, tum omnium omnino 
fun&ionum algebraicarum differentialia exhiberi poffe. 


175. FX his omnibus iam dilucide fequitur, fi y 
fuerit funétio quaecunque ipfius x, differentiale eius dy 
huiusmodi habiturum. effe formam dy. = pdx, in qua 


valor ipfius p per praecepta hic expofita femper affignari- 


queat. Erit autem p functio ipfius x quoque algebraica, 
cum in eius determinationem. nullae aliae. operationes. in- 
grediantur, nifi confüetae, quibus functiones algebraicae 
conftitui folent. Hancobrem fi y fuerit functio algebrai- 


; d y M - 
ca ipfius x, erit quoque ^ functio algebraica ipfius x. 


Atque fi æ fuerit etiam functio algebraica ipfius +, ita vt 
fi d% 
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fi ds — dx, ob'y fuh&tionem algebraicam ipfiùs xerit quo- 


que - functio algebraica ipfius x, quippe quae eft = T 
J 
2 de. 
Quare fi huiusmodi formulae in expreffionem cete- 
ra algebraicam ingrediantur ,: eae. non impedient , quo- 
minus ea expreflio fit algebraica, dummodo y & s fuc- 
rint functiones algebraicae. 


176. Poterimus autem hoc ratiocinium extendere ad 

différentialia fecunda $ fuperiorem ordinum. ' Si enim 
manente y funétione algebraica ipfius x, fuerit dy — p4x , 
atque dp — 44x; erit fumto differentiali 4x conftante; 
ddy — 4dx? vti fupra vidimus. ^ Cum igitur ob. ratio: 
nes ante allegatas fit quoque 4 functio algebraica ipfius 
ddy 
dx? 
fun&io algebraica ipfius x, dummodo y fuerit eiusmodi 
diy d* 
m > A , &c. 
fun&tiones algebraicas ipfius, x, modo. y. fuerit. talis; at. 
que fi s fit quoque funétio algebraica ipfius x, omnes 
exprefliones. finitae ;. quae ex. differentíalibus cuiusuis, lor- 
dinis ipfarum y, s, & ex dx componuntur cuiusmodi 
ddy | d3y , dxd*y. 
adz >> daddy” dy diz? 
nes algebraicas ipíius «4. 


x, erit quoque non folum quantitas finita, fed etiam, 


funétio.. Simili modo perfpicietur, fore 


funt &c.. fimul erunt. funétio- 


T 175. 
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177. "Cum igitur nunc methodus fit tradita cuius- 
que funétionis ipfius x algebraicae differentiale primum 
inueniendi, eadem methodo potérimus quoque differen- 
tialia fecunda altiorumque ordinum inueftigare. Si enim 
5 fuerit fun&tio quaecunque algebraica ipfius x, ex eius 
differentiatione dy: pd» innotefcer valor: ipfius p. Qui 
fi denuo differentietur atque reperiatur dp — 44», erit 
ddy —'4dx?, pofito dx conftante, ficque definietur dif- 
ferentiale fecundum.  Differentiando porro 4, vt fit 
dg = rdx, habebitur differentiale tertium d3y — rx? 
ficque. vlterius. differentialia. aliorum | ordinum indaga- 
buntur; quoniam. quantitates p, 7, 7, Sc. omnes funt 
fun&iones ipfius x algebraicae, ad quas differentiandas 
praecepta data fufficiunt. Hoc ergo efficietur continua 
differentiatione ; omiílis enim dx, in differentiatione ip- 
.fius y; prodibit valor ipfius 2 = p, qui denuo diffe- 


rentiatus ac diuifus per da, quod fit dum: vbique diffe- 


A : 2 dd 
rentiale 4x omittatur, dabit valorem ipfius ; = Sn 
. 5 T d3y 
Simili modo porro inuenitur r = dis &c. 
: Js aa 3 * e. - 
L Sit y= EAEE ter cuius differentialia tam prima 


quam fequentium ordinum requiruntur, 


Primum ergo differentiando fimulque per. de diuidendo 
-20X 


79: ax o 
en dx — (aaya)? 


hincque porro 
ddy 
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ddy | -zat*-6aaxx 
| de TEA 
d3y —244*x-— 24a4ax3 
| des  (aapxx)* . 
| d*y  2405—— 240a$xx—-120aax* 
dx*^ (aa xx)? 
diy . -72049x——24002*33——720ax* l | 
gus Tw (aa xx)" 


&c. 


H^" =Ó mute , eruntque differentialia pri- 


mum & fequentia : 


dy a 
de 


(1 —xx0)* 


ddy__ 1 420% 


rm 
dy re 
nidi (1—ax) 
d*y 9-725 - agat 
visis G— xr)? 
pes (—x1x) 7 


d*y  225-1-4050x?—|- 5400 x*—- 720 x* 
dis — AT FTE 
(1—11) 2 


&c. 
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Haec Differentialia facile vlterius continuantur ; interim 
tamen lex , qua termini eorum progrediuntur, non cito 
patet. Coefficiens quidem :fupremarum ipfius x. potefta- 
tum femper eft productum numerorum naturalium, ab 1 
vsque ad ordinem differentialis, quod quaeritur. . Inte- 
rim fi has formas vlterius continuemus atque perpenda- 


mus, deprehendemus fore generaliter, fi JT ( z wr 
LEN 

Y, 2 1.2.3... «2 de (mm =p 

dan a TA— Aa € at m2 mL 


I. 24. 


1.3 n(n1) (12) 2)(2—3) RA Ea: s eeu e 
4 e T 3e E DM O ipod caes 
13:57 209-1)... (77, 

ACE MAR M Ra uncle oe 
Huiusmodi ergo exempla non folum inferuiunt, ad ha- 
bitum in differentiationis negotio acquirendum , fed eti- 
am leges, quae in differentialibus omnium ordinum ob- 
feruantur, per fe funt notatu digniffimae, atque ad alias 
inuentiones deducere poffunt. 


CAPUT 


i$ o Ze 851 


CAPIT. V 


DE DIFFERENTIATIONE FUNC- 
TIONUM TRANSCENDENTIUM, 


178. 


Pe infinita quantitatum transcendentium feu non 
algebraicarum genera, quae calculus integralis fup- 
peditabit, in Introduétione ad analyfin infinitorum ad co- 
gnitionem aliquot huiusmodi quantitatum magis víita- 
tarum nobis peruenire licuit, quas doCtrina de logarith- 
mis & arcubus circularibus függefferat. ^ Quoniam igi- 
tur harum quantitatum naturam tam dilucide expofuimus, 
vt fere- eadem ‘facilitate atque quantitates aleebraicae in 
calculo tra&tari queant, earum quoque differentialia in 
hoc capite inueftigabimus ,. quo earum indoles ac proprie- 
tates clarius perfpiciantur; hocque patto aditus ad calcu- 
lum integralem, qui quantiratum transcendentium eft fons 
proprius, patefiat. 


179. Primum igitur occurrunt quantitates logarith- 
micae, feu eiusmodi funétiones ipfius x, quae praeter ex- 
preffiones algebraicas quoque logarithmum ipfius x, feu 
cuiusuis ipfius fun&ionis inuoluunt. Ad quas differen- 
tiandas, cum quantitates algebraicae nullum negotium am- 
plius faceffant , omnis difficultas in inueniendo differen- 
tiali logarithmi cuiusque ipfius x fun&lionis erit pofita. 
Quia vero logarithmorum plurima dantur genera diuerfa, 
quae 
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quae tamen inter fe conftantes tenent rationes, hic loga- 
rithmos hyperbolicos potiffimum contemplabimur, cum 
ex iis omnes reliqui logarithmi facile formentur. Si enim 
fun&tionis p logarirhmus hyperbolicus fuerit — /p, tum 
eiusdem fun&tionis p logarithmus ex alio canone defum- 
tus erit — mlp, denotante z numerum, quo relatio hu- 
ius logarithmorum canonis ad hyperbolicos exprimitur. 
Hanc ob caufam /p perpetuo hic defignabit logarithmum 
hyperbolicum quantitatis p. 


180. Quaeramus ergo differentiale logarithmi hy- 
perbolici quantitatis x, ponaturque y= Zw, ita vt diffe- 
rentialis Zy valor definiri debeat. Ponatur dx loco 
x, ficque tranfibit y in y*—5-1-4y 5 quare habebitur 


y+dy= UK Hdx) & E -d3) — 11-55), 


At iam fupra logarithmum hyperbolicum huiusmodi ex- 
preflionis 143 ita per feriem infinitam exprelfimus, vt 


2? 2,3 gt 
eflet ¿Comedores tnus putem edo Suc. 


dx d gn 
Pofito ergo — pro s, obtinebimus : 


Cum igitur huius feriei omnes termini prae primo eua- 
> : dx ; : 
nefcant, erit d. /x2249 — —. Vnde alius cuiuscunque 


logarithmi, cuius ad hyperbolicum ratio eft vt 5:1, di£ 
; : ndx 
ferentiale erit C2 > 
Wave 181, 
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181. Si igitur cuiusque ipfius + funttionis p loga- 
rithmus /p proponatur, eodem ratiocinio reperietur eius 
: ; d : Ie 
differentiale effe — A , vnde ad logarithmorum diffe- 
rentialia inuenienda haec habetur regula. Onantitatis p, 
cuius. logarithmus proponitur, fumatur differentiale, hoc- 
que per ipfam quantitatem p. diuifum dabit differentiale lo- 
garithmi quaefitum.. Sequitur haec eadem regula quoque 
p? — I o 


ex forma , ad quam fuperiori libro logarithmum 


ipfius p reduximus. Sit œ — o, & cum fit 
TEP wi x-— esc AR. o ce dp b 
E 3 enm A" I DES d —p P O 


d s : 
wo. Notandum autem ts efle differentiale loga- 
rithmi hyperbolici ipfius p ; ita vt, fi logarithmus vulga- 
: A deu. d 
ris ipfius p proponeretur, differentiale illud multipli- 


cari debéret per hunc numerum 0,43429448 &c. 


182. "Ope huius ergo regulae, cuiuscunque func- 
tionis ipfius x logarithmus proponatur, eius differentiale 
facillime inueniri poterit; quemadmodum :eX fequentibus 
exemplis perfpicietur : 

: dx 
L Sift yix; ert 4y— —. 

Il. Si fit y=/x”; ponatur x"—p, vtfit y—/p, eritque 
da 
g=”. At eft dp—Zux”»-"dx, vnde fit d==. 


P 
V Idem 
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Idem quoque éx logarithimoruni natura colligitur ; cum 


enim fit /x?-—z/x , erit dlxr—a2dlr— dz $ 
x 


2xdx 
ra” 
quia erit y —=—/V (1—xx) 


IIl. Si fit Kr AME erit dy= 
IV. Si fit y=! yntm emt 
—El(i-sx), inuenitur dy: de 
EAT 

C67 ATRIIS LT e amie MR 
aua RAE dx 
er 0 x (3x) 


VL Sifit y —(x--YGa-4-22)), fiet 


dy det ade Var) ade de V (14-12) 
e T E) E) 
cuius fraCtionis cum- numerator ac denominator per 
dx 
Y (1-4—xx) fit diuiibilis fier dy = VAR" 


V. Si fit 


. fiet gaa 


VIL Si fit y AE Kx V —+V(1—x2)), ponatur 


V—1%. Atque ob ayiov Gb 2)), 

erit per praecedens dy = Mui ds;V (1-22) 

Quare, ob dz = dx Y — 1, fiet ME 
— YN 


Quamuis ergo logarithmus propofitus imaginaria inuol- 


vat, tamen eius diferentiale fit reale. 
183. 
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183. Si quantitas, cuius logarithmus proponitur, ha- 
beat faCtores , tum ipfe logarithmus in plures alios re: 
foluetur hoc modo: Si proponatur y == /p4*5, quia erit 

1 d d ; 

y=/p+lqHlrels, erit dy= PR 51 D dI 
Haec refolutio pariter locum habet , fi illa quantitas, cu- 
ius logarithmus differentiari debet, fuerit fra&tio. Sit enim 
c AR i: ipie aa dp dq dr. dr 

yc io ob y=/p +1 — Ir — 15, eit RES "iori 
Neque etiam poteftates difficultatem 1nouebunt , fi enim 


fuerit Ug ob. y zz mlp-i-nig—p Ir —vI5, 
ToS 

mdp ndg pdr yds 

AS e 

L Si fuerit y = (ax) (bx) (cx), quia erit 


y —Ka+x) ++) + 1L(c+ew), fiet differentiale quaefitum 


erit dy= 


UL ME dx dx 
2) aedi UP EE AE 
II. Si fuerit des. erit y 22i (12 x) 1/10), 
: _ dx TdX— E 
hincque dy prem pr I m X AE 
: gae. Y a--xx)-4—* m 
Ill. Si fit 9-27 O ii ob yi (V (Hr) +) 
5 Y , == 4dx UC AA 
—H Vr, erit NACER Vatar) — 
wood 


HERO" Hoc idem facilius inuenitür, fi in fraétione 
V2 Ya 
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—. , irrationalitas in denominatore tollatu 

YG-Lxx)—5 nca 

multiplicando | numeratorem ac denominatorem per 
V(i--xx)---x , prodibit enim 


y =3 LOG) -4)* — LOL) +), 
dx 
cuius differentiale ante vidimus effe dy = MES: 


Var) Var) 
IV. Si fit 3— aa Va 
fraftionis numerator V(1H4)+V(M1—a) =p & de- 
nominator V (1-1—x) — V(1—x)— 7, erit ym =p- 
de dx uS XI 
Gm) :YG-—x) 7 


-da dri Soin ae -gdx 
2V (1—xx) (A rade di Y Qni aes 2 Va —xn) & 


dx dx _ pd dx 
FT RN 2V(—x) =— — Varr) 
dp 2- mngda | pd "np 
$ 4 spa ixa) 2 V (40) zpi G=)" 


At A pp =4 & p7 72%, vnde erit 
EN dx 

DE AA d 

inuenietur, fi logarithmus propofitus ita transformetur, 


a EV arx) f vt 
mE SUE EYE Di 


Polito 


Ponatur huius 


soja Le dq . Eftvero 4pzz ——— 
Asa Rl dios 


dg— Hinc fiet 


Hoc autem. differentiale facilius 


NR: PUTA KR X57 


I o 
Pofito enim "hs Y (ier) os CHN 


| E 

| d NER T. er de di 

| PT MEN Xx eV (1—xx) 
UT 


Lu ndx(1--V(1i—xx)) 
i xxVy (1—«x) 
dp... do 

po V(G—xx) 


, ideoque, ob Mi 


ent” 4)— vt ante. 

| 184. Cum igitur logarithmorum differentialia pri- 
ma, fi per d+ diuidantur, fint quantitates algebraicae, dif- 
ferentialia fecunda ac fequentium ordinum per praece- 
pta praecedentis capitis facile inueniuntur, fiquidem dif- 
ferentiale dx affumatur conftans. Sic pofito 


ALA erit 

dy= a yc ee c 

odir a Hs 

y e wu => 
&c. 


V3 
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Atque fi p fuerit quantitas algebraica, fitque y—/p, etiamfi y 

dy, ddy, d3y 
de) de qe) SC 
erunt functiones algebraicae ipfius +.” 


non fit quantitas algebraica, tamen 


185. * Expofita logarithmorum differentiatione, func- 
tiones, quae ex algebraicis ac logarithmis fünt permixtae, | 
facile differentiabuntur, perinde atque eae, quae ex lo- 
garithmis folis componuntur; vti ex fequentibus exem- 
plis fiet perfpicuum. 


L Si fit y—(/x)?, ponatur /xZzp, atque ob. —p* 


è de. i 2d. 
erit dy—2pdp; verum dp— = ideoque erit dy = tz I. 


: dax 
Il. Simili modo £i fit y — (xy, erit d} = T (Ix), 


th t 
í Ñ e Dira y ii cdd: 
IH vnde, fi fit y——V Ix, ob 2%, erit dy = EXE 
| HL: Atque fi p fuerit functio: quaecunque ipfius x, 
W $ zd 
i j ponaturque y= (/p)"'erit dy (1p)"=. Quare cum 


| differentiale dp per praecedentia affignari poffit, erit quo- 
"I que differentiale ipfius y cognitum. 
M IV. Si fit y = Ip. 19, fuerintque p & 4 funGiones 
| quaecunque ipfius x, per regulam factorum füpra datam 
> d, d 
erit dc HAE. 
V. Si fit y = x/x; erit per eandem regulam 


dy =dxlx + Li — dxly dx. VI, 
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I : sl. Y 
VI. Si fit yl — xm, differentiatione fecundum 
partes inftituta, reperietur d.x"Ie— mathe 4 xni, 
I . 
8 d— «Tx dr, ynde erit dy —=mx"-Tdrlo. 
m 


VIL. Si fit y— x"(ix)", fiet dy — marida (ls)» 
Y onxm-da (La). 
VIII. Silogarithmi logarithmorum occurrant, vti fi fue- 
: d 
rit y—//x, ponatur /x—p, erit y——/p, & dy = P 


d. d 
at eft dpz 7, vnde fiet dy = - 


alas 
IX. Atque fi fuerit y — ///x , fi ftatuatur 7x — p, fiet 
; ] 
y — Hp, eritque per exemplum praecedens D= p at eft 
de AU i dx 
e MESS. y ji c dioa. 
dp— e quibus valoribus fubftitutis habebitur Dy — 


r86. Expofita logarithmorum differentiatione, pro- 
grediamur ad quantitates exponentiales, feu eiusmodi po- 
teftates, quarum exponentes fint variabiles. Huiusmodi 
autem ipfius x funétionum differentialia per logarithmo- 
rum differentiationem inueniri poflunt hoc modo. Quae- 
ratur differentiale ipfius «*, ad quod inueftigandum po- 
natur y=a4*, eritque logarithmis fumendis Zy = x/7. 


AUN be: Mio od 
Sumantur iam differentialia, atque obtinebitur 2 — 44:7; : 


vnde ft dy=ydxla, cum autem fit y—a*, erit 
dy=a*dxla, quod eft differentiale ipfius 2%. Simili 
mo- 
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modo, fi fit p funttio quaecunque ipfius x, huius quan- 
titatis exponentialis a? differentiale erit — a?4p/a., 


187. Hoc idem autem differentiale immediate ex 
natura quantitatum exponentialium in introductione ex- 
pofita deduci poteft. Sit enim propofita 4P, denotante p 
fun&tionem quamcunque ipfius x, quae, pofito *-+-dx 
loco x, abeat in p-|-4p. Vnde fi ponatur y = aP, 
fi x abeat in dx, erit y 4— dy — a?--??, ideoque 
dyar tip a? =a? (a4? —1). Offendimus autem fu- 
pra, quamuis quantitatem eco az per huiusmo- 


di feriem exprimi iepel ee de PEE : H &c. 


5 dp? 


vnde erit a4» = : + dpla + Dus +: 80. , & 


44? —31 —— dp/a , quia fequentes termini prae 7p/a omnes 
euanefcunt. — Confequenter erit dy = d: aP — a? dpla. 
Quare quantitatis exponentialis a? differentiale erit pro- 
ducum ex ipfa quantitate exponentiali, exponentis diffe- 
rentiali dp, & logaritlmo quantitatis conftantis a, quae 
ad exponentem variabilem eff euecta. 


188. Si igitur e fit numerus, cuius logarithmus hy- 
perbolicus eft — 1, vt fit /e— 1, erit quantitatis ex dif- 
ferentiale = e*Zx. Atque fi dx fümatur conftans, erit 
huius differentiale = e*4x? , quod eft differentiale fecun- 
dum ipfius e*. — Simili modo différentiale tertium erit 
ccetdx?. Quare fi fit 


y= 


CAPUT FE 
ye"*, erit deca &  ——— — atenk 


dy 
porroque a mem dumme y &c. 


Vnde patet ipfius e^* differentialia primum, fecundum 
& reliqua fequentia conftituere progreílionem geometri- 
cam: eritque ergo differentiale ordinis m ipfius e?» — y, 


dm y dmy 


dem 0935 hincque igitur —= quantitas 


nempe db 
conflans 2”, 

189. Si ipfa quantitas, quae eleuatur, fuerit varia- 
bilis , eius differentiale fimili modo inueftigabitur. . Sint 
p & 4 fun&iones quaecunque ipfius x, ac proponatur 
quantitas exponentialis y = p?. Sumtis logarithmis erit 


i ; AMETE NU 
ly = 2/p, quibus differentiatis erit y = dglp + re, 


d 
vnde fit dy 941 H E —pidglp + qpt-idp, 


ob. y=p1. ¡Hoc ergo differentiale conftat duobus mem- 
bris, quorum prius p1dg/p oritur, fi quantitas propofita 
pi ita differentietur, quafi p effet quantitas conftans, fo- 
lusque exponens 4 -variabilis : alterum vero membrum 
4p1-'dp oritur, fi in quantitaté propofita p? exponens q 
tanquam conftans fpeftetur , folaque quantitas p, quafi 
eflet variabilis, tra&etur. Hocque ergo differentiale per 
regulam generalem differentiandi fupra traditam inueniri 
potuiffet, 

X 190, 
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190. Eiusdem vero exprefüonis p diferentiale 
quoque ex natura quantitatum exponentialium erui po- 
teft hoc modo : fit y =p, eritque, loco. a, pofito xx, 
vtique 3-1-43—( p—-4p)1-?1, quae expreflio, fi more 
folito in feriem refoluatur, fiet 

9 dy = pt + (1-44) pd dp 

) dga% 
M- a [nmi em pit- dp? — &c. 
: ideoque 


dy = pi+dai— p1 + (q4—44) p17-?1- dp, 
fequentes enim termini, qui altiores ipfius 7p poteftates 
inuoluunt, prae (74-44) 1--71—14p euanefcunt. At eft 
pi 41 —gazzpt(p414—3)—p1(1-- dqTp - dg? (Jp? -- &c.—x) 
—pidgip. Yn altero vero termino (9 -dg)pt--44—1dp, 
fi loco 41-44 fcribamus 4, orietur 4p1—!4p , ideoque 
diferentiale erit vt ante 2y—4144/p—-4p1—'dp. 


191. Facilius vero hoc idem differentiale ex natu- 
ra quantitatum exponentialium inueftigabitur, hoc mo- 
do: Cum, fumto e pro numero, cuius logarithmus. hy- 
perbolicus eft: — 1, fit p c—etl?, vtriusque enim loga- 
rithmus eft idem 4/p; erit y—e1/?. . Quare, cum nunc 


i j 
quantitas eleuata e fit conftans, erit dy —e1'? Carp + Pe 


vti ante oftendimus in regula $. 187 dara.  Reftitua- 
tur igitur p? loco e?/^?, fietque 


dy c pid4lp-1- ptqdp p — pd pH qpi*dp. ^ 
i 
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Si igitur fuerit pwm, erit dy— x*dxIx 4* dx; 
atque hinc quoque eius vlteriora differentialia definien- 
tur: reperietur enim: 


72 = (ode) 

dy a 3 3 (13-772) 1 

ZB mt (Gite RL) 
Sc. 


192, Inter differentialia. huiusmodi. -funttionum , 
quae quantitates exponentiales compleCtuntur, imprimis 
funt notanda fequentia exempla, quae ex differentiatio- 
ne formulae e*p originem habent; eft autem 

d.exp —ce*dp-l-e*pdx —-e*(dp-A-pdx). 


L Sift y-e*x?; erit Zycce*zx"—1dx-le*xndx 
feu. dy—e*dx (nx"-1--x7) 
IL. Si fit y—e* (x—21) 
Erit dyT—ertxwdx. 
Il. Si fit y —ex(x*—2x-—-2) 
Erit. dy ce*xxdx. 
IV. Si fit y Tex (33— 3x?-I-6x— 6) 
Erit dy—e*x3dx. 
193. Si ipfi exponentes fuerint denuo quantitates ex- 


ponentiales, differentiatio {fecundum eadem praecepta in- 
a s i 
X 2 fti- 
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g * 
ftituetur. Sic fi haec quantitas e” differentiari debeat, 
x 


ftatuatur e*—p, vt fit ye" = eb, erit dy — et dps. at 
eft dp —e*dx, vnde fi fuerit 
X v 
e e x 
4 Eei Sl erit du, — me dan 
x X 
e e Xx 
e ene x 
die Tr fit mun SI EPI Uy. Bere e 


Quod fi vero fuerit y = PC flatuatur 97%, erit 
dy —p*dslp--zp*—dp, at dz = g"drlg rgi dg, 
vnde dy = p747 dr Ip.14 —- p*rqtr—dglp 4 p? 27 dp:p- 
Quare fi fit: 
y—pi, erit dy =p prp ng t om 
Hoc ergo modo, quaecunque occurrat quantitas expo- 
nentialis, eius differentiale inueniri poterit. 


rdglp EP) 


194. Pergamus ergo ad quantitates transcendentes, 
ad quarum cognitionem confideratio arcuum circularium 
nos füpra deduxit. Sit igitur in circulo , cuius radium 
conftanter ponimus vnitati aequalem, propofitus arcus, cu- 
ius finus fit =x, quem arcum hoc modo exprimamus 
A. fin X 5 huiusque arcus differentiale inueftigemus, feu 
incrementum quod accipit, fi (inus ~ differentiali fuo dx 

au- 


£i Pip T5 p) 165 


augeatur. Hoc autem ex differentiatione logarithmorum 
praeftari poterit, quia in introduCtione oftendimus hanc ex- 
preflionem A. fin x reduci poffe ad hanc logarithmicam : 


JR IQ (x-xx)4-xV - 1). Polito ergo y —A fina, erit quo- 
que y= Tue I(V(1-xx)--xV-1); quae differentiata dat 


NA +du Vx) o dx(xV -r--V(z-xx)) 


LV-iMYGax) => : der I 
dy— Va VET QV G-xx)--xV -3)V (xx) 
de 


vnde fit dy = Vara) » 


195. Htud arcus circularis differentiale etiam hoc 
modo facilius fine logarithmorum fubfidio inueniri po- 
tet. Si enim fit y — A fin x, erit x finus arcus y, feu 
«-—fíiny. Cum igitur, pofito «+ 4x loco x, abeat 
y in ydy, fiet x--2x — fin(y+Hdy). At quia eft 

fin (a4) = fin a. cof? = cof 2. fin b, erie 

fin (y +Hdy)= fin y. cof dy + cof y. fin 4y : 
arcus autem euanefcentis dy finus ipfi illi arcui dy, eius- 
que cofinus finui toti aequatur, hanc ob rem fiet 
fin()-1-4y)—fn y-1-dycfy, ideoque. x--4x — fn y1—4y cf y. 

Quia vero eft 
fin y — x, erit cofinus ipfius y feu cofy = Y (1— xx), 
quibus valoribus fubftitutis , erit 2x = dy V (1—— xx), 
ex qua obtinebitur dy — EE x 


X3. Ar- 
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Arcus ergo, cuius finas: proponiturs differentiale aequatur 
differential: finus per - cofimum. | diuifo. 


196. Cum igitur, fi p fuerit functio quaecunque 
ipfius x, atque y denoter arcum, cuius finus eft — p, 
feu y—— A finp, fit huius arcus differentiale dy — 5 «di 

V-gp) 
vbi V(1—pp) exprimit cofinum eiusdem arcus, inueniri 
quoque poterit differentiale arcusjcuius cofinus proponitur. 
Sit enim y— A cofx, erit eiusdem arcus finus —Y (1—xx), 
ideoque JA nV(r-xx). Fatto ergo p —Y (1—x»), erit 

-xdx = dy 
& V(1-pp) =x; vnde fiet DET y ream s 
Arcus ergo, cuius. cofinus proponitur, differentiale eequatur 
differentiali cofinus negatine fumto , atque per finum eius- 
dem arcus diuifo. Quod etiam hoc modo oftendi poteft: 

HEY 

Y a-xx» 

at arcus 91-5 fimul fumti dant arcum conftantem 90°, 

eritque: y -4- 2— conftans ideoque dy -- 4s — o, feu 
de 

Vas) 


197. Si arcus proponatur differentiandus, cuius tan- 
gens detur, ita vt fit j— Atang x. Arcus autem cuius 


fifit y=Acofx, ponatur 2—4Afinx, erit de 


dy=—dx3 vnde fit dy = —77— —, vt ante. 


3 g a 
tangens eft x, finus erit Vc & cofinus — pe om 


I 
Pofito ergo TES — p, velitV(1—pp)= Vx): 
fiet 
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fiet y — Afinp: vnde per regulam modo datam erit 


n wives de 

dy = — E, At, ob pac erit dp == 3 

ay Y a-pp) > £P V (xxx)? p Gut 
. : p eA V EI ua 

quibus valoribus fübftitutis fiet dy = S Arcus 


ergo, chius tangens proponitur, differentiale aequatur. diffe- 
rentiali taugentis per quadratum fecantis_diuifo. Eft enim 
V (1-1-xx) fecaus, fi x fit tangens. 


198. Simili modo fi proponatur arcus, cuius. cotan- 
gens datur, ita vt fit y — A cot x; quia eiusdem arcus 


1 I . 
tangens eft — X3 pofito Ia ity A tang p, ac 


] : *$. dg dx 
propterea dy — di Cum nunc fit dp——— , fata 


ia stick 4 -dx : - 
fübftitutione, erit Zy = PET quod eft differentiale co- 


tangentis negatiue fümtum, atque per quadratum cofecan- 
tis diuifüm. Porro fi proponatur y — A fec. x, quia eft 
d da 


PEA 
Xx 


Atque, fi fit y — Acofec.x, erit y=AfinZ, ideoque 


3— A cof -, fiet dy = 


=d% : IA 
VD xV (xx=) Saepe etiam finus verfi occurrit, ita 


fi proponatur, y =A fv. x, quia eft y— A cof(1—2), huius- 
que arcus finus eft —V (2x—xx), fiet dy= ais 1 
199, 
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199. Quanquam ergo arcus, cuius finus; yel- cofi- 
nus, vel tangens, vel cotangens, vel fecamSMwel cofe- 
cans, vel denique finus verfus datur, eft quantitas trans- 
cendens, tamen eius differentiale, fi per 4. diuidatur, 
erit quantitas algebraica, ac propterea quoque eius diffe- 
rentialia fecunda, tertia, quarta &c. fi per poteftates ip- 
fius 4x conuenientes dibidantur. Ceterum, quo haec 
differentiatio melius percipiatur , adiunximus fequentia 
exempla. 


L Si fit y =A finaxV(1—x2), ponatur p —24V(1-xw), 


vt fit y = A fin p, eritque D RS gee! At eft 


UREA PDA YGa—xx) ? 


& V(1—pg) =1—24v% , quibus valoribus fubftitutis, 


2dx 


erit dy — Tu Quod etiam inde patet , quod 


Dx)! 
2xV (1—xx) fit (inus arcus dupli, dum x eft finus fim- 


dx 
pli, erit ergo y = 2 A (in x, ideoque y y rM 


EX LX Jis 
IL Si fit y=Añn! csi ponatur (SP uai dO 
ay PS —PppI——— uare 
erit dp — GE & V(1—pp) = Mix Qu 
ers dp 1 ado 
cum fit dy = Va—pp* erit dy=, i-a 
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Ill. Si fit yz Afiny E, ponatur y MT I, 


erit Yap =Y AAT & dp 


4 ) 
—-—, vnde 
Im 


dp Me -dx 


fit dy= VULP Dice 1 
IV. Si fit y=A ting —7 , fado p= ==. 


A i Grr)? y aes I-l-xw) 


erit 1-]-gp = Gl dp= (nas Quare 


— e : 
cum fit dy= Minime per-regulam tangentium (197); 
2dx 
I-|-xx' 
V. Si fit y = A tang pou e , pofito 
A e mn Wa DEAD SS 


erit: dy 


y € 
d x 
pps 2-12 PURIS K OSSA Dd 2(V a UHR WV (ra) 
Atqui dp =— -dx de — CY a) — 1) 


xxV(r-xx) 5 x Ta NETS 
m M zs : 
Quare cum fit MS , fiet v= 5 quod 


. . H ^ Te xx) — 
etiam inde intelligitur, quod fit A tang 8 


¿A tang xr. 
Y VI. 
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VI. Si fit PE * haec formula quoque per praece- 
Afinx dx 

Y—xx)' 
Hoc ergo modo omnes funétiones ipfius x, in quas prae- 
ter logarithmos atque exponentiales quantitates etiam ar- 
cus circulares ingrediuntur, differentiari poterunt. 


dentia differentiabitur: fiet enim dý =e 


Zoo... Quoniam differentialia arcuum per de diuifa 
funt quantitates algebraicae, eorum differentialia fecunda $ 
fequentia per-éa, quae de fun&tionum algebraicarum dif- 
ferentiatione expofüimüs, inuenientur. Sit y — A fin x, 

: da . dy x 
uia eft dy Lm —————A riti => y OU 
Quia CE A Ops de V xx) 


i 1d 7 
ius differentiale dabit valorem pro ui , fi quidem de 
fumatur conftans: vnde differentialia ipfius y cuiusuis or- 
dinis ita fe habebunt. 1; 
É 
Si üt y=Afinxw;-— -erit 


dy 1 
ES E d: 
de — yao) & fumto 4x conftante 


CAPUT. PI 
dsg :9-]-72x?-)-24«* 


im 2 
dxs (1—x1)* 


id óy  225x--600x?-1-120 x$ 


Are pr 
dx (1— xx) z 
&c. 
vnde concludimus vt fupra $. 177 fore: generaliter : 


AS RNE D m 
dena (1——sxxyeti 


( 1.2 rcu aa a(1—1) (12) (2-3) yn-a 
ge 4 


o 
EA 2.4 I. C12. 34 


1.8.5. 2(2—1) (2—2)(2—3) (2—4)(2—5) ae 
E A AS Gans : +80.) 


201. Superfunt quantitates, quae ex harum inuer- 
fione nafcuntur, fcilicet finus, tangentesue arcuum: dato- 
rum, guas quomodo differentiare oporteat, oftendamus. 
Sit igitur x arcus circuli, & finx denotet.eius finum, 
cuius differentiale inueftigemus.  Ponamus y = finv, ac 
pofito x--2x loco x, quia y abit in y+=dy, erit 

y dyzzfin(xv-p- dx), & dy— fin (wdx) fin x. 
Eft autem fin (x —4x) — fin«. cof dr- cofx. fin dx, 
atque cum fit, vti in introdu&tione oftendimus 
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erit reieétis terminis euanefcentibus cof 2x — x:& fin de 
—dx, vnde fit fin (x -—2x) — finx -- 2x cof x. Quare, 
pofito y =finxw, erit dy — 4xcofx. — Differentiale ergo 
finus arcus cuiusuis aequatur differentiali arcus per cof. 
nun multiplicato. Si igitur fuerit p funétio quaecunque 
ipfius x, erit fi mili modo d. fin p — dp cof p. 


202. Similiter fi proponatur cof +, feu cofinus ar- 
cus x, cuius differentiale inuefligari oporteat. Ponatur 
y=cofx, & pofito x4-dx loco x, fiet y--2y — cof (x4-dx). 
Eft vero cof(x-—-4x)— cofx. cofde—finx.findx,. & quia 
vt modo vidimus eft cof x —1 & findx — dr, erit y-1- y 

—cofx—4xfíinx, ideoque 2y—-—4» finx. yas diffe- 
rentiale cofinus cuiusque arcus- aequatur. differential arcus 
uegatiue fumto per finum eiusdem arcus multiplicato. Sic fi 
2 fuerit funétio quaecunque ipfius x, erit d. cofp —- dy fin p. 
Hae differentiationes quoque ex antecedentibus elici pos- 
funt hoc modo: fi fuerit y= fing, erit p—Afiny; & 


dp — vut icy at ob y = T erit cof p — V(t— yy), 
quo valore fübítituto erit dp. — =% & dy = dp cofp, vt 


ante. Pari modo fi fit iio P, gen Y (1—yy)—finp, 
Es : A amd) 
& p— A cof y, ideoque A IN m m vnde 


fit vt ante dy = — dp fin p. 
203. Si fuerit y = tang x, erit dy = tang (x-1-2x) 
_tangx z+ tang. dx 


I— fang v. tang dx’ 
a qua 


— tang «5. at eft tang (x dr) =-—- 
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a qua fractione fi tangens x fübtrahatur , remanebit 
dy= tang dx (1 + tang v. tàng x) ; 


— Verum arcus eua- 
i—-tang x, tang de 


nefcentis 2x tangens ipíi arcui eít aequalis , ideoque 
tang dx = dx, & denominator 1— dx tang x , abit in 
vnitatem: quocirca fiet : dy = dx (1 -|-tangx?). Eft 
I 
Xeno ors ua 
vero 1I -l-tang fec PLE denotante cof 


quadratum cofinus ipfius v: confequenter fi fuerit 


: d : 
y—=tamgr, erit dy = dx fcd Quod diffe- 


rentiale quoque per differentiationem finuum $ cofinu- 
E de : finx 1 
um inueniri poteft; cum enim fit tanga => erit 


buc dx cof x. cof x -dx fin x. finx__ de 
Jae cofx?, . "a colas? 


ob fin x2- cof? —r. 


204. Aliter etiam hoc differentiale inuenitur. Cum 
fit y—tangx, erit x— Atang y, 8% per praecepta fupe 
dy 
ESA 

I “y i 
Y (121755) — fec x =a ideoque dæ — dy cofx?, & 


riora fiet dx = At cum fit y = tang x, erit 


dx : di pass 
dy= corra? Vt ante. Tangentis ergo cuiusuis arcus dif- 


ferentiale aequatur. differentiali arcus. diuifo per quadra- 
tum cofinus eiusdem «reus. Simili modo (i proponatur 
Y 5 Y 
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s7, d 
y=cot.", fiet x—— A coty, & dx— gos . At vefo erit 


Y (14-55) = cofec x — A , vnde habebitur dr ——4y finx?, 


adx . ee. à 
& dy =i Cotangentis ergo cuiusuis arcus. differen- 


tiale aequatur differentiali arcus negative fumto ac per qua- 
: $3 : cof 
dratum finus eiusdem arcus diuifo. Vel quiaeft cotx = EY 
mx 
fiet hanc fraftionem differentiando: 
idas -dxíinax*——dxcofx? ^ -dx 
c fin x? — finx?? 


vti modo inuenimus. 


t 
205. Si proponatur fecans arcus, vt fit y= fecir; 
dx fin-x 


AU —dx tang x.fec. x. 


: : I / 
uia erit y, erit dy 
g 2 cofa? J 


Simili modo fi ferit y — cofec. x , ob y= m , erit 
^ s$ 

el —=-— dx cotx cofec.x, pro quibus cafibus 
peculiares regulas formare fuperfluum foret. Si finus 
verfus arcus proponatur y——ífv.x, quia eft y—1 — cof»r, 
erit dy— dxfinx. Omnes ergo cafus, quibus linea quae- 
piam recta ad arcum relata proponitur, quia femper per 
finúm cofinumue exprimi poteft, fine difficultate dife- 
rentiari poterunt. Neque vero tantum differentialia pri- 
ma, fed etiam fecunda & fequentia per regulas datas 
inuenientur. Ponamus effe y—fíinx & s= cof, atque 
dx effe conftans: erit vt fequitur : 


dy 


y= 


y= finxr cenucof 
dy = dxcofx =- dx ínx 
ddy =- dx? fin j =-— dx? cof x 
| á 
d3y =- dx?*cofx — dx?finx 
d*y =. dx*fíinx 2 — dxtcolx 
&c. | &c. 
206. Simili modo inueniri poterunt differentialia 
omnium ordinum tangentis arcus +. Sit enim 
fin 
== q y d ; i 
J= gr cu & ponatur 4x conftans, erit 
fin x 
y cofx 
VA E 
de colat 
ddy_. 2fíinx 
d* cora 
doy MN 4 
dx3/77 cof x* "cof x? 


er 
d*y — 24finx 3finx 


dxt — cofx* cof x? 
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TT eofxt Tolre 


16 
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dy E" "^olinx 48ofinx 32 finz 

des BLEN cof x* cof «3 

d'y — $040 6720 2016 64 * 

dx' ^ cofx* cof x* cofa* cof? 
&c. 


207. FunGiones ergo quaecunque, in quas finus 
vel cofinus arcuum ingrediuntur, per haec praecepta 
differentiari poterunt, vti ex fequentibus exemplis vi- 
dere licet. 


|. Si fit y=2 fin. cof x — fin 2x 
Erit dy = 2dxcofx?— 2 dxíinx? —2dxcof2x. 


JH. Si fi ope 


EN E e dxfinx 

A Ert 4y— 2V2(1—cofx)' 
| Va(1—cofx)= 2 fingr, & fin x —2 fin 1 x.cof I x; 
fiet. dy = Edx.cofixw, vti ex forma y= fin į% 


immediate fequitur. 


vel -y=4n Ex 


Cum autem fit 


HL Si fit y = cof erit, pofito Ip, 


y=cofp, € dyc—dp(üng WEE, ob pois, 
X 


erit dp = 3 


d 
ideoque dy — — (in IZ. 


cmm po erit dy = zan "de cof x. 


V. Si 


IV. Si fit 


Cog PUT HI 


"$i Z 
"TE X x 
: TENG ed ndx finw 
Vasi A ce seri dy FETTE 
NN 
k finr 
VI. Si fi yi —va—: )5 ponatur 


e ^ cp; atque ob y—57(1—YV(1—-p)) , erit 


-A 
lnx 
dp e 24x cOofx 
A A a E dp Et 
IV A f T agus 


Quo valore fubítituto. prodibit 


- X 


finx 
Line dx cof x 


dy= 


- 2 


r =n 
2 ina ai Yi y) yea se hos, 


e o =$ 


CAPUT VII 


DE DIFFERENTIATIONE FUNC- 
TIONUM DUAS PLURESUE VARIABILES 
INUOLUEN TIUM. 


208. 


S duae. pluresue quantitates variabiles x, y.,-%., a fe 
inuicem prorfüs non pendeant, fieri poteít, vt eti- 


amfi omnes fint variabiles , tamen dum vna crefcit de- 
crefcitue, reliquae maneant inuariatae :' quia enim nullum 
nexum inter fe habere ponuntur, immutatio vnius reli- 
quas non afficit., Neque ergo differentialia quantitatum 
y & s pendebunt a differentiali ipfius x; ideoque dum 
x differenriali füo 4x augetur; quantitates y & s, vel 
eaedem manere, vel quomodocunque pro lubitu variari 
poffunt. ..Quodfi igitur differentiale quantitatis x ftatua- 
tur dx, reliquarum quantitatum differentialia dy & dae 
manent indeterminata, atque pro arbitrio noftro vel pror- 
fus nihil, vel infinite parua ad 2x quamuis rationem te- 
nentia denotabunt. 


q 


209. Plerumque autem litterae y & s funttiones 
ipfius x vel incognitas, vel-quarum-relatio ad » non 
fpeétatur, fignificare folent, hocque cafu earum differen- 
tialia dy & dz certam ad dx relationem habebunt. Siue 
autem y & s pendeant ab x fiue fecus , ratio differen- 
tiationis; quam hic fpeCtamus, eodem redit. Quaerimus 

[ enim 
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enim funGionis, quae ex pluribus variabilibus x; y, &'s 
vtcunque fit formata, differentiale, quod accipit, dum fin: 
gulae variabiles «+, y, & s fuis differentialibus dr, dy, & de 
crefcunt. Ad hoc ergo inueniendum in funGtione pro- 
pofita vbique loco variabilium quantitatum x, y, s fcri- 
batur refpe&tiue x—1-42x»; y Edy; s-|-4s, & ab ex- 
preffione hoc modo refultante auferatur ipfa funétio-pro- 
pofita: reliduum dabit ipfum  differentiale, quod quaeri- 
tur, quemadmodum ex natura differentialium luculen- 
ter conftat. 


210. Sit X fun&io ipfius x, eiusque differentiale, 
feu augmentum, dum x differentiali fuo do crefcit, fit 
—Pdx. Deinde fit Y fun&io ipfius y, eiusque differen- 
tiale. — Q2», quod augmentum Y accipit, dum y abit in 
J-1-4y: atque Z fit funttio ipfius s, eiusque diferen- 
tiale fir — Rs, quae differentialia PZx, O dy, Rdz ex 
natura funCtionum. X, Y & Z ope praeceptorum fupra 
datorum inueniri poterunt. . Quod fi ergo. propofita fue- 
rit haec quantitas; X +-Y —-—Z , quae. vtique erit func- 
tio trium variabilium a, y, & s, eius differentiale erit 
—P4x--Q2y--R4s. Vtrum autem haec tria diffe- 
rentialia, fint- inter fe homogenea nec ne?. perinde eft. 
Termini enim qui continent poteftates ipfius dx prae Pdx 
aeque euanefcunt, ac fi reliqua membra, Q 25 & R 2s 
abeífent, fimilique eft ratio terminorum, qui in differen- 
tiatione funCctionum Y & Z funt negle&ti. 


21:1. Retineant X, Y € Z eisdem fignificatiónes, 
fitque propofita ifta fun&tio X Y Z ipfarum x», y & 2, cu- 
Hug Z2 


ius 
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ius differentiale inueltigari oporteat. Quoniam, fi +--de 
loco a», ydy loco y, & z-4- 4s loco s fcribacur, abit 
X in X-j-P2x ; Y in Y 4027); & Z in Z-r Ris, 
ipía funttio propofita X Y Z abibit in 
(X 4- Par) (Y + Q2») (Rds) 
— XYZ--YZP4x--XZ04y-- XYRdz 

“+ ZPQ4x4y—- YPR dx ds --XQR dy dz- POR de dy dz. 
At quia dx, dy, & dz funt infinite parua, fiue inter fe fine 
homogenea fiue non ; vltimus terminus prae uno quoque 
praecedentium euanefcit. Deinde terminus ZPQ4rdy 
tam prae Y ZP dx quam prae XZ Q4y euanefcit; atque 
ob eandem rationem termini YPRZx4s & XQZ4y4s 


euanefcent. Ablata ergo ipfa funttione propofita XYZ, 
erit eius differentiale — Y ZP dr- XZQ4y +4X Y R4. 


212. Exempla haec funttionum trium variabilium 
x, y, & z, quibus pro lubitu quisque plura adiicere po- 
teft, fufficiunt ad oftendendum , fi functio quaecunque 
trium variabilium x, y, & * proponatur, vtcunque eti- 
am hae variabiles inter fe fuerunt permixtae , eius dif. 
ferentiale femper huiusmodi formam effe habiturum 
pdx--44dy-prds: vbi p, 7; & r futurae fint fingu- 
lae fun&tiones, vel omnium trium variabilium x, y, & s, 
,vel binarum, vel vnius tantum , prout ratio compofitio- 
nis, qua fun&io propofita ex variabilibus x, y, & 2 
atque -conftantibus formatur, fuerit..comparata.. Simili 


modo, fi proponatur functio quatuor pluriumue: variabi- 
lium 
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lium x, y, a, & v; eius differentiale femper huius modi 
formam habebit pdr- gdy rds —- dv. 


213. Confideremus primum functionem duarum 
tantum variabilium x & y, quae fit — V, cuius ergo dif 
ferentiale ita fe habebit , vt fit AN — pdx -k-qdy.... Si 
igitur. quantitas y affümeretur conftans „foret dy — o, 
ideoque fun&ionis V differentiale eflet pdx: fin autem 
x ftatueremr conftans, vt effet 4x = o , folaque y ma- 
neret variabilis, tum ipfius V diferentiale prodiret = g dy. 
Cum igitur vtraque quantitate x & y variabili pofita fit 
dV=pdre E qdy, ifta regula pro diflerentianda func- 
tione V duas variabiles x & y inuoluente refultabit : 
Ponatur primum fola x variabilis, altera vero y tanquam 
conftans tradetur, be quaeratur ipfius V. diferentiale, quod 
ft -pdx. Deinde penatür fola quantites y variabilis, 
altera x pro conftenti habita, qo» quaeratur ipfius Y dife- 
rentiale, quod fit —qdy. ^ Quibus fadis, pofita vtraque 
quantitate x d y variabili, fet AV —pdx-1-qdy. 


214. Simili modo, cum funétionis trium variabili- 
um x, y, & s, quae fit —V, differentiale huiusmodi ha- 
beat formam; 4V zc pdx-4—-4 dy—-r ds , manifeftum | eft; 
fi fola quantitas x fuiffet variabilis pofita, reliquae vero 
y & s conftantes manfiflent, ob 2y—0 & dso, pro- 
diiffet ipfius V differentiale =p dx. Pari modo inuenire- 
tur differentiale ipfius V—44, fi x & s effent conftantes 
folaque y poneretur variabilis ; atque fi + € y tanquam 
conftantes tra&tarentur folaque z ftatueretur variabilis, pro- 
Z3 di 
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diret differentiale ipfiu$ Vards. “Quare ad fun&ioneri 
trium. pluriamue variabilium differentiandam, confidere: 
tur feorfíim quaelibet quantitas variabilis, & funétio pro 
qualibet differentietur, quafi reliquae omnes effent con- 
(tantes; tum fingula haec differentialia, quae ex fingulis 
quantitatibus variabilibus funt inuenta, colligantur, erit- 
que aggregatum differentiale quaefirum funétionis pro: 
pofitae. | 


215.. In hac regula, quam pro differentiatione func- 
tionis quotcunque variabilium inuenimus , continetur. de: 
monítratio regulae fupra $:.170 datae generalis, cuius ope 
funGtio quaecunque vnicam: variabilem compleétens diffe; 
rentiari poteft.. Si enim pro fingulis partibus ibi com- 
memoratis totidem litterae diuerfae collocentur, functio 
{peciem induet fun&tionis totidem diuerfarum variabili- 
um, atque adeo modo hic. praefcripto differentiabitur, fuc: 
ceíliue. vnamquamque partem, quafi fola effet variabilis, 
trattando, cunctaque differentialia, quae ex fingulis par- 
tibus oriuntur, in vnam fummam coniiciendo: quae fum- 
ma erit differentiale quaefitum, poftquam pro fingulis lit- 
teris valores fuerint reftituti. Haec ergo regula latiflime 
patet, atque etiam ad funétiones plurium variabilium , 
quomodocunque fuerint comparatae ; extenditur.  Vnde 
eius vfus per vniuerfum calculum differentialem eft am- 
pliffimus. 


216. Inuenta ergo regula generali, cuius ope func 
tiones quotcunque variabilium differentiari poffunt, elus 


vfum in nonnullis exemplis oftendifle 1uuabit. 
L Si 


CAP UTY 
L Si fuerit: Væ xy; erit 4V— x«dy+ydx. 


3 d 
Il. Si faerit V=%;. erit. ¿V= HERAA 
J wi JJ 
IIl. Si fuerit V= yrki) ; erit 
dy yadx 
dV LT 3 ES 
Y (aa — xx) mem i 


IV. Si fuerit V2z(ax-1-6y-1-y) ” (0x-1-£y-4- €)"; 
' erit n 
dV =m (ax-1-6y-1-y)" (91-65 -- ^ (ada-1- 64) 
Hna +6) EN” re Or Sde- edy), 
fiue 
dV-—(ax--6y--y)e-:(8-1-:y-1-2)?-! in 


72 0,0 —Lm6ó —+— omes 
Ca was Te TUE wdy + 269 ydx 
-- mós mad + mb 
+ 161% Fla 2yà 7* 2 nye 4 ). 
V. Si ferie VE yis; ene IZ. 
VEL Si fuerit V= xs; erit 42V —)yx»-1dx-L-x»dyix. 
¡dr ALEA 
KEYI. 


VII. Si fuerit: V-—Atang 2 ;:erit (JE 
VII. . Si fuerit V — fin x. cof»; i erit | 
d V zz dx cof x cof y — dy lin x. fin y. 


184 CAPUT UEN 


3 C z ^ 
IX. Si fuerit v diede 3 Su: 
Iv— etyds e? (xx dy —yxdx) 
—V(xx--33) | Gex-99)Y (REY) 
DL MU a 
X. Si fuerit Ver Aín FUE VPN)? 
reperietur. 4 V—e*ds A fin € 


AP BRE 


(x T (3223) ) Gur) Y 


217. Quoniam vidimus, fi V fuerit fun&io quae- 
cunque binarum variabilium s & y, eius differentiale 
huiusmodi habiturum effe formam dV = P 2x -1- Q2y, 
in qua fint P & Q fun&iones a fun&ione V pendentes 
per eamque determinatae : fequitur has duas quantitates 
P & Q certo quodam modo etiam a fe.inuicem pende- 
re, propterea quod vtraque ab eadem fun&ione V pen- 
det. Quicunque ipitur fit ifte nexus inter quantitates 
finitas P & Q , quem deinceps inueftigabimus, perfpi- 
cuum eft, non omnes formulas differentiales huiusmodi 
Pdx-+0Q4)y, in quibus P & Q pro lubitu fint ex x & y 
formatae , pofle effe differentialia. cuiuspiam fün&ionis 
finitae V ipfarum x $ y. Nifi enim ea relatio inter 
fun&iones P & Q. intercedat, quam natura differentia- 
tionis requirit, huiusmodi differentiale P2:x-1—Q y oriri 
plane per differentiationem non potuit, ideoque viciílim 
integrale non habebit. 


218. 
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218. In integratione igitur plurimum interet noffe 
hanc relationem inter quantitates P € Q , vt differen- 
tialia, quae reuera ex differentiatione funttionis cuius: 
piam finitae fünt orta, dignofci queant ab iis, quae ad 
libitum. funt formata, atque nulla integralia admittunt. 
Quanquam autem hic nondum integrationis negotium 
fufcipimus , tamen ad naturam differentialium realium 
penitius infpiciendam conueniet hanc relationem inuefti- 
gari; quippe cuius cognitio non folum ad calculum in- 
tegralem, ad quem hic viam paramus, eft maxime ne- 
ceffaria, fed etiam in ipfo calculo differentiali infignem lu- 
cem accendit. Primum igitur patet, (i V fit functio dua- 
rum variabilium x & y, in eius differentiali P Jx 4- Q 2y 
vtriusque differentiale 7x & dy ineffe oportere. Neque 
ergo poteft effe P— o neque Q— o. Hinc fi P fue- 
rit functio ipfarum x & y, formula PZx nullius quan- 
titatis finitac' poterit eft diferentiale, feu nulla extat quan- 
titas finita, cuius diferentiale fit Pdx. 


219. Sic nulla datur quantitas finita V fiue alge- 
braica fiue transcendens, cuius differentiale fit yx», fi 
quidem fit y quantitas variabilis ab x non pendens. Si 
enim ponamus dari eiusmodi quantitatem finitam V, quia 
j in eius differentiale ingreditur, neceffe eft, vt y quoque 
in ipfa quantitate V infit; verum fi V. contineret y, ob 
variabilitatem ipfius y neceffario quoque in differentiali 
ipfius V differentiale dy ineffe deberet. ^ Quod tamen 
cum non adíit, fieri nequit, vt. differentiale yx da ex cu- 
iuspiam quantitatis finitae differentiatione fit ortum, Cum 

Aa igi- 
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igitur pateat formulam. Pde Q4» s fi Q fit 9,:8 P 
contineat y, differentiale reale effe. non pofle; fimul intel: 
ligitur, quantitati Q non pro lubitu valorem tribui poffe, 
fed eum a valore ipíius P pendere. 


220. Quo igitur hanc relationem inter P & Q in 
differentiali 4V — P4x + Q4. inueftigemus , ponamus 
primo V effe functionem nullius dimenfionis ipfarum « 
& y: a cafibus enim particularibus ad relationem gene- 
ralem afcendamus. | Quod fi ergo ponamus y — 7x, ex 
funGione V quantitas + prorfus euanefcet, prodibitque 
funétio ipfius ż tantum, quae fit — T, cuius differentiale 
erit — O4, exiftente O funétione ipfius z. Ponamus 
igitur quoque in differentiali PZx—- QZx, vbique y —t», 
& dy=tdx+xdtj quo fatto prodibit 

Pdx + Qz2x +0xrdt; 
in quo cum dx nom contineatur, neceffe eft vt fit 
P+-Q:=0; ideoque dart Tum -5 , feu erit 
Px-+-0y=o0, vnde relatio inter P & Q pro hoc cafu 
innotefcit. Deinde debet effe O = Qy, ideoque Qr — 
fun&ioni ipfius 7, hoc eft fün&ioni nullius dimenfionis 


ipfarum x & y. Atque ob Ae fiet Besson ,«& 


tam P. quam Qy erunt funétiones nullius dimenfionis 
ipfarum x & y. 


221. Si igitur functio nullius dimenfionis ipfarum 
x & y, quae fit — V, differentietur, eius differentiale 
aN 


CHPUT UID igy 


dV—=Pdxr-+0Q2y, femper ita erit comparatum; “vt fit 

Pr-L.Qyzco. Hoc eft fi in differentiali loco ' différer 

tialium Ze 8 dy fcribantur + & y, refültabit ume 
—o: vti in his exemplis vfu venire patet: 


, atque po- 


L Sit v=8,; erit yr La Dac a x dy 
» y 


fito x loco dx 8 y loco dy, erit n TES. 

IL Sit Var munera erit ay DELI 

—»)' (xac yy) 
vnde fit Y EDO —0 
O 
(1239) * 
y V , 

DL Sit Y d E , quae eft funétio 

nullius dimenfionis ipfarum x & y; erit 
àxxdy——2x5d. 

dM Ere ne een quae. forma 


(V lexy) I)? aanta 
pofitis: æ & y loco de & dy fit = 


IV. Sit yapa. erit dN= Gi e ena edi 
ui d, xx—55 > 
atque - etam A 
VE—Y yde dy 
y. = gy E 
Sit VA y rit 1" — VI 


quae formula eadem proprietate gaudet. 


Aaa 
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222. Contemplemur nunc ilias functiones homo- | 
geneas, fitque V functio z dimenfionum ipfarum x & y. 
Quare fi ponatur y = £x, induet V huiusmodi formam 
Tx”, exiftente T fun&ione ipfius +, fitque 


dT0dt, erit d4V—x"Odt-L-zTx»-idx. 
Quodíi ergo ftatuamus : 
dV-—P4x-L-Q4y, ob dyzctdxe-L-xdt, 
fiet dV = Pdr Qtdx +0xde: 


quae forma quoniam cum illa congruere debet, erit 


P-L-Q:-—zTx^-:— em ob" V— Tx». 


Hancobrem ob ==? , fiet. Px+H0y=xV, quae 


aequatio relationem inter P & Q_ita definit, vt fi altera 
fit cognita, altera facile inueniatur. : Quia porro eft 
Qx— xO, erit Qr, ideoque etiam Qy & P» func- 
tio z dimenfionum ipfarum x & y. 


223. Si ergo in differentiali cuiusuis funGionis ho- 
mogeneae ipfarum x & y, loco dx $ dy, ponatur x & y, 
quantitas oriunda aequabitur ipfi funétioni, cuius diffe- | 
rentiale proponebatur, per numerum dimenfionum mul- | 
tiplicatae. | 


L Sift V—YV(xx--yy); erit 21, & ob | 


Jal xdx—- ydy xx-—-39 ayr 
dV= Veo? fiet Ys T Y (xxyy). | 


IL Si 


gu PU D w Erg 
3 s 
U. Si fit vcr erit r-—2, & 
JV —2 233 dy —3 yy dy 43 yde — 225 dx de y? de —x3 dy 


AS Gm 
Ponatur x pro dx & y pro dy orietur: 


ia 
RA EA AR a Y 


(yw)? IZ 

UL Sia Veo md , eri 522—4, atque 

M MAE Quae formula pofitis x & y 
loco de & dy abit in — GYY 47 CM 


Oy Hr 7 
IV. Si fit V= ratt, EPEE ue URINE 


2 


eV —2 cda HE Er at dead) „fata autem 


x DY m E Y 
memorata fubítitutione oritur 2x% a SEN =2 V, 


224. «Similis proprietas obferuabitur, fi V faerit 
fun&io homogenea plurium variabilium: fit ergo V func- 
tio quantitatum x, y, 2, quae coniunétim vbique z di- 
menfiones adimpleant; atque differentiale huiusmodi ha- 
bebit formam P.4x--Q4y-L-R4s. -Ponatur iam y—£x 
& 254, vtifit dy tdn dt & dezcsdx—pE-xds, 
atque funétio V induet hanc formam Ux”, exiftente U 
Aa 35 func- 
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fun&ione binarum variabilium +8 5; hinc ergo (i fta- 
tuatur dU = pdt gds, fiet 


dV — x"pdt 4 x"44s-A- nUr ry, 
Prior autem forma dabit 
dV — Pdx + Qtdx + Qx dt -4- Redx -- Ruds: 


quae cum illa collata praebet 
P+-0:+Rs == 2 y 
vnde obtinetur Px3-0y+R2=xV 3 quae eadem 
proprietas ad quotcunque plüres variabiles extenditur. 


225/ ¿Si igitur propofita fuerit funCtio homogenea 
quotcunque variabilium x, y, s, v, Sc. eius differen- 
tiale. perpetuo hanc habebit proprietatem, vt fi loco dif- 
ferentialium dx, dy, ds, dv, &c. fcribantur refpeétive 
quantitates.finitae x; y, 2, v, Sc. prodeat ipla funétiq 
propofita per numerum dimenfionum multiplicata. Haec- 
que regula etiam valet, fi V fuerit functio homogenea 
vnicae tantum variabilis x: Hoc enim cafu erit V po- 
teftas ipfius x, puta V= «x^, quae eft functio homo- 
genea z dimenfionum : nulla fcilicet alia datur functio ip- 
fius x, in qua x vbique 2 dimenfiones conftituat prae- 
ter poteftatem x^. — Cum igitur fit. ZV-——sax"—!dx, 
ponatur x loco dx, atque prodibit max”, hoc eft zV. 
Ita ergo fun&tionum homogenearum infignis proprietas 
diligenter notari meretur , cum in calculo integrali maxi- 
mam afferat . vtilitatem. 

2 


6. 


^ 
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226. Quo nunc in genere in relationem inter quan- 
titates P &.Q., quae differentiale P2x—|- Qdy functio- 
nis cuiuscunque V. duarúm wariabilium x $ y conftitu- 
unt, inquiramus, ad fequentia attendi oportebit. Sit igi- 
tur V fun&tio quaecunque ipfarum x $ y; atque. pona- 
mus V abire in R, fi loco x ponatur x 42x 3 pofito au- 
tem y Edy loco y abeat V in S: quodíi autem fimul 
x- 4x loco x; & y + dy loco y fcribatur , mutetur 
V in Vi, ^ Cum itaque R oriatur ex V, pofito x——-Zx 
loco x, manifeftum eft fi vlterius in R ponatur y + dy 
loco y, tum prodire V:; idem enim eft, ac (i in V fta- 
tim poneretur x-L-2x loco x, & y- dy loco y. Simili 
modo fi in S ponatur «—Edx loco x, quia S iam orta 
eft ex V pofito y +42 loco y, denuo prodibit V: ;- vti 
ex hoc fchematismo clarius perfpicitur. 


Quantitas | abit im | fi loco 


V R x 


>> — 


V S y 
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227. Si igitur V ita differentietur , vt tantüm .* 
tanquam variabilis; y vero tanquam:conftans traCtetur, quie 
pofito x-1-Zx loco x, funétio V abit in R, eius differen- 
tiale erit —R-—V ; at ex forma 2V — P 4x -4—-Q dy, fequi 
tur idem differentiale fore — Pd, vnde erit R-V— PZx. 
Quod fi iam loco y ponatur y = 4d}, x vero tanquam 
conftans tractetur, quia R abit in V: & V in S, quan- 
titas R-V abibit in V:-S ; ideoque ipfius R-V —P4x 
differentiale, quod oritur fi fola y variabilis affumatur, 
erit V1——R— S+V. Simili modo, cum pofito 5-4-4* 
loco y, abeat V in S, erit S— V differentiale ipfius V 
pofita fola y variabili, eritque propterea S — V — Q y; 
nunc quia loco pofito xdxv, tranfit S in Vt & V in R, 
quantitas S-V abibit in V1! —R; atque ipfius S-V— Q2y 
differentiale, quod oritur fi fola x variabilis ftatuatur, erit 
—Vi-R-S$-L-V, quod prorfus congruit cum diferen- 
tiali ante inuento. 


228. ` Ex hac conuenientia deducitur fequens con- 
clufio: Si fun£tionis V cuiuscunque binarum variabilium 
x & y differentiale fuerit V = P4x-41- Qdy, tum dif 
ferentiale ipfius Pd, quod oritur fi fola quantitas y tan- 
quam variabilis, x vero tanquam conftans traCtetur, ae- 
quale erit differentiali ipfius Q4y, quod oritur fi fola 
quantitas x tanquam variabilis, y vero tanquam conftans 
tra&tetur. Si fcilicet pofita fola y variabili fuerit 2P—Z44y 
erit differentiale ipfius P4x praefcripto modo fumtum 
—Zdxdy; atque pofita fola + variabili erit quoque 
4Q-—Zdx; lic enim differentiale ipfius Q 2y praefcripto 

modo 
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modo fumtum fiet quoque = Z dx dy. Hacque ratione 
intelligitur relatio, quae inter quantitates P. & (Q interce- 
dit, atque paucis. verbis in hoc confiftit; vt differentiale 
ipfius Paw pofito + conftante aequale fit differentiali ip- 
fius Q4y pofito y conftante. 


229. Hta infignis proprietas clarius perfpicietur, fi 
eam nonnullis exemplis illuftremus. 


L Sitigitar V— y»; erit ZV— y4x —— x4y, ideo- 
que P—y & Q—»; vnde pofito x conftante erit 
2. Pdx —dxdy, & pofito y conftante erit Z.Q4y— 4x4), 
ficque haec duo differentialia inter fe aequantur. 


A ENT dry de -ydy 
U. Sit V—V(xx-4-2xy) y erit 2V— POE TS $ 


T 
ideoque P— Yo e T. 2 GO Y open)? vnde 


xydady 


pofito x conftante erit d. Pdx = E o Dio 
(xx 22y)* 
: dxd 
y confítante erit. 4Qdy= Nm LI DEC 
(reay) 


IIl. Sie VwfinA y +y fin Ax; eritque 
4N zdan Ay xdy cof y + dy fin Ax pitos colx; 
Quare erit 
Pdx = dx fin Ay —+ ydrcofx, 
& Q2y= dy fin Ax + *2y cof y. 
Bb 
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Pofito ergo * conftante erit 
d. Pdx = 4x4y cof y dx4y cof y, 
& pofito y conítante erit | 
d4.Qdy = dxdy cof y + dx4y cof «. | 


IV. Sit V= x7; erit ¿V—xw%%dylxYyx1-dx, 
atque 
PJx = yxs-tdx, & Qdy-cxdylx. 
Quamobrem pofito «x conftante- habebitur 
d, Pdy ——ax»-idxdy--x2— dxdylx, 
& pofito y conftante erit 
d.Qdy = yxs- dxdylx YH x dxdy, 


230. líta proprietas etiam hoc modo enunciari po- 
teft, vnde eximia omnium funétionum, quae duas varia- 
biles inuoluunt, indoles cognofcetur. $i functio quae- 
cunque V duarum variabilium x & y differentietur po- 
fita fola x variabili, hocque differentiale denuo differen- 
tietur pofita fola y variabili, tum poft duplicem hanc dif- 
ferentiationem idem prodibit, ac fi ordine inuerfo func- 
tio V primum pofita fola variabili differentiaretur, hocque 
diferentiale pofita fola x variabili denuo differentiaretur : 
vtroque fcilicet. cafu prodibit eadem expreffio huius for- 
mae,Z 4x4». Ratio huius identitatis ex praecedente 
proprietate manifefto fequitur: fi enim W differentietur 
pofita fola x variabili, prodit PZx ; &, (i V diferentie- 
tur pofita fola y variabili, prodit Q2y, horum differen- 

tia- 
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tialium vero  differentialia modo indicato fimta- inter. fe 
aequalia. effe; ante demonftrauimus, Caeterum haec. in- 
doles immediate fequitur ex ratiocinio ($.227) allato. 


231. Relatio inter P & Q, fi PZx-41-Q4y fuerit 
diferentiale fun&tionis V fequenti etiam modo indicari 
poteft. Quoniam P & Q. funt funétiones ipfarum x & y, 
differentientur ambae pofita vtraque w $ y variabili : 


Si fcilicet fuerit aV = P2x + Q2y 
fit dP = pdx -+ rdy 
& dQ — dx 5d. 
Pofito ergo + conftante erit 
dP=rdy,' & d.Pde—rdxdy. 
Deinde pofito y conftante erit 
dQ = gix, & 4Q4dy-—4dxdy. 
Cum igitur haec duo differentialia. rdædy .S gdxdy 
fint inter aequalia, fequitur fore 7 =r. ` Funttiones 'er- 
go P & Q ita inuicem conneftuntur, vt fi ambae diffe- 
rentientur, vti fecimus , quantitates 7 & + inter fe fiant 
aequales.  Breuitatis gratia autem hoc faltem capite quan- 
titates r & 4 ita commode denotari folent, vt.» indicé- 


tur per C. quae fcriptura defignatur Pita differen- 


tiari, vt fola y tanquam variabilis tractetur, atque diffe- 
rentiale. iftud per. dy diuidatur: íic enim prodibit quanti- 


tasfinita r. Simili modo fignificabit ES quantitatem 
Bb 2 fini- 
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finitam 4, quia hac ratione indicatur funétionem Q: fola 


x. pofita variabili differentiari , tumque  differentiale per 
dæ diuidi debere. 


232. Vtamur ergo hoc feribendi modo, ‘etiamfi 
alias ambiguitatem afferre poffit , quae tamen hic per 
claufulas euitatur, vt ambages in defcribendis differen- 
tiandi conditionibus euitemus, ficque breuiter relationem 
inter P & Q ita verbis exprimere poterimus, vt dicamus 
effe £m ES . In huiusmodi fcilicet. fraftioni- 

dy dx 
bus denominator praeter propriam fienificationem , qua 
numerator per eum diuidi. debet, indicar numeratoris 
differentiale ita effe capiendum, vt ea fola quantitas cu- 
ius differentiale denominatorem conftituit, tanquam va- 
riabilis fpe&tetur. Hoc enim modo per diuifionem dif 
ferentialia prorfus ex calculo egredientur, iftaeque frac- 


x dP 2) : t ; 
tiones G) & G exhibebunt , quantitates finitas, 
quae in praefenti cafü erunt inter fe aequales. Hoc ita- 
que modo recepto quantitates quoque p & s ita deno- 
m JP MAN 2 j 
tare licebit, vtfit p z( & =C , fi qui- 


dem vt monitum eft, differentiatio numeratoris per de- 
nominatorem reftringatur. 


233. Confentit haec proprietas mirifice cum pro- 
prietate, quam ante in funttionibus .homogeneis ineffe 
oftendimus. ` Sit enim V functio homogenea z dimen- 

fio- 
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fionum ipfarum x & y, ponaturque dV —P4x-1-O2y, 
atque demonftrauimus fore zV = Pr~- Q», ideoque 


Q Y. St 4P-péx--74); 


eritque ( E ati = r, cui aequale effe ES ita often- 
detur. Differ entietur Q pofita fola + variabili, & quia 
zPdx Pdx xpdx 


in | hefieft | 4Q — —— — — 
in hac hypothefi e Qe P 3 7 


2 (D= =e —E, debebitque effe 


IL Ms =r feu (n—1)P-—px--ry. 
Quae aequalitas inde fit perfpicua, quod P fit functio 
homogenea »—1 dimenfionum ipfarum x $ y, vnde 
eius diferentiale P — pdx-Lrdy, ob proprietatem 
fünctionum homogenearum, ita debet effe comparatum, 


vt fit (z—x)P——pX--r7)y. 


234. líta proprietas, quod fit (5 (2 ay, 


quam omnibus functionibus duarum variabilium v & y 
communem efle: oftendimus, nobis quoque patefaciet na- 
turam funttionum trium pluriumue variabilium. Sit V 
fun&tio quaecunque trium variabilium +, y, & 3, ac po- 
natur dV = P4x +0dy+Rdz. Quod fi igitur in 
hac differentiatione 2 tanquam. conftans traétaretur, fo- 
ret vtique ZVZz P2x —- Q4y ; hoc autem cafu per 
Bb 5 an- 
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$ d d ; 
antecedentia debet effe (DAD: Deinde fi 
y dx 
quantitas y conftans affumeretur, foret dV = Pdx-|- Rs, 
; d : 
erit ergo Er E 7 - Denique pofito x conítan- 


ix Spi im s EN idi een 
te reperietur GE ATP In differentiali ergo 


Pdx 4-0 dy +Rdz funttionis V quantitates P, Q, & R 
ita.a fe inuicem pendent, vt fit 


G7 69: GO-COSCO- C. 


255. Sequitur hinc ifta functionum, quae tres plu- 
resue variabiles inuoluunt, proprietas analoga ei, quam 
fupra (230) de funttionibus duarum variabilium often- 
dimus, Si fuerit V functio quaecunque trium variabi- 
lium x, y, & s, eaque continuo ter differentietur, ita vt 
primum vna quantitatum , puta v, fola variabilis pong- 
tur, in differentiatione fecunda fola y, atque in tertia 
fola s variabilis affümatur, prodibit expreílio huius for- 
mae Zdxdydz, quae eadem reperietur, quocunque alio 
ordine quantitates x, y, & s collocentur. Sex igitur di- 
verfis modis poft triplicem differenriationem ad eandem ex- 
preffionem ZidxZydz peruenietur, quoniam ordo quan- 
titatum x, y, & s fexies variari poteft. Quicunque er- 
go ordo eligatur, fi functio V differentictur pofita. fola 
prima variabili, hocque differentiale denuo differentietur 
pofita fola fecunda variabili, atque differentiale hoc ite- 

rum 
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rum differentietur pofita fola tertia variabili, eadem pro- 
dibit expreffio , vtcunque ordo quantitatum x, y, & & 
varietur. 


236. Quo ratio huius proprietatis clarius perfpicia- 
tur, ponamus effe ¿V—Pdr*+-0Ody+Rd3; deinde 
etiam quantitates P, Q, & R differentiemus, eruntque 
earum differentialia per ante demontftrata, ita comparata: 


dP = pdx + sdy —- tdg 
dQ — sdx —+ qdy + udg 
dR — idy + udy + rds. 


Differentietur nunc V pofito folo + variabili prodibit P 2»; 
quod differentiale iterum differentietur pofito folo y va- 
riabili atque habebitur sx dy ; quod fi differentietur po- 
fito folo 2 variabili, poftquam per 4x4y4z fuerit diui- 


, " ds E 
fum , obtinebitur E) .  Collocentur nunc variabiles 


hoc ordine y, x, s, atque prima differentiatio dabit Qay, 
fecunda sdxdy , & tertia (faCta diuifione per dxdydz) 


dabit c vt ante. Difponantur variabiles hoc ordine 
Z, y, *, ac prima differentiatio dabit Rdz fecunda udydz, 
tertia vera poft diuifionem per 2:x4yd« praebet i. 
At cum pofito y conftante fit ZQ —5s42x—|-z42; erit 


ds 


d p : 
2.) E E vti pariter eft demonftratum. 
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237. Ponamus effe v=- ; hancque func- 


tionum toties ter differentiemus, quoties ordo variabilium 
x, y, 3 variari poteft : 


1. DIFFER. 11. DIFFER. IH. DIFFER. 


pofito variabili folo x folo y folo s 
2xydx . 2 xdx dy 4 xz dxdyd% 


4 — 35 nd -——%% (aa—zz)? 
pofito variabili folo x folo z folo y 
axydx , 4xyzdxda& — 4xsdxdyds 
ai —2% 2 (aa——55m)* ?  (an—-22)? 
pofito variabili folo y folo x folo « 
xxdy |. 2x«dxdy , qxadodydz 
aa—a >. ^ dammar 3. (aea—Àm y 
pofito variabili folo y folo s folo x 
xxdy | 254x8 dyds _ 4xudedyds | 
aus ? (azz)? >? (aa —=x)* | 


pofito variabili folo s folo x folo y 


2xxyzds | 45 ys dx ds . A4xzdx dyds | 

(aa —2x)? ? (aa——22)? 7 (an—22)2 | 
pofito variabili folo s folo y folo x 

2xxysds 2xx5dyd& — 4 xsdadyds 


(aa—22)? A (ac —22)* 2 (aar—22)” 
ex quo exemplo patet, quocunque ordine tres variabiles 
fuerint affümtae, poft triplicem differentiationem femper 


4x8dxdyds 


ande ire expreffionem == 
eandem prodire exp TIED. ny 
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238. "Vti autem poit triplicem differentiationem ad 
eandem expreffionem eft peruentum ,- ita quoque confen: 
fus deprehenditur in differentialibus, quae. fecunda diffe- 
rentiàtio fuppeditauit. In iis fcilicet expreífio quaeuis bis 
occurrit; vnde patet, quae formulae iisdem. differenfisli- 
bus fint affe£tae , easdem quoque inter fe effe aequales; 
atque differentialia tertia ideo effe omnia inter fe aequa- 
lia, quia iisdem differentialibus 2x y 72 funt affecta. Hinc 
igitur concludimus, íi V fuerit funétio quotcunque varia- 
bilium x, y, 3, v, v, Sc. eaque füccefliue aliquoties dif 
ferentietur, vt femper vnica tantum quantitas variabilis 
affumatur; tum quoties ad exprefliones perueniatur, quae 
iisdem differentialibus fint affeftae, eas quoque inter fe 
aequales fore. | Sic duplici differentiatione orietur huius 
modi expreffio Zdxdy, dum in altera fola s, in altera fo- 
la y affümta eft variabilis: perindeque eft vera prius) 
pofteriusue fit variabilis affumta. Simili modo fex variis 
modis per triplicem differentiationem eadem exfürget ex- 
preflio Zi4x dy ds ; atque viginti quatuor variis modis per- 
venietur poft quadruplicem differentiationem ad eandem 
exprelfionem huius formae Z dxdydzdv, atque ita porro. 


239. Veritatem horum 'l'heorematum quilibet adhi: 
bita leui attentione. ex: ance. explicatis. principiis facile ag> 
nofcet, atque propria meditatione facilius intuebitur, quam 
tantis verborum ambagibus, fine quibus demonftrationes 
proferri non poffent.  Quia vero harum proprietatum co- 
gnitio maximi eft momenti in calculo integrali, Tyrones 
funt monendi, vt non folum has proprietates ipfi. diligen- 

c ter 
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ter meditentur, earumque veritatem fcrutentür, fed. ctiam 
pluribus exemplis comprobent ; quo hoc pa&to fibi hanc 
materiam familiariorem reddant, fructusque. inde. natos 
poftmodum facilius percipere queant. Neque vero fo- 
lum tyrones, fed etiam ii, qui principiis calculi differen- 
tialis iam fune imbuti, ad hoc funt cohortandi; quoniam 
in omnibus fere manuductionibus ad hanc Analyfeos par- 
tem hoc argumentum penitus praetermitti folet. Plerum- 
que enim Auttores folas differentiationis regulas prac. 
fcripfiffe; earumque vfum in Geometria fablimiori often- 
diffe fuerunt contenti, neque in naturam atque proprie- 
tates. differentialium inquifimerunt ; vnde tamen maxima 
fübfidia in. calculum integralem redundant. | Quam ob 
caufam hoc argumentum fere nouum in ifto Capite fufius 
perfequi vifum eít, quo fimul via ad integrationes alias 
difficiliores pararetur , atque negotium poftea füfcipien- 
dum. fubleuaretur. 


240. Cognitis igitur his proprietatibus, quibus dif- 
ferentialia fun&tionum duas. pluresue variabiles inuoluen- 
tium gaudent, facile poterimus dignofcere, vtrum for- 
mula differentialis propofita , in qua occurrunt duae plu- 
resue variabiles, fit orta ex differentiatione cuiuspiam func- 
tionis finitae an fecus?. Si enim in formula P2x-1- Qy 


1 : 
non fuerit ES = ES) , Certo poterimus affirmare, 
nullam exiítere fun&tionem ipfarum x & y, cuius diffe- 
rentiale fit — P4x + Q4»: neque ergo infra in calculo 


integrali huiusmodi formulae integrale indagari poteft. Sic 
cum 
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cum in a de E xa dy requilita conditio non adfit, nulla 
datur fun&io, cuius differentiale et. — y*4x + xx4y. 


5 APNA (d À 
Vtrum autem femper, quoties eft E E (E , for- 


mula ex differentiatione cuiuspiam funétionis fit orta ? 
quaeftio eft, quae demum ex integrationis principiis folide 
affirmari poterit. 


241. Si in formula differentiali propofita tres plu- 
resue infint variabiles, vti Pdr- Q2y*1-R 22; tum ea 
ex differentiatione ortum traxiffe omnino nequit, nifi tres 
iftae conditiones in ea locum habeant, vt fit 


DGO- GSG) 
dy A — NdxJ NdsJ4 T Ndx/? Ndz 2 NdyZ 
Quarum conditionum, fi yna tantum defit, certo affirmare 
debemus, nullam extare fungtionum ipfarum x, y, & 2, 
cuius diferentiale fit PZx-41-Q4y--R4s; huius modi 
ergo formularum differentialium nequidem requiri pos; 
funt integralia, hincque integrationem prorfus non.reci- 
pere dicuntur. Facile autem intelligitur in calculo inte; 
orali formulas differentiales ante dignofci oportere, vtrum 
integrationis fint capaces, quam inueftigatio integralis actu 
fufcipiatur. 
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DE.FORMULARUM DIFFERENTIA. 
LIUM FLTERIORI DIFFERENTIA- 
TIONE. 


242. 


S, vnica variabilis adfit , eiusque-differentiale primum 
conftans afltímatur, fupra iam methodus eft tradita 
differentialia cuiusque gradus inueniendi. Scilicet fi func- 
tionis cuiusuis differentiale denuo differentietur, oritur 
eius diferentiale. fecundum, hocque- iterum - differentia- 
tum dar funCtionis differentiale tertium, atque ita porro. 
Haec vero eadem regula locum quoque habet, fiue func- 
tio plures inuoluat variabiles fine vnicam tantum , cuius 
differentiale primum non ponitur conftans. Sit igitur V 
functio quaecunque ipfius x, neque vero de fit conftans, fed 
vtcunque variabile, ita vt ipfius dr diferentiale fit — ddr, 
huiusque differentiale — 3, & ita porro, atque inuefti- 
gemus differentialia fecundum $ fequentia fun&tionis V. 


243. Ponamus diferentiale primum fun&ionis V 
effe — Pd, vbi erit P fun&tio quaepiam ipfius x pen- 
dens ab V. Si iam fun&ionis V differentiale fecundum 
inuenire velimus, eius differentiale primum P4x denuo 
differentiari oportet; quod cum. fit productum ex dua- 
bus quantitatibus variabilibus P 8%, 7x, quarum illius dif- 
ferentiale fit. dP = pdx, huius vero dw differentiale 

dde, 
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ddx, per regulam de fa&oribus datam eric differentiale 

fecundum 42V zz'P44x-——-p4x*. . Deinde fi ponatur 

dp — 44x, cum differentiale ipfius dr? (it 24x42, erit 

iterum differentiando 

d3iV — P43x p dPddx —-2pdxddx 4- dpdx?, 
iam ob dP= pdx & dp-—344dx; erit 
d3V —P4?« -+ apdxddx —A-4dx3, 
fimilique modo vlteriora differentialia inuenientur. 


224. Applicemus haec ad poteftates ipfius x, qua- 
rum fingula differentialia inueftigemus, fi dæ non pona- 
tur conítans : 

L Sit igiur Vw; erit 4V——4»; ¿V=4x; 
MES AUN 
&c. 
IPSIS A A WT Ee ACTAS & 
ddi = 2xddx--— zdx? 
DV T—2xdix Y 6dxddr 
dV —2axd*x-—-8dxd*x-L-6ddx? 
dV—=2xrd5x Hiodxdtx + 204dx 43% 
&c. 
Ill. Si in genere fuerit; V — x" 5 verit 
dN —nx"—idx 
dN = nx- ddk- n(n—31)x"-712253 
dV = narad x ygn (11) 9-2 dv d du 
cera — 1) (10 z)æ ades 
Ccz3 dy 
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d*Vzznszs-idíy--4n(n—1)x7-3dxd*s 
--37(e—r)x"-*4dx?* 
H 65 (n-——1)(n——2)x^-3dx?ddz» 
+ (1 —1) (n—2) (u——3) x7-4dx* 
Sc. ; 
Si igitur fuerit dx conftans, ac propterea 
dda— "o Saee gts MESE: 

orientur eadem differentialia, quae iam fupra pro hac hy- 
pothefi {unt inuenta. 


245. Quoniam igitur differentialia cuiusque ordi- 
nis ipfius x eadem lege differentiantur , qua quantitates 
finitae, exprefliones quaecunque, in quibus praeter quan- 
titatem finitam. eius differentialia. occurrunt , fecundum 
praecepta fupra data differentiari poterunt. Quam ope- 
rationem, cum nonnunquam, occurrat, bic aliquot exem- 
plis illuftrabimus. 


T 4 e dd: 4 3 kae 
L. Si fuerit EI , differentiando prodibit 
xd’ y ddx 2xddx? 
gx f uar COÍN 77 cn 
: ; : E 4 xddx 
IL Si fuerit: V = L ; Veray see 32 CEM 
dx dx? 


vbi nihil impedit, quod pro V quantitatem infinite ma- 
gnam pofuimus. 


PE 
IL. Sifuert V xx ddx 


dm quia tratismutatur 


Vin 
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Vidnxcxld2dwx — 2xxldx;5 


erit fecundum ‘regulas confüetas differentiando : 
dw die 2xxy dde 
dV = 2xdxlddx-— ds — 4xdol dx — 3 


Simili autem modo differentialia altiora ipfius V repe- 
rientur. 


246. Si exprefüio propofita duas variabiles ínuol- 
vat, nempe x & y, vel vnius differentiale ponitur con- 
ftans vel neutrius; arbitrarium enim eft alterutrius dif 
ferentiale conftans affumi , quia ab arbitrio noftro pen- 
det, quemadmodum vnius valores fücceíliuos crefcere 
ftatuere velimus. . Neque vero vtriusque variabilis dif 
ferentialia fimul ftatui poflunt conítantia, hoc ipfo enim 
relatio inter variabiles x & y affümeretur, quae tamen 
vel nulla eft, vel incognita ponitur. Si enim, dum x 
aequabiliter crefcere ponimus, y quoque aequalia incre- 
menta capere ítatueretur, tum eo ipfo indicaretur fore 
y=4x +); ficque y ab x penderet, quod tamen: aflú- 
mere non licet. Hancobrem vel vnius tantum variabilis 
differentiale conftans affümi poteft vel nullum. — Quod 
autem differentiationes abfoluere nouerimus nullo diffe» 
rentiali affumto conftante, fimul quoque differentialia con- 
ftabunt, fi alterutrum differentiale ponatur conftans: tan- 
tum enim opus eft, vt fi dx conítans ftatuatur , vbique 
termini continentes ddx, d3x, d*x, &c. deleantur. 


247. Denotet ergo V funttionem quamcunque fini- 
tam ipfarum x & y, fitque 24V —P4x--Q4y. Ad 
diffe- 
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differentiale ipfius V. fecundum inueniendum affümamus 
vtrumque differentiale dx & dy variabile, & cum. P XQ 
fint fun&iones ipfarum x &'y ftatuamus : 

dP = pdx + rdy 

dQ — rdx -4H gdy 


fupra enim vidimus effe G= CE = +». | 


His pofitis differentierur 4Y = Pd +0Q4y, & repe 
rietur : 
ddV —Pddx-|-pdx* -1-2rdxdy-1- Qddy-I-54y*. 
Si igitur differentiale d+ ftatuatur conítans, erit 
ddy = pd} 2rdxdy +0ddy ——44y*, 
fin autem differentiale dy ftatueretur conftans, foret 
44V Z2 Pddx-—pdx*-r-2rdxdy + gdy”. 

248. Si igitur funCtio quaecunque ipfarum x & y 
bis differentietur, nullo-differentiali pofito conftante, eius 
ditferentiale fecundum femper huiusmodi formam habebit: 

day — P4dx-1-Q44y --Rdx*-4-S4y* -— T dx dy 


pendebunt autem quantitates P,,Q, R, S, & T itaafe 
inuicem, vt fit fignandi modo Capite praecedente adhibito: 


(5 9-5 C: 
WO COE C. 


quarum 'conditionum fi yel vnica defit, certo affirmare po- 
teri- l 


CAPUT PIT 209 


terimus, formulam propofitam nullius fun&ionis effe dif 
ferentiale fecundum. — Statim ergo dignofci poterit, vtrum 
huiusmodi formula fit cuiuspiam quantitatis differentiale 
fecundum an minus? 


242. Simili modo differentialia tertia ac fequentia 
inuenientur, quod in exemplo particulari oftendiffe ex 
pediet, quam formulas generales adhibendo. 


Sit igitur . V — xy ; 
Erit dV — y dx + xd 
diy — yddx --2dxdy 
BV — yx + 3dyddx -4 24*y 
d* V — ydtx -- 44d? x —— 6 ddxddy + 4dxd* y a xd* y 
&c. 


in quo exemplo coefficientes numerici legem poteftatum 
binomii fequuntur, indeque quousque libuerit continuari 
poflunt. 


At fi fuerit V=2 , 
X 


Erit dV — ANNE d* 
x xx 
ay zd 2dxdy 2ydx* yddxe 
NI x3 Kd 
d3 y 3 dx ddy 6dx*dy 3dyddx 
A A AA ORES NALAAT 
ay = x Xx p x3 x? 
6ydxddx 6ydx3 yz 
AMET T RW CI a 


Sc. 
Dd 
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" 
in quo exemplo progrefüo differentialium non tam fa- 
cile patet quam in praecedente. 


250. Neque vero tantum haec differentiandi me- 
thodus ad funétiones finitas adítringitur, fed etiam eo- 
dem negotio cuiusuis expreffionis, quae iam differentia- 
lia in fe continet, differentiale inueniri poteft, five vnum 
quoddam differentiale affumitur conftans fiue minus. Cum 
enim fingula differentialia aeque $ eadem lege diferen- 
tientur ac quantitates finitae , regulae in praecedentibus 
capitibus traditae , etiam hic valent atque obferuari de- 
bent.  Denotet igitar V eam expreffionem , quam dif 
ferentiari oportet, fiue fit finita, fiue infinite magna fiue 
infinite parua ; atque ratio diffcrentiationis ex his exem- 
plis perfpicietur : 


L Sit V-YV(4éx*-- dy?) ; 


Erit dV = d 
I. Sit v=%; 

Erit dV = dx ES — Uem . 
Hos vo Cea 


uy dxddy— dyádx? 
0 (ada ddr+=3dyddy)V (dx --4y*) 
Erit. 4V — dxddy — dyddx 
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quie differentialia cum fint generaliffime fumta, nullo dif- 
ferentiali.pro conftante habito. hinc facile ea. differen- 
tialia deriuari poterunt, quae oriuntur, fi vel dew. vel dy 
ftatuatur conftans. 


251... Quia nullo differentiali conftante affumto, nulla 
etiam lex, fecundum quam fücceffiui yariabilium valores 
progrediantur, praefcribitur, differentialia fecunda &.fe- 
quenrjum ordinum non erunt determinata, negue- quic- 
quam certi fignificabunt. Hinc formula , in qua ditie- 
rentialia fecunda atque altiora continentur, nullum deter- 
minatum habebit valorem, nifi. quodpiam  differentiale 
conftans fit affumtum ; fed eius fignificatio erit vaga, at 
que variabitur, prouti aliud atque aliud differentiale fue- 
rit conftans pofitum. Interim tamen dantur quoque eius- 
modi exprefliones differentialia fecunda continentes, quae, 
etiamfi nullum diferentiale pofitum fit conftans, tamen 
fignificatum "determinatum complectuntur, qui perpe: 
tuo idem maneat, quodcunque. diferentiale conftans fta- 
tuatur. Huiusmodi autem formularum naturam infra di- 
ligentius fcrutabimur, modumque trademus eas ab aliis, 
quae valores determinatos non includunt , dignofcendi. 


252. Quo haec ratio formularum, in quibus diffe- 
rentialia fecunda vel altiora infune , facilius perfpiciatur, 
contemplemur primum formulas vnicam variabilem con- 
tinentes, atque facile patet, fi in quapiam formula infir 
eius variabilis x differentiale fecundum dds, nullumque 
diferentiale conftans ftatuatur , formulam nullum valo- 
Dda rem 
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rem fixum habere poffe. Si enim ftatuatur differentiale 
ipfius x conftans, fiet 42x — o; fin autem ipfius xx dif 
ferentiale 2.72» feu x4x conftans ponatur, cum ipfius 


2 
x d y differentiale x 42x——4x? fit—o, fiet 24x —— E ` 


Verum fi poteftatis cuiuscunque x" diferentiale zx7—12x 
feu »^—!4x debeat effe conftans; erit eius. diferentiale 
fecundum — x"-!4dx —-(p——1)x"-3dx? —0, ideoque 

z——1)dx? » ` 
ddx =— prd . Alii valores pro 44x prodibunt, 
fi aliarum ipfius x fun&ionum  differentialia conftantia 
ponantur. Manifeftum autem eft, formulam, in qua ddw 
occurrat , diuerfiffimos induere valores, prout loco ddy 


Wb ici 


E da? : 
fcribatur vel o vel — um vel alia 


huiusmodi expreífio. Scilicet fi proponatur formula 
xxddx 
da? 
nea. finitum valorem habere deberet; ea pofito dx con- 
ftante abit in o, fi fit dx? conftans, ea abit in — r; fi 
fit d.x? conftans, ea abit in — zx; fi d.x* fit conftans, 
ea abit in — 3x, & ita porro. Neque ergo determina- 
tum valorem habere poteft, ni(i definiatur, cuiusmodi 
differentiale conftans fit affumtum. 


, quae ob 44x & dx? infinite parua homoge- 


253. [fta inconftantia fignificationis fimili ratione os- 
tenditur, fi differentiale tertium in quapiam formula in- 
X303 
: fideremus hanc formulam : ——— uae pa- 
fit... Confideremus ul Jxdg: Que p 


riter 


CAPUT VIIL 213 
riter finitum valorem prae fe fert. Si differentiale 2x 


S guo 3 1 ¿ 
fit conftans, abit ea in 7» Cuius valor mox patebit. Sit 


: da? > £ 
d.x* conftans, erit dix 2-5 & denuo differentiando 


2 dx dds dx3 1 30x3 A rogos 
diri — += ob dde == + 
fü. formal fta LL abit im — 32 
hoc ergo cafü formula propofita 7—77- abit im — 5^. 
: —1)dx? 
At fi fuerit dx” conftans, erit dds La 
hincque 
zuo £(n—di)dxddx 4, drs |. 2(n—1)'dx* 
du dies MIL rs xx 
(a —1) de? (251) (01) dx? 
vm nau "WO p Y 
Hoc ergo cafü erit 
dix |. (2n—1)dx acidic 
dáx— ——,& pU ES 47, 
vnde. patet. fi fit 21, feu 4x conftans, valorem for- 
mulae fore ——«?. Ex quo manifeftum eft, fí in qua- 


piam formula differentialia tertia yel altiora occurrant, 
neque fimul indicetur, cuiusmodi differentiale affumtum 
fit conftans, eam formulam nullum certum valorem ha- 
bere, atque adeo nihil. prorfus fignificare ; quamobrem 
tales expreíliones in.calculo occurrere non poffunt. 


Dd 3 254» 
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254. Simili modo: fi-formula contineat. duas plu 
resue variabiles , in. eaque. occurrant. differentialia fecun- 
di altiorisue gradus, intelligetur valorem determinatum 
locum habere non pofle,.nifi diferentiale quodpiam 
conftans ftatuatur , iis tantum exceptis cafibus, quos 
mox perpendemus. Quum primum enim ddr in qua 
piam formula ineft, quoniam pro variis differentialibus; 
quae conftantia ponuntur, valor ipfius 22x perpetuo va- 
riatur, fieri nequit, vt formula ftatum obtineat valorem; 
hocque idem valet de quouis differentiali altiori ipfius x, 
atque etiam de differentialibus reliquarum variabilium 
fecundis & altioribus. Sin autem duarum pluriumue va- 
riabilium differentialia fecunda infint, fieri poteft, vt in- 
conftantia ab vno oriinda per inconftantiam reliquarum 
deftruatur ; hincque nafcitur ille cafus, cuius memini- 
mus, quo formula huiusmodi. differentialia fecunda dua- 
rum pluriumue variabilium inuoluens valorem definitum 
habere poteft, non obftante. quod: nullum differentiale 
conítans fit pofitum. 


ydde —— x ddy 
dxdy 

atque fixam fignificationem habere nequit, nifi quodpiam 

differentiale primum conftans ftatuatur. Nam fi dx con- 


255. Haec igitur formula , ftatam 


d xdd 
ftans. ponatur habebitur an ; ín autem 4y conftans 
dad 


y ddx x 
ponatur, ‘habebitur E manifeftum autem elt- has 
dxdy 
formulas non neceflario inter fe effe aequales. “Sí enim 
ne- 
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neceffario effent aequales , tales manere deberent,, quac: 
cunque fun&io ipfius x loco y fübftitueretur. Ponamus 
tanta” effe y — x, &' cum pofito: d+ conítante, fit 
xddy 


zi sn), ipn 
ddy — dx? , formula dd 


feu. 2xdx -ponatur conftans, .. fiet 


abibit in 1, fin autem dy 


, dx? 
ddy zaxddx-i-.2dx*—o, ideoque ddz == a 


Danos Xp £u j 
vnde formula Teb abit in — 4. Cum igitur in vnico 


cafu reperiatur difcrepantia, multo minus in genere erit 


T pofito dx conftante aequalis zm pofito dy con- 
ddr HE xddy 
dedy 
conftat, dummodo vel dy vel dy conftans ponatur, mul- 
to minus fibi conftabit, fi funCtionis cuiusuis vel ipfius x 


vel ipfius y vel vtriusque differentiale conftans ponatur. 
P 5) P 


fibi non 


(tante. Deinde quia formula 


256. -Hinc apparet huiusmodi formulam ftatum va- 
lorem habere non pofle, nifi ita fit comparata, vt poft- 
quam loco variabilium y, & z, quae praeter « infint, 
fun&iones quaecunque ipfius x fuerint fübftitutae diffe- 
rentialia fecunda & altiora ipfius x, nempe ddx, 23x, &c. 
penitus ex'ealculo excedant. Si enim poft talem fübftitu- 
tionem quamcunque in formula adhuc relinqueretur 24», 
vel d3.x, vel dx, &c. quia haec differentialia, prout alia alia- 
que conftantia affumuntür, fignificationem fuam variant, 


valor quoque ipfius formulae erit vagus. Sic comparata eft 
. for- 
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ydádx + xddy 
dxdy 
haberet valorem, quicquid y- fignificet , ftatum. quoque 
habere deberet valorem, fi y denotaret funCtionem quam- 
piam ipfius x. At fi tantum. ponamus y — x, formula 


formula ante propofita ' , quae fi ftatum 


amd J " 
abit in —7——, quae vtique. ob ddx in ea contentum 


eft vaga, atque alios aliosque valores induit, prouti alia 


atque alia differentialia conítantia ponuntur, vti ex $.252 
fatis eft manifeftum. 


257. Dubium autem hic fuübnafcetur, vtrum den- 
tur tales formulae duo pluraue differentialia fecundi al- 
tiorisue gradus continentia, quae hac proprietate gaude- 
ant, vt fi loco reliquarum variabilium quaecunque func- . 
tiones vnius fübftituantur, differentialia fecundi gradus 
prorfus fe deftruant. ^ Huic dubio primum ita occurra- 
mus, vt huiusmodi formulam proponamus, quae ifta 
proprietate fit praedita, quo per explorationem vis quae- 
ítionis melius percipiatur. ^ Dico igitur hanc formulam 
dyddx — dxddy 

dx? 
quaecunque enim fun&io ipfius x loco y fübftituatur , 
femper differentialia fecundi gradus penitus euanefcent ; 
quam proprietatem fequentibus exemplis comprobemus. 


memoratam proprietatem poffidere : 


L- Sit. 3/2 a ent. de O 
& ddy-ccaxddx--adx*, 
"qui 


CAPUT FII 217 


dy dd —— dx dd Jit 
qui valores in formula T — fubíticuti dabunt, 
axdceddx —-2xdxddx ——2dx? 
A Cod an 1 c sie i - ca ia A 
dx? 
A ed diria yl MR UC 
& 


ddy = nx*—iddx | z(n—1iÁ)x"-:dx*, 


dyddx —— dx ddy 


qui. valores fubftituti formulam FP Pa ad 


mutabunt in hanc 


rr deddo — mnx*—idxddx — s(n——1)x"—:dx* 


=—1n(1 —)x*2. 


d dax 
. o =- — : dy == 
UL Si y Y (1—xx); erit dy Vaca 
& 
rddx dx? 
ddyiza vie ee us 
y G—xx) udi > 
dyddx——dxdd4 
atque. formula UII PES 2 abit ia 


3 


xddx ` «dde 1 — —i 
dx"V(1i—xx) | dx*V(1i—ax) 


Tete SR E MES 
(1—xx) ^ . (1—xx)* 

In his igitur omnibus exemplis differentialia fecunda 44x 
fe mutuo tollunt, hocque ita eueniet ; quaecunque aliae 
fun&iones loco y fübftituantur. 


Ee 258. 
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258. Cum itá exempla iam probauerint veritatem 
dyddx — dxddy 
das 
fixum habeat valorem, etiamfi nullum differentiale con- 
ftans fit affümtum, demonítrationem eo facilius adorna- 
re poterimus. Sit y functio quaecunque ipfius x, eius- 
que differentiale 75 huiusmodi erit, vt (it, dy — p dx, at- 
que p erit functio quaepiam ipfis x, eiusque differen- 
tiale propterea huiusmodi formam habebit! dp — 44x, 
eritque 4 iterum functio ipfius x. . Cum igitur fit 
dy — pdx, erit differentiando ddy = pddx + qdx?, 
& dyddx —— dxddy — pdxddx — pdxddw — qdy3 —— gdx*3 
in qua expreflione cum nullum infit diferentiale fecun- 
dyddx—dxddy 

das ji: 
erit ——4. | Quomodocunque igitur y pendeat ab v, 
differentialia fecunda in hac formula femper fe mutuo 
tollent, hancque ob caufam- eius valor, qui alioquin effet 
vagus, fiet ftatus ac fixus. 


noftrae propofitionis , quod formula 


dum; habebit ea valorem fixum, atque 


259. Quanquam hic pofüimus y effe fumétionem 
ipfius x, tamen veritas aeque fübfiftit, fi y ab x prorfus 
non-pendeát, vti affümfimus. | Dum enim pro y func- 
tionem quamcunque fubftituimus, neque qualis fit deter- 
minauimus, nullam pendentiam ab x ipfi y tribuimus. 
Interim. tamen fine funétionis mentione demonftratio: for- 
mari poteft; quaecunque enim. y, fit quantitas fiue pen- 
dens ab x fiue non pendens, eius differentiale 2y homo- 

ge 
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d | j j 
geneum erit cum dx, ficque E. quantitatem finitam de- 


notabit , cuius differentiale; quod capit, dum «'in «de 
& y in y+ dy abit, erit fixum, neque a differentialium 


: 330 ed d: 
fecundorum lege pendebit. . Sit igitur AP 


erit dy—pdx, & ddy— pddx--dpdx, vnde fit 
deddy— dyddx — dpdx?, 

cuius valor non eft vagus, quia tantum differentialia pri- 

ma continet; ac propterea idem manet, fiue quodpiam 

differentiale conftans;accipiatur, qualecunque id demum 

fit, (iue nullum, differential pofitum fit conftans. 


260. Quia igitur dyddx — dxddy non obftanti- 
bus differentialibus fecundis, quae potentia fe mutuo de- 
ftruere cenferi poffunt, fignificationem habet fixam ; ex. 
reffio quaecunque, in qua nulla alia differentialia fecuri- 
«dla praeter. formulam dyddx.-—— dxddy. infunt; pari- 
tér fignificationem habebic fixam. Seu-fi ponatür 
dydda-———dxddycto, aique V fuerit quantitas ex 2», 
earum differentialibus primis dx, dy atque ex w vtcun- 
que compofita, ea valorem habebit fixum. , Cum enim 
in differentialibus primis Ja. & dy nulla ratio habeatur 
eius legis arbitrariae, qua, valores fucceffiui ipfius + Cre- 
{cere ponuntur, in w, diffcrentialia fecunda fe mutuo tol- 
lunt, etiam ipfa quantitas V non erit vaga fed fixa. Sic 


oR RIPARO (der ado h SENA, 
ifta expreffio diddp 3d dde valorem obtinet fixum, 


Ee2 quam- 
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quamuis ea differentialibus fecundis inquinata videatur, 
atque infuper, quia numerator eft homogeneus denomi- 
matori, valorem obtinet finitum, nifi is cafu vel infinite 
magnus vel infinite paruus euadat. 


261. Quemadmodum formula 4x44y — dyddx 
valorem fixum habere oftenfa eít, ita quoque fi tertia 
variabilis 3 accedat, hae formulae 4x44» — dzddx & 
dydds — dzddy valores fixos habebunt. Hinc expres- 
fiones, quas tres variabiles x, y, & 3 inuoluunt, fi in 
eis nulla alia differentialia fecunda occurrant, praeter haec 
affignata, tum perinde erunt fixae, ac fi nulla plane dif- 
ferentialia fecunda ineflent, Ita haec expreflio: 


(de 4 dy? Y da són 
(dx +Hd3) ddy — (dy +Hd3) ddx + (dx —dy) ddz 


non obítantibus differentialibus fecundis, fixa gaudet fig- 
nificatione. © Similique modo formulae exhiberi poffunt, 
plures variabiles continentes, in quibus differentialia fe- 
cunda non impediunt, quominus earum fignificatio fit 
fixa. 


262. Exceptis ergo huius generis formulis, quae 
differentialia fecunda compleétuntur, reliquae omnes fig- 
nificationes habebunt vagas, neque propterea in calculo 
locum habere poffunt, nifi quodpíam differentiale pri- 
mum definiatur, quod conftans fit affüumtum. Statim 
vero atque differentiale quodpiam primum conftans as- 
fumitur, omnes exprefliones quotcunque variabiles con- 
tine- 
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tineant, & cuiuscunque ordinis differentialia: poft primum 
in eas ingrediuntur, fixas obtinebunt fignificationes , ne- 
que amplius ex calculo excluduntur. | Si enim verbi gra- 
tia dx affumtum fit conftans, ipfius «+ differentialia fe- . 
cunda $ fequentia euanefcunt ; & quaecunque fun&tio- 
nes ipfius x loco reliquarum variabilium y, s, &c. fub- 
ftituantur, earum differentialia fecunda per 4x^, tertia 
per dx?, &c. determinabuntur, ficque inconftantia a dif- 
ferentialibus fecundis oriunda tollitur. Idem euenit, fi 
alius variabilis feu fun&tionis cuiuscunque differentiale 
primum conftans ponatur. 


263. Ex his igitur fequitur differentialia fecunda $ 
aliorum ordinum reuera nunquam in calculum. ingredi, 
atque ob vagam fignificationem prorfus ad Analyfin effe 
inepta. Quando enim differentialia fecunda adeffe vi- 
dentur, vel differentiale quodpiam primum conftans affi- 
mitur, vel nullum. Priori cafu differentialia fecunda 
prorfus ex calculo euanefcunr, dum per differentialia pri- 
ma determinantur.  Poíteriori cafu autem nifi fe mutuo 
deftruant, fignificatio erit vaga, & propterea in Analyfi 
locum nullum ínueniunt; fin autem fe mutuo deftruunt, 
tantum apparenter adfunt, & reuera folae quantitates 
finitae cum fuis differentialibus primis adeffe cenfendae 
funt. Quoniam tamen faepiffime apparenter tantum in 
calculo vfürpantür, neceffe fuit, vt methodus eas trac- 
tandi exponeretur. Modun autem mox oftendemus, cu- 
jus ope differentialir fecunda & altiora femper extermi- 


nari queant. 
Be 3 264. 
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264. Si expreffio vnicam contineat variabilem +, 
eiusque differentialia altiora dx, dix, de, Re. iin ea 
occurrant, ea fionificatum fixum habere-nequit, nifi quod- 
piam differentiale primum conftans “fit pofitum... Sit igi 
tur £ illa quantitas variabilis, cuius differentiale de fit 
conftans pofitum, ita vt fit ddt o0; dto, 4*z—o, 
&c.: Ponatur 4x — pdt; eritque p quantitas finita, cu- 
ius differentiale vaga fignificatione differentialium “fecun 


: $ j dp 21 : 
dorum non afficietur, hincque etiam j, trit quantitas 
finita. Sit dp d+, fimilique modo vlterius 44 — 475 
dr — sdt; &c. erunt 4, r, s, &c. quantitates finitae fixos 


fignificatus habentes. Cum igitur fit dx — p4?5 erit 
dde dpat = gdt; dix ——dqdt?—rdt3; 
dixccurditcr dito wc. 
qui valores fi loco dx, dx, 4*x, &c. fubítituantur, 
tota expreílio meras quantitates finitas cum -differentiali 
primo 4z continebit, ideoque non amplius vagam figni- 
ficationem habebit. 


265. Si x fit functio ipfius *, poterit hoc modo 
quantitas x prorfus eliminari , ita vt fola quantitas £ 
cum fuo differentiali de in expreffione remaneat: fin au- 
tem 2 fit fungtio ipfius x, vicillim quoque x erit ipfius 
t fun&io. Interim tamen ipfa quantitas x cum fuo dif- 
ferentiali primo dx, in calculo retineri poteft, dummodo 
poft fubítitutiones ante fa&tas vbique loco + & dż earum 
valores per x & dx exprefíli reftituantur. Quod que 


pla- 
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planius fiat, ponamus £ effe =x”, ita vt differentiale 
primum ipfius x^ conftans fit pofitum. Quia igitur eft 


> I 
dt = axr ids ; ent pa & 


y ”—1 
| 
Lo —(a—1i)dx __ Dr ABOUT 
ap Ed =Z ¿di ng% ws 
E 1) 
vnde fit. g — dore: 5 & 


¿7 3 Ainsi A —rdt—=arx* dx. 
Za 


Hinc- porro: fit 


(ai) lni); 


Dg MEA 


FE 


23x35"—L 
Quare fi diffcrentiale ipfius +” ponatur conftans, erit : 


(z— 31) dx? 


ddx — 
x 
3:25 (5 —^4) (225—241) dx? 
TE 
AS (a—1) (rn —14 31) dx? 


x3 


&c. 


266. Si expreffio duas contineat variabiles x & y, 
earumque vnius x differentiale pofitum fit.conítans ,. ob 
ddr —o, alia differentjalia fecunda & altiora non inerunt, 
praeter ddy, 4?», &c. Haec autem eodem modo, quo 


ante víi fumus, tolli poterunt ponendo 
dy= 
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djm pdr idp gdes dqz—rdx; ode sde; &c. 
fiet enim 
ddy=qdx* ; d'ycrda* ; d*yccsdx* ko. 

quibus fubítitutis expreffio orietur, quae praeter quanti- 
tates finitas x, y, p, 7, ", 5, Sc. nonnifi differentiale 
primum dv continebit. Sic fi propofita fuerit haec ex- 
preflio 

ydxt +Hxdyd?y Y xdty 

(xx +) ddy > 
in qua dx eft conftans affumtum ; ponatur 


dy=pdx 5 dp=qdx; dy-z*d»; & dr= sda; 
quibus valoribus fubftitutis expreffio propofita transmu- 
(y HExpr+hxs)dx? 
AIN? 
amplius differentialia fecunda altioraue continet. 


tabitur in hanc: quae nulla 


267. Simili modo differentialia fecunda & altiora 
tollentur, fi dy fuerit conftans affüumtum. . Verum fi 
aliud differentiale primum quodcunque dż ftatuatur con- 
ftans, tum primum modo ante indicato differentialia ip- 
fius x altiora ex calculo tollantur, ponendo 
de—pdt; dp—=gdt; dq—=rdt5 drsdt; Kc. 

vnde fit 
ddee—gdét ; dix—rdeb j d*w —sdt* j &c. 
Deinde fimili modo differentialia altiora ipfius y ponendo 


dy 
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dy=Pd+; dP am Qde; ¿OQ =Rd:; IR c Sada Be. 
E vnde fiet | 
ddy-2Qdtt; dy =Rde ; 45—S4r ; Ko. 
quibus fubítitutis obtinebitur expreffio, quae praeter quan- 
titates finitas, x, p, 7, h 5, &c. y, P, Q, R, S, &c. 
folum differentiale .4£ complectetur, neque propterea 
vagam habebit fignificationem. 


268. Si differentiale primum, quod conftans poni- 
tur, vel ab v vel ab y vel ab vtroque fimul pendet, tum 
non opus eft, vt duplex quantitatum finitarum p, q, », &c. 
feries introducatur. Si enim dż ab + tantum pendet, tum 
literae p, 4,7, Sc. fient funétiones ipfius «+, folaeque 
litterae P, Q, R, &c. ingrediuntur ;. idemque. euenit, fi 
diferentiale conftans dż ab y tantum pendeat. At fi dt 
ab vtraque pendeat, operatio aliquantum immutari debet. 
Ponamus exempli gratia hoc differentiale y x conftans 
effe; affumtum , eritque. yZ4x -4-4x2y——o; vnde fit 
dd Sicily diy . Sit nunc dy— pdx 5 dp—4dx ; dyZz rdx 

3 A pde? . ; : 
&c. eritque Les TARON ; vlteriusque differentiando 


gdy’ pp dx? a pdxddxe 


din == > 


J IF 5 
à . . ^ M P dx? 
fubítituatur ‘hie loco d dws eius valor. — > s fiet 
dx? appdx? : 
dix == C ees TP duda 3 .porroque 


y T 
PT 


COAR ET UL 


Seakan de La 6pqdx* Epidxt 


RW 
3 9) JJ ga 
PRD) sassdas; 
+ C e 3 ; 
px? 


& pro dde fubítituto valore — nd emerget 


- 3 
eu (ALIM LLBE lat; Se. 
5d 3) D 
Deinde cum.fit dy —pdx;. erit 


ddy=gdx? X a pon PENIS 
ly = gix? +Hpddx € x E 


E pdx? : 
& continuo pro 44x valore — e fubltituendo fiet 
A 
d3 =(= UL 2 dx3 & 
A y 9) ) 1 


yc € apo SL d A A 25 HP yas &c. 
J J IY 1j 

qui valores loco differentialium altiorum ipfarum + $ y 
fubftituti mutabunt expreffionem propofitam in eiusmodi 
formam ,' quae nulla amplius differentialia altiora Conti- 
nebit, hincque confideratione cuiuspiam differentialis con- 
ftantis exuetur. Fata enim hac transformatione, quia 
differentialia fecunda non infunt, nequidem opus eft, vt 
quale differentiale fumtum fit conftans, commemoretur. 


269. Saepiflime autem in calculo ad lineas curuas 
applicato euenire folet , vt hoc differentiale primum 
V (dx? {dy} conftans affümatur: quare quemadmo- 
dum hoc cafü differentialia fecunda. & altiora eliminari 
de- 
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debeant , oftendamus::> Sic enim: fimul via patebit ad 
idem negotium abfoluendum, (i. aliud quodcünque diffe- 
rentiale affumendum fit conftans. .. Ponatur: iterum 
dyzzpdxj dp = dx; dyi raks drosdy z; &ci 
atque differentiale V (Zx? dy) induet hanc forman 
dev (1 -- pp), quae cum fit conftans fiet 
pgdx* 7 
ddxV (1-d-gp) T 9 
< T v4 dx? Y 
ideoque dde == E - | 
vnde iam ipfius ddæ valor habebitur : hinc porro erit 
prdx? rw 44dx3 2ppqgdx? _2pqdxddx 


dao An A TC 
gui uptda? qqdx* Appqddx* 
— "aepo ado AP)" 
aeb brds* (o (GARA 
ue G-p)’ 
Deinde fiet 
PE ee (xopp—3)grdx* i (1spp=13)pg det) 
ri A Te MR GE)? (1-]-gp)? 


Quia autem affümfimus dy = pdx, fiet differentiando 


ppa4x?-. gdy? 
maz 2 — £ r4 min 
ddy—cqdx --pddxzcqdx*— Epp i 25g 


rdx? 2pqqdx? 2gdxddx I 
diylÍ———— — - c 
J— aH sos o E 15. ROE 


gi LI AREA 
IG 
Ffa por- 


CAP UT “PIIL 


porroque  differentiando : 


Wu sdxt 13pgrdxt 4(6pp—1)234x* 
Ip GE (pp)? 


Omnia ergo differentialia altiora vtriusque variabilis + & y 
per quantitates finitas & poteftates ipfius dw exprimen- 
tur, atque poft has fübftitutiones faétas refultabit expres- 
fio a differentialibus fecundis prorfus libera. 


270. Expofito igitur modo differentialia fecunda & 
altiora exuendi, conueniet hoc negotium. aliquot exem- 
plis illuftrari. 


I. Sit propofita haec expreffio — in qua dx po- 


2 
fitum eft conftans. Pofito ergo dy—pdx, & dp—qdx, 
ob ddy=dx?, expreílio propofita abit in hanc fini- 
tam tg. 


di? dy? , 
Il. Sit propofita haec exprellio Sa in qua 


pofitum fit dy conftans. Ponatur dx = pdy; dp—44y, 
ob ddx — gdy? , orietur aL . Sin autem vt ante fta- 
tuere velimus dy—pdx, dp dx; ob dy conftans erit 
=> = pddoH dpdx & dde —— Een ; vnde exprelljo pro- 


pofita transibit in EOD s 

: ydde — xddy 
dedy 

qua ydw pofitum fit conftans,- Ponatur dy = pdx 8 
dp 


Ill. Sit propofia haec expreffio 


10 


COZ UT SIIS 
dp =q dx, eritque ex $. 268: ddy —— ——5 


2 
ddy = dee — Bp , quibus fubítitutis expreffio pro: 


è x x 
pofita transmutatur in hanc: — i= A —+ T» 


d? dy>  . 
IV. Sit propofita ifta expreffio E 5 - in qua 


conftans fit: pofitum -V (dx? +H-dy?). Ponatur iterum 
dy=pdx, dp =qd*, & ex paragrapho praecedente 


: vu que ý ibit 
erit ddy = ^5 A vnde expreílio propolita abi 


i Fano 3 


Ex his autem exemplis fatis intelligitur, quemadmo- 
dum im quouis cafi oblato, quodcunque differentíale pri- 
mum affumtum fit conftans, differentialia fecunda atque 
altiora eliminari debeant. 


271. Cum igitur hoc modo introducendis quanti- 
tatibus finitis p, 4; r, s, Sc. differentialia fecunda & al- 
tiora ita eliminari queant, vt tota expreflio praeter quan- 
titates finitas x, y; P, 9, *, s, &c. folum differentiale dx 
comple&tatur : viciffim fi huiusmodi expreflo reduéta 
proponatur, ea iterum in formam priorem transmutari po- 
terit loco litterarum p, 4, *, s, Sc. introducendis dife 
rentialibus fecundis & altioribus. Nunc autem perinde 
erit, quodnarn differentiale primum conftans. affümatur ; 
atque vel id ipfum, quod ante fuit affumtum conftans 
FÍs po- 
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poni poteft, vel aliud. quodcunque. Quin etiam pror- 
fus nullum differentiale conftans alumi poterit, hocque 
modo prodibunt expreíliones differentialia fecunda altio- 
raue continentes, quae etiamfi nullum differentiale con- 
ftans fit affumtutm, tamen fixas fignificationes obtineant, 


cuiusmodi exprefliones dari fupra oftendimus. ! 


272. Sit ergo propofita expreffio quaecunque con- 
tinens litteras finitas x; y, p; 7, +, &c. vna cum diffe- 
dy; ¡dz 
gesto 70e ea 
Si enim has litteras p, 7, 7, &c. ita'eliminare velimus, 
vt earum loco introducamus differentialia fecunda '& al- 
tiora ipfarum x & y, nullo differentiali conftante affum- 


has i d 
rentiali dx, in qua fit p — AS z 5 &c. 
[/ 


dxddy —dyddx  ,. dxddy — dyddx 
io: fiet. dp = => > hincque 4— 2, 
quae formula differentiata, dabit 
dx*d5y— 3 dxddx ddy-1-3dy ddx? — dxdy dix 
de = GAFA 
dat 
vnde fit 
dx^d3y — 5dxddxddy 43 dyddx? — dxdyd*x 
EE ROS XE GQRauStY tm a qn gom . 


dro. 
Quod fi infuper littera s, quae denotat. valorem dodi 
fit, pro ea fubíticui debebit hic valor — s: = 


dxsd&y- 6dx*ddxd yy ads? ddyd* x+15dxddx? ddy 4-1odxdyddxd? x-5dyddx? -dx* dyd y 
pid BRE Vus. apii o I QNUM IR soy oils d 7 


His 
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His igitur valoribus loco quantitatum p, 7, Ys, &c. 
fubítitutis expreffio propofita transmutabitur in aliam dif- 
ferentialia altiora ipfarum + & y continentem, quae eti- 
amfi nullum diferentiale primum conftans fit affumtum, 
tamen non vagam fed fixam habebit fignificationem. 


273. Hoc ergo modo quaeuis formula differentia: 
lis altioris gradus, in qua quodpiam diferentiale. pri- 
mum- affumtum eft conftans, transmutari poterit in aliam 
formam, in qua nullum differentiale conftans ponitur, 
quae hoc non obítante eundem valorem fixum habeat. 
Primum fcilicet ope methodi «ante traditae affumtis valo- 
ribus dy — pdx ; dpzzgdx; dy—rdx; dr—sdx; &c. 
differentalia altiora eliminentur, tum loco p, q, 7, s, &c. 
valores nunc inuenti fübftituantur; atque orietur expres- 
fio priori aequalis nullum differentiale conftans inuoluens: 
quam transformationem exempla fequentia illuftrabunt. 

I. Sit propofita haec expreffio es in qua dx po- 
fitum conftans, quae transmutari debeat in aliam formam 
nullum differentiale conftans. inuoluentem. 

Ponatur dy — pdx; dp— 4d; atque vtante (270) vidi- 
mus expreffio propofita transibit in hanc: 7+.- Nunc loco 
4 fübftituatur valor, quem obtinet nullo. differentiali con- 
ftanti affüumto 4 — Der 15 iA ded atque. reperietur 


xdxddy — xdyddx i 
E propofitae aequalis, 


& nullum amplius differentiale conftans inuoluens. 


haec expreflio 


IL Sit 
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da” ydys 
di > Ma qua 
dy; aflumtum eft conftans. Ponatur dy= pdx & dp=gdx; 


PAPER) 
1 


TI. Sit propofita haec expreffio 
eaque transibit in hanc: , ftatuatur nunc 


dy | dx ddy — dyddy : : 
pn & 4 dus T > atque inuenietur : 


HL Sir propofita haec expreffio : 
qua diferentiale yx conftans eft affumtum. Ponatur 
dy=pdx, atque vti fupra (270) vidimus haec expreflio 

Is 2 A - 
transmutatur in hanc: —-1—— a — Y , quae nullo dif 
ferentiali conftante affumto transformabicur in iftam : 

xdxddy | xdyddx xdy 


LES da? dy yde 
xdxdy* ydatdy— yxdxddy e yxdydds 
ydx?dy 

dx? Hhdy? 


IV. Sit propofita haec exprellio Teig in qua 
conftans affumtum: eft differentiale V (dx? -4-45*). Po: 
fito dy —4*, & dp=43 dx, orietur haec expreffio 

d 
GPP)? (joco citato). Statuatur nunc, p= d , € 


q = 
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pddy-—d dd: p j20 
Lom dada jose atque nullo affumto differentiali 
dx? i 

ei n (de? dy)? 
conftante nancifcemur iftam expreffionem 777 yde dde 
propofitae aequiualentem. 


va. dxdiy . : 
V. Sit propofita haec expreflio TU e. dif- 


ferentiale dx conftans fit affumtum. Ponatur 
dy-pdx; dp —=gdx € d= rdx ; 
atque ob 


ddy—4dx* $ d3y— rdx? 
^ d. 2 
formula propofita abibit in hanc Ev f Nunc loco 


7 & v fubftituantur valores, quos nullo differentiali con- 


Wr: LE dxcddy — dydd: 
ftante affumto recipiunt fcilicet : ¿== 2 ds Lii & 


| der d3y —3dxddxddy 3dyddx? — dxdyd? x 

UCET IA o Uu 

atque obtinebitur fequens expreffio propofitae aequiualens: 
dx*d3y— 3daddxddy--3 dyddx* —dxdyd*» 


"IUBE EA A A SOME e RU D WEGE SR NS RC CR 


deddy — dyddx 


Y 


274.  Sihas transformationes diligentius intueamur; 
methodum eas perficiendi colligere poterimus expedi- 


tiorem, ita vt non opus fit litteras p, 7, 1, Sc. introdu- 
Gg cere 
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cere. Varii autem modi hoc opus abfoluendi occürrent, 
prout aliud atque aliud differentiale in formula propo- 
fita conftans fuerit affumtum. | Ponamus primum in for- 
mula propofita differentiale dx conftans effe affümtum; 


: : d 
& quia loco dy pofuimus pdx, rurfusque n loco p: 
differentialia prima Zx & dy, vbicunque in expreflione 
occurrunt, fine alteratione relinquuntur. Vbi autem oc: 
currit ddy, quia eius loco fcribitur 72x?, & porro loco 7 

dxddy — dyddo : : 
valor Y dz 2 2 transmutatio abfoluetur, fi vbi- 
dxddy — dyddx 

dx 


Si infuper in expreflione propofita 


feu 


que loco ddy ftatim. ponatur 
dyddx 
d 


x 


ddy — 


occurrat d3y, quia eius loco ponitur rx? , ob valorem 
ipfius r ante inuentnm, vbique loco 45y fcribi debebit 
Ande d. 3ddxddy 3dyddx? dyd? x 


de Ti m da 

quo fa&o expreflio propofira transmutabitur in aliam; 

quae nullum differential conftans inuoluit. Sic fi pro- 

(de + dy 
dxddy : 


ponatur ifta expreflio in qua dx po- 


2 : E dyddx 
fitum eft conftans, ei aequalis erit pofito 44y — T 


locó ddy, haec nullum differentiale conftans inuoluens : 


(dx? + dy pe 
dxddy —dyddxe" 
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275. Hinc facile colligitur, fi in expreffione qua- 
piam propofita affümtum fuerit differentiale 4y conftans, 


au dxdd 
tum vbique loco ddx fcribi debere 44x —. =D 


dy " 
3ddxddy , 3dxddy* | dxd3 
3 B E 2 = E DOE EDO 
loco dix hoc dix dá dy nA 


vt obtineatur expreffio aequiualens, in qua nullum diffe- 

rentiale conftans ponatur. Sin autem in exprelfione pro- 

pofita conftans fuerit .affümtum ydr, quoniam fit 

dx? dx? 
ddr == E , & ddy=gdx* cc eh 
> E uc . dxdy 

loco dx vbique fcribi debebit — vehe ; & loco. 245. 

dydd x dy? 

mm 


vbique ddy — — "UA ad altiora differentia- 


lia, quia in hoc negotio rariffime occurrere folent, non 
progredior. Quod fi vero in expreffione propofita hoc 
differentiale Y/(2x*——- dy?) affümtum fuerit conftans, 
isis — pudor = 40". 
quia inuenimus ddw — Pae & d ym E [gg 
dy*ddx — dxdyddy 
dx? + dy? E 
dx?ddy — dxdyddx 


pro 44x vbique fcribi debet 


& loco ddy vbique rro ppt ette Sic fi. pro- 
dx? 2 à 
pofita fuerit exprefiio Y xd a dy) , in qua V(dx?+2y?) 


affumtum fit conftans, ea transmutabitur in hanc: 


Gg 2 (dx 


dyddx — dxddy? 
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(der HH dyay 


in qua nullum differentiale conftans 
affurnitur. 


276. Quo iftae redu&iones facilius ad vfum accom- 
modari queant, eas in fequenti tabella compleéti vifum eft. 

Formula igitur differentialis altioris gradus in aliam 
aullum differential conftans  imuoluentem transmutabitur 
ope fubfticutionmin fequentiuin : 


L Si diferentiale dx uerit conftans aflumtum 


loco | fcribatur 
à dyd dæ 
ddy | [o ena 


3ddxddy adyddx? dyd3z 
3 Sa. Mu E — rr 
ey T» di dx? o dx 


IL Si diferentiate dy fuerit conftans affumtum 


loco | fcribatur 
ddx dd ME o 
dy 


3ddxddy 4dxddj* dxd$y 


3 d3 K —— — — 
Lr UON dy dy dy 
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IH. Si differentiale.. yde fuerit conítans affumtum 


loco | - fcribatur 
dd Y | — A dy 
| jj; 
dyd dx dy? 
ddy | ddy — T js 
T Ppi ^ daddy , 3dsdy 
Y pu O >>» mm ——————— —————— 
| J y 3J 
E nia 34ddxddy 3dyddx* - ag dyd3x 
dèy | fio dx dx? dx 
a4dydd dy? ddx 3dy3 
aliat. t 57 -H 4 Py X EXC Am br 
| I ydx FY 


IV. Si differentiale V(dx2+ dy?) fueric conftans affumtum. 


loco fcribatur 
aid dy*ddx — dxdyddy 
d+ dy 
ds 7 XEM qe 
23 x ddy dx pr 
dx? dy? 
A T dy dix — dedyd3y 
E dx? dy? 
| dE (dxddy— dyddxY(3dy* ddy — dx? ddy + 4dxdyddx) 
(dee 4y)? 
J3 dx?d35y — dxdyd?x 
b it APA SIR dx? 2 
x? dy 
- (dydde— daddy) (3dx? ddx —— dy? dde == 4dedyddy ) 
(dx? dy) 


Gg 3 277. 
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277. -Expreffiones ergo iftae, quae nullum differen- 
tiale conftans includunt, ita erunt comparatae, vt pro lu- 
bitu quoduis differentiale conftans affümi queat. Hinc- 
que exprelliones differentiales altiorum graduum, in qui- 
bus nullum diferentiale conftans affumtum perhibetur, 
examinari poffunt, vtrum fignificatio earum fit vaga an 
fixa? Ponatur enim pro lubitu quodpiam differentiale pu- 
ta dx conftans, tum per regulam $. praeced. priorem 
reducatur expreflio iterum ad formam, in qua nullum 
diferentiale conftans fit affümtum , quae fi cum propo- 
fita conueniat, ea erit fixa, neque ab inconítantia diffe- 
rentialium fecundorum pendebit: fin autem expreflio pro- 
deat diuerfa, tum propofita vagam habet fignificationem. 
Sic fi ponatur haec exprellio  yddx— x44y, in qua 
nullum differentiale pofitum fit conftans; ad inueftigan- 
dum, vtrum fignificationem fixam habeat an vagam ? po- 
natur 4x conftans, eaque abibit —:44y: nunc per re- 
gulam primam $. praeced. loco ddy ponat, 


dydd 


"x dy dd: 
dd — Y ac prodibit Lung ap ian 


dau n? 
cuius a propofita diferepantia indicat, propofitam expres- 
fionem fixam ftatamque fignificationem non habere, 


278. Simili modo fi proponatur expreffio generalis 
huiusmodi P44x--Q4x4y-1-R 4dy, conditio defini- 
ri poterit , fub qua ea nullo differentiali conftante affumto 
valorem fixum habeat. Ponatur enim dx. conítans, atque 
expreflio propofita abibit in hanc QZ2»4y-F- Rddy: 
nunc haec iterum transformetur in aliam formam, vt 
eius 
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eius fignificatus idem maneat, etiamfi nullum differentiale 
Rdyddx 
Wm 
quae forma cum propofita congruet, fi fuerit PZx--R4y—o ; 
hocque folo cafi valor eius erit fixus. Verum (i non 
fuerit P = — I feu R = — rn tum expreffio 
w dyi 
propofita Pddx -+ Qdxdy +Rddy valorem fixum 
non habebit, fed eius fignificatio erit vaga atque diuerfa, 
prout aliud atque aliud differentiale conftans affumitur. 


conftans fingatur, ficque prodibit Q4x4y-- R24 — 


279. Ex his principiis etiam facile erit expreffio- 
nem differentialem , in qua quodpiam differentiale con- 
ftans eft pofitum, transmutare in aliam formam, in qua 
aliud differentiale conftans affumatur. ^ Reducatur enim 
primum ad eiusmodi formam, quae nullum differentiale 
conftans. inuoluat, quo fa&o illud alterum differentiale 
conftans ponatur. Sic fi in expreflione propofita diffe- 
rentiale 2x affümtum fit conftans , eaque transmutanda 
fit in aliam, quae diferentiale dy conftans implicet: ig 
formulis fupra loco ddy & 4?y fübftituendis ob 4j con- 
ftans ponatur ddy =o; 4?y— 0, atque quaefito fatisfiet, 


T dy dd. dyddx? 
fi loco ddy fubítituatur ET SEE ICT P LIES 


- x dx? de 
3 
2 T 
loco 7?y. Hoc modo ifta formula E CL adye)? 
dxddy ? 
in qua de pofitum eft conftans, transmutabitur in hanc 


3 
(dx*--4y*) . : 
TON: > in qua dy ponitur conftans, 220 
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280. Si contra formula, in qua dy conftans: eft- po- 

fitum , transmutari debeat in aliam , in qua dx fit con- 
dxdd 

J & loco 


d y 


Simili modo 


ftans, tum loco. ddy fubítitui debet —- 


deddy? dyd? 
d?x haec expreflio eisai hajib pinci ge 
dy? y ^ 
(i formula, ingua Y (d«*-1-45*) politum eft conftans, 
transmutari debeat in aliam, in qua d« fit conftans, tum 
y dx dd d» dx? ddy 
loco 4dx fcribatur — dd" & der dys 


loco 


ddy. Atfiformula, qua d conftans eft affumtum, trans- 
mutari debeat in aliam, in qua Y (dx? —-dy?) fit conftans, 
quia ob dx? dy? conftans fit dxddx—-dydd»y — o, 


Ty d d* a 
& uddi m Ec it , hoc valore loco. dds affumto, 


de 
dy*ddy |. (dac? dy?) ddy 


pro ¿dy fcribi debebit ddy- 727 — i3 


3 
$ (dx? aI) s 
Sic haec formula — A , in qua dx eft:con- 
tabitur in aliam, in qua V(dx* dy”) 
dxYy (da*—— dy?) 


ponitur conftans, quae erit —— 135 ES 


ftans, transmu 


E 


RR 


e o 2% 
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DE AEQUATIONIBUS DIFFEREN- 
TIALIBUS. 


281. 


IE hoc Capite imprimis eft propofitum earüm funétio- 
num ipfius x, quae non explicite, fed implicite per 
aequationem, qua relatio funétionis iftius y ad x conti- 
netur, definiuntur, differentiationem explicare: quo facto 
naturam aequationum differentialium in genere perpen- 
demus, & quemadmodum ex .aéquationibus finitis orian- 
tur, oftendemus. | Cum enim in calculo integrali fum- 
mum negotium confiftat in integratione aequationum 
differentialium, feu in inuentione eiusmodi aequationum 
finitarum, qua cum differentialibus conueniant; necefle 
eft, vt hoc loco indolem ac proprietates aequationum 
differentialium, quae ex earum origine fequuntur, dili- 
gentius fcrutemur , ficque viam ad calculum integralem 
praeparemus. 


282. Vt igitur hoc negotium abfoluamus, fit y -func 
tio eiusmodi ipfius x, quae per hanc aequationem- qua- 
dratam | yy -- Py- Q= o. definiatur. Cum ergo 
haec expreffüo yy + Py Q fit — 0, quicquid x 
fignificet, nihilo quoque aequalis erit, fi loco x fcribatur 
x- dx, quo cafu y abit in y-1— 49. Fatta autem hac 
fubftitutione , fi a. quantitate refultante. fubtrahatur prior 

Hh y) 
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yy +HP-+ Q 5 remanebit: eius- difíerentiale, quod pro- 
pterea quoqué erit =o0: Hinc patet fi expreflio quae- 
cunque füerit — o, eius etian; diferentiale fore. aequale 
o; atque fi duae quaecunque exprefliones inter fe fue- 
rint aequales, earum quoque differentialia fore aequalia. 
Cum igitur ft ^ 55--Bye-4- Q —0, erit quoque 

25dy +*P dy + y4P —- 4Q:— 0: . 
quia vero P 8% Q funt funGiones ipfius x, earam- diffe- 
rentiala huiusmodi formam habebunt, 


dP Epdk yno 8. ¿0 94%3 


vnde fiet. 
2ydy = Pdy Y yp de= 4dx — 0 
: d TTAR 
ex qua oritur 2 Eo iym e 


283. Quemadmodum ergo. aequatio finita 
33 —- Py Q.zz o. exponit relationem inter. y Xx, 
ita aequatio differentialis exprimit relationem feu ratio- 
nem, quam dy tenet ad dx. Quoniam vero eft 
dy E A 
de Tay PP? 
teft, nifi ipfa fun&tio y fit cognita: neque vero res ali- 
ter fe habere poteft; cum enim ex aequatione finita y 
geminum obtineat valorem, vterque fuum peculiare ha- 
bebit differentiale, $ vtriusque differentiale reperietur, 
2E 
2)-31-P 
loco y fübftituatur. ^ Simili modo funétio y per aequa- 
tio- 


haec ratio dy: dx cognofci non po- 


prouti -hic vel ille. valor in expreffione. :— 


13. 


CAPA 


M $ i soe d^ 
tionem cubicam definiatur, valor funttionis 


plex; triplici fcilicet ipfius y valori. refpondens. 
aequatione propofita finira y quatuor pluresue habeat 


dy 


dimenfiones, neceffe eft ve 32 totidem fignificationes 


fortiatur. 


284. Interim tamen ipfa funttio y ex aéquatione 
eliminari poterit; cum duae habeantur aequationes y 
continentes, finita fcilicet & differentialis : tum autem 
eius differentiale 4y ad totidem dimenfiones affürget, quot 
ante habuerat y, ficque. ifta aequatio omnes diuerfas ra- 
tiones ipfius dy ad dx fimul complettetur. 
praecedens exemplum aequationis yy += P3 -+ Q = of 


cuius differentialis eft : 


2ydy += P dy +ydP4dQ =0, 


Pdy — Li Qu 
zdy LP ? 
priori aequatioris” fubftitutus’ dabit : 


ex quaft) — —— 


qui valor loco J in 


(4Q—PP)4y* 4-(4Q— PP4P4-4-Q2P* —P2P2Q-1-20* —o, 


cuius radices funt: 


dyc — 4 4P + 


ex aequatione finita : 


(3P4P—4Q ) 
VPP—40)” 
quae funt bina differentialia binorum ipfius y valorum 


yz -—PPEPV(PP—240). 


: Hh 2 
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285. Inuento valore ipfius dy- per repetitam diffe- 
rentiationem reperietur valor ipfius ddy, porroque ipfo- 
rum d3y, dy, &c. qui aütem , cum determinati non 
fint, nifi aliquod differentiale primum, conftans ftatuatur. 
Ponamus commoditatis ergo dæ conftans, atque ad hoc 
oftendendum fimamus hoc exemplum j3—-1-4? — 3«xy, 
vnde per differentiationem oritur 
3334y + axxdx —3axdy-1-3a5dx , 

dy _ ay—xx 


de yy—ax 


hincque , fumantur denuo differen- 


e. ; A dd | 
tialia pofito dæ conftante: atque inuenietur S animi | 
: ayydy —aaxdy $ 2.xydy — 2x0 yy dx Y aaydx > ax xdse 

(297 2x)" 


; à : l aydx—xxdx 
fubftituatur loco dy eius valor modo inuentus i oct d 


yyrax ^ 


atque diuifione per d+ faéta habebitur 
ddy, |. (ay — xx) (2x4y — 0YY — aax) 
O 0 
ax-L-aay—2xy9 
TT ya) 
fcu 
ddy | ,6axxyyo—2x3y—2x)* — 2 a3 x 
dx? V (yy —2x Y? RE 
AE LER EE tn ASE 
TUS A QUO CM UT 
cum ex aequatione finita fit 2.x*y—-2xy* — 6axyy: 
hocque módo ‘ope aequationis finitas his valores in in- 
numeras formas transmutari poffunt. 


286, 


674 P.UT IZ 245 


286. Aequatio' etiam diíferentialis prima “infinitis 
modis poteft variari, dum cum aequatione finita permi- 
fcetur. Sic cum exemplo praecedente inuenta eflet ae- 
quatio differentialis 

334y --x»xdx-caxdy-L-aydx, 
fi ea multiplicetur per y, orietur 
g3dy —-xxydx = axydy +—ayydo, 
in qua fi loco y? fübftituatur eius valor 34xy — x? 
orietur haec aequatio noua 
2axydy — x dy- xxydx = ayydx; 
quae denuo per y multiplicata, poftquam loco y? eius 
valor fuerit. fubítitutus ; praebebit 
2axy dy — x3ydy + xxyydx = 3aaxydx —— ax? dx, 
Generaliter autem fi P, Q; R, denotent fün&iones quas- 
cunque ipfarum + & y. Si aequatio differentialis mul- 
tiplicetur per P erit 
Pyydy + Pxxdx = aPxdy + aPydx. 

Tum cum fit x? 4-5? —32xy —0 erit quoque 
(x37 433 —32x9) (Qd R dy) —o, 
quae.aequationes inuicem additae: dabunt aequationem dif- 
ferentialem generalem ex propofita aequatione finita natam 
Pyydy — aPxdy + Ra? dy + Ry3 dy — 3aRydy Y 
Puxdx — aPydx —— Qx? dx 4 Q3 dx — 3aQxydx — o. 

287. Poffunt vero ctiam per ipfam differentiatio- 


nem infinitae: aequationes differentiales ex eadein aequa- 
Hh 3 tio- 
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tione finita inueniri, dum ea, antequam diffetentietur, per 
quantitatem quamcunque ant multiplicatur aut diuiditur. 
Sic fi P. fuerit funGio quaecunque. ipfarum «+ & y, vt 
fit dP—pdx-|-454y, fi aequatio finita per P mnulri- 
plicetur, atque tum derum differentietur, .obtinebitur ae- 
quatio differentialis generalis ,, quae infinitas formas diuer- 
fas induet, prouti pro Paliae atque aliae functiones affumun- 
tur. "Tumvero multiplicitas adhuc in infinitum augebitur, 
fi ad hanc aequationem differentialem inuentam addatur ip- 
fa aequatio finita per huiusmodi formulam Q 4x——- R dy 
multiplicata, vbi pro Q. & R funttiones quascunque ip- 
farum x» $ affumere licet. ^ Quanquam autem in his 
omnibus aequationibus relatio inter dy & dr, quam dif 
ferentiale fun&tionis y aequatione finita per x determina- 
tac ad dx tenet, comprehenditur; tamen plerumque mul- 
to latius patent, & differentiale ipfius y per alias aequa- 
tiones finitas determinati exprimit; cuius rei ratio in cal- 
culo integrali potiffimum explicabitur. 


288. Nonfolum autem ex eadem aequatione finita 
innumerabiles aequationes differentiales deduci poffunt, 
fed etiàm plures imo infinitae exhiberi poffunt aequationes 
finitae, quae ad easdem aequationes differentiales dedu- 
cantur. Sic hae duae aequationes yy — ax ab 8 
33-—4x omnino funt diuerfae, dum in priori quaecun- 
que quantitas conftans in locum. ipfius 2 collocatur. In- 
terim tamen hae ambae aequationes differentiatae eandem 
dant aequationem differentialem | 22y — 44x ; - quin 
etiam. omnes aequationes in hac forma jjzz4w. can 
ten- 
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tentae, quicunque valor ipfa 2 tribuatur, in vnà aéqua- 
tione differentiali, in qua « non infit, cómprehendi pos- 


funt. Diuidatur enim aequatio illa per » vt fit 2 Sag 


haecque differentia dabit 2»4y — ydx= o.  Poffunt 
quoque aequationes transcendentes & algebraicas ad ean- 
dem aequationem differentialem perduci, vti fit in iftis 


aequationibus 
z 


9yy—axzz20 & yy—axzzbbes , 
x 
fi enim vtraque per e^ diuidatur, vt: habeantur- iftae 
aequationes : ~ 
e 


z 
eTa(yy—ax]j =o Bes (yy axy hh, 
ex vtriusque differentiatione orietur eadem differentialis 


ay dy — adr — 1272 y ddr to. 


289. Ratio huius diuerfitatis in hoc confiftit, quod 
quantitatis conftantis differentiale fit =o.  Quodíi ergo 
aequatio finita ad eiusmodi formam reducatur, vt qüan- 
titas quaepiam conftans fola adfit , neque, per variabiles 
vel multiplicetur vel diuidatur;. tum. per differentiatio-: 
nem eruetur aequatio, in qua illa quantitas conftans pror- 
fus non adíit. Hoc modo quaelibet quantitas conftans, 
quae in aequationem finitam ingreditur, per. differentia- 
tionem tolli. poteft. Sic fi propofita fuerit aequatio 
Xx3—-3? 223axy; lí ea per xy diuidatur vt habeatur 
x? 
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3 B 
A is -— 34, haec aequatio differentiata dabit: 
ame yda.—- 2e yt dy —atdy ytde — 9. 


quam conftans « amplius non ingreditur. 


290. Si plures quantitates conftantes, quae in ae- 
quatione finita infunt, tolli debeant, id fiet per differen- 
tiationem bis pluriesue repetitam; ficque tandem obtine- 
buntur aequationes differentiales altiorum graduum iis 
conftantibus prorfus carentes. Sit propofita haec aequa- 
tio 9y-c maa——nzxx, ex qua per differentiationem 
donftantes man & z tolli debeant.” Prima quidem tolle- 
tur prima differentiatione, vnde fit 94y --zxdx 0, 


on s JD ER 

hinc porro formetur aequatio: 7. —1-5 — o, quae 
fumto dx conftante, per differentiationem. dabit : 

xyddy + xdy? — ydxdy 20, 

quae etfi nullam conftantem comple&titur, tamén omnes 
aequationes in hac forma yy = mas —nxx% conten: 
tas, quicunque valores litteris zi, n & aa tribuantur, in 
fe aeque. comprehendit. 


291. Non folum vero quantitates conftantes, quae 
in aequationem finitam ingrediuntur , per differentiatio- 
nem tolli poffunt, fed etiam altera variabilis, eius feili- 
cet, cuius differentiale conftans affumitur, per differentia- 
tionem eliminari poterit. Ex aequatione enim inter * & y 


propofita quaeratur valor +, vt fii x — Y denotante Y 
did func- 
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funGionem ipfius-».5.- eritque dx — 4Y , & fümto d. 
conítante, fiet differentiando | o—z47Y. Sin autém fue. 
rit xx-|-ax-]-4—Y, fiet.ter differentiando o — 2: Y, 
& aequatio | x?—|-axx-- ?x-L-c— Y quater diffe- 
rentiata dat o—4*Y. Quanquam autem in his aequa- 
tionibus vna tantum variabilis ineffe videtur, quae prop- 
terea variabilis effe ceffaret, dum vnica variabilis in nulla 
aequatione adeffe poteft; ramen quia differentiale de con- 
ftans eft affümtum , eiusque ratio in aequatione haberi 
debet, reuera in aequationem ingredi cenfendum eft, 
Hinc mirandum non eft, fi faepius aequationes differen- 
tiales fecundi altiorisue. gradus: occurrant, in quibus 
vnica tantum variabilis ineffe videatur. 


292. Praecipue autem. notandum eft, per differen- 
tiaionem quantitates irrationales ac transcendehtes ex 
aequarione tolli poffe... Quod quidem ad irrationales at- 
tinet, quoniam per reduétiones cognitas irrationalitas eli- 
minari. poteft, «hoc: fatto, per differentiationem aequatio 
obtinetur ab irrationalitate libera. Verum hoc faepenu- 
mero commodius fine ifta reduCtione fieri poteft, dum 
per comparationem. aequationis differentialis cum finita 
formula irrationalis, fi vna tantum infit, eliminari poteft. 
Sin autem duae pluresue partes irrationales in aequatio- 
ne finita contineantur, tum eius aequatio differentialis 
denuo differentietur, ficque aequationes differentiales al- 
tiorum graduum tot quaerantur, quot requiruntur ad 
fingulas partes irrationales eliminandas. Hoc modo eti- 
am exponentes indefiniti pariter atque fracti tolli pote, 
li runt. 
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runt. Vti fi fuerit y” zz (er —-xx)^, poft diffe- 
rentiationem habebitur 

gm ym-idy — — 2au(aa— xx)"—ixdx, 
quae per finitam diuifa dat z2 =— SARST $ 
qua nullus amplius exponens indefinitus occurrit. Hinc 
ergo patet aequationem differentialem ab omni, irratio- 
nalitate liberam ortam effe poffe ex aequatione finita ir- 
rationali, atque adeo quantitates transcendentes inuol- 
vente. 


293. Vt autem intelligatur, quomodo per differen- 
tiationem quantitates transcendentes eliminentur, incipia- 
mus a logarithmis, quorum differentialia cum fint alge- 
braica, negotium fine difficúltate abfoluetur. — Sit enim 


y ada orent 2= lx, vnde differentiando fit 


xdy—ydx | dx .. 25 
UA epeEUS ideoque dy — ydx — xdz. 


Si bini infint logarithmi duplici differentiatione erit opus: 
fit enim y 7x-cx1ys; erit cem = ly, & diferen- 
xdylx + ydx ——ydxix _ dy 

mug 


tiando, s 
Xx 


, €X qua con- 


: — yyd: 
cluditur fore E to ds NOT 

yady —yy dx 
iam iterum differentietur pofito dw conftante, atque 
prodibit 


Haec aequatio 


de 


TA 
p 


33 xdxddy 
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de deddy axdedy—2ydxdy 


x 


yxdy — yy dx 
(yy dix x x dy) (yxddy e dy —ydx dy 
(yxdy —yy dx)? 


ANS 


feu 
X 


o _——— e a a 
——————— 


quae reduéta dabit : 
38 xdaddy — yyxxdxddy Y 3yxxdxdy? === 2xyydxdy* 


4 dy3 
Hay 9d? dy 22d dy — x dy? 4 —o 


à feu 
yx (gj — w) dxddy + ayuededy (redy + yydx) 
— 2yyexdxdy (da —- dy) = xt dys -H y*dx?. 
294... Quantitates exponentiales ex aequatione eo- 
dem modo, quo logarithmi per differentiationem tollun- 
tur, „Si enim huiusmodi. propofita fuerit | P — eQ, vbi 


P &.Q funftiones quascunque. ipfarum . x, & .y denos 
tent ; ea aequatio-transmutari poteric in hanc logarithmi- 


p 4Q feu 


dP = PJQ. Neque obftat, fi quantitates exponentiales 
magis fuerint complicatae, tum enim fi vna differentia- 
tio non füfiicit, duabus pluribusue, negotium abfoluetur. 


1, Sit 


cam /P=Q; cuius differentiális eft 


li 2» 


A 


Qi PLUG" AX 


er ex bbs : 
-——— ; multiplicetur huius fraCtionis 


gr—e-kÀ 
; . eax 4-1 
numerator ac denominator per e* eritque ; 9 — — "n 
eu LI 


E Sito. Aus 


vnde fit 
MENS Jem axi 
Y —=1 Y — 1 
cuius differentiale eft 
PP 29 l5. 
Jr ESA 
x -X 
Il Sie y=10 mn — , fiet per primam differentia- 
|] xer dx d eax I 
d4 — (e e HOM T RIA 
tionem I E ? fcu dv. pax ui? 
— hb — ¡Vd 
atque ¡02% 3 MO Ergo: 2x —/ disco: 
Sumto ergo dx confítante erit 
cdi dd ¡Pto 
dx = a cU feu dx? =Z ddy dy? 


295. Simili modo quantitates transcendentes a cir- 
culo pendentes ex aequatione ope differentiationis tol- 
lentur, vti ex his exemplis intelligetur. 


à x dx 

L Sit y=0Afim E; ent 492 ——474*  . 

GINE. PIE, J V (aa M aa)" 
Il... Sit y «cof Z ; erit 

21 x a. 77 LE a. At 


CAPUT. I% 
At cüm fit 
cof 2 — 2; erit pay e Cramer 2 
P d A Y a 


quo valore fubítituuo habebitur 
dy _ (ydx— 24) V (an — yy) 
y lu ax x 


feu  rxdy =(ydx —xdy) V (ae —yy). 


UL Si y=wfinw*+xmcofxr, erit poft diferen- 
tidtionem primam dy — dx cofx — zdy íinx: quae 
denuo differentiata pofito dx conftante dabit 

ddy = — mdx* fin x — ndx? cof x; 
haec autem per primam diuifa dat 
ddy 
J 


ex qua non folum finus 6 cofinus, fed etiam conftantes 
m & n euanuerunt. 


=— dx? feu ddy--5dx? nmo, 


IV. Sit 5—(n/x; erit Aliny—/x*, vnde per 


: quA dy dx 5 
differentiationem fit Voc da e or fumtis 


quadratis dat | «xrdy? — dx? —yydx?,  haecque po- 
fito. 4x conftante vlterius differentiata praebet, 
2xxdyddy + 24dxdy*? — — 2ydx*dy 
feu x«xddy xdrdy ——ydx? 0. 
V. Sit y-—aer*(nzzx, erit differentiando 
dj zc maen*dx fin zz —- nae"*dx cof zx; 


li 5 quac 
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quae per propofitam diuifa dat: 


ndy colar 


dy, |. : s 
$ —mdx-- fand — mdx -ndx cotn. 


Xu. ^ dy =>) le I : 
Erit ergo A cot € da ;)7* Quae aequatio 


pofito dæ conftante differentiata dat : 
adx dy? —nydxddy 
2125? dx * Jem? y* da? — 2 my dx dy 
feu (m? --2*) y? dx? —2mydxdy = dy? — yddy. 


ndx = 


Perfpicuum igitur eft, etiamfi in aequatione differen- 
tiali nullae quantitates transcendentes. infint, eam tamen 
ex aequatione finita oriri potuiffe, quae a quantitatibus 
transcendentibus vtcunque fir affe&ta. 


296. Quoniam igitur aequationes differentiales'fiue 
primi fiue altioris gradus , quae duas variabiles x & y 
continent, ex aequationibus finitis oriuntur; iis.etiam .re- 
latio inter binas iftas variabiles exprimitur. ^ Propofita 
fcilicet aequatione differentiali quacunque - binas «variabie 
les x & y comple&ente, ea fignificatur certa quaedam 
relatio inter x & y, qua y fit functio quaedam ipfius x. 
Hinc natura aequationis differentialis perfpicitur, fi loco 
y éà ipfius x fun&io affignari poterit, quae per aequa- 
tionem illam indicatur; feu quae fit ita comparata, vt fi 
ea vbique loco y, eiusque differentiale loco dy, atque 
eius altiora differentialia loco 77y, d3y, &c. fübítirüan- 
tur, aequatio .refultet ‘identica. «In -huius autem funCtio- 

nis 
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fis inueftigatione verfatur calculus integralis, cuius finis 
eo tendit, vt propofita'aequatione differentiali quacunque, 
fun&io illa ipfius: x, cui altera variabilis: y. eft. aequalis, 
definiatur; feu quod eodem redit, vt aequatio finita in. 
veniatur, qua relatio inter & & y contineatur. 


297. Si exempli gratia proponatur aequatio haec 


jd. 
2ydy — ads — 2277 HxrdeTo 


ad quam füpra $.288 peruenimus, eiusmodi relatio in- 
ter x & y ea definitur, quae fimul hac aequatione finita 
x 


Jy— ax = bber continetur. . Cum igitur hinc fit 
yy = ax--b5be*, patet V(ax-|-bbe) me 

eam efle funGionem ipfius x, cui variabilis y vi propo- 

fitae aequationis differentialis fit, aequalis. Namque fi in 


aequatione loco yy, hunc valorem 4x-1-22e^ 8 Io- 


x 
co 2y4dy eius diferentiale «de + = e*^dx  fubítitua: 
mus, orietur-aequatio identica : 

ada + B 252 HN ARE z posado e O 
Sicque patet omnem aequationem differentialem aeque 
ac finitam certam relationem inter variabiles x & y ex- 
hibere , quae autem fine fübfidio calculi integralis repe- 
rii nequeat, 

298. 
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298: Quo haec facilius intelligantur, ponamus. cog- 
nitam -effe- eam: functionem ipfius: 4, quae ipfi. y. vi cu 
juscunque 'aequationis differentialis (iue primi: fiue: altio- 
ris gradus, conueniat; fitque 


dy pdx; dpczcqdxj dg arde Sc: 


atque fi in aequatione differentiale dx affumtum fit con- 
ftans, erit ddy — 442? , d3y = rdx? , &c. qui valo- 
res poftquam in. aequatione erunt fubftituti , ob omnes 
eius terminos homogeneos, differentialia Jw per diuifio- 
nem euanefcent, orieturque aequatio finitas tantum quan- 
titates x, y, p, 4, 7, &c. complectens? Cum igirur fint 
P> 7, Y, Sc. quantitates a natura fun&ionis y pendentes, 
aequatio reuera tantum inter duas variabiles x & y fub- 
fiftet; ficque viciffim conftat , omni aequatione differen- 
tiali certam quantam relationem] inter variabiles « & y 
determinari. Quamobrem fi in folutione cuiusuis pro- 
blematis ad aequationem differentialen inter w & y per- 
veniatur, per eam aeque rclatio inter x & y exprimi 
cenfenda eft, ac íi ad aequationem finitam effet per- 


ventum; - 


299. Hoc igitur modo aequatio quaeuis differen- 
tialis ita ad formaín finitam reduci poteft, vt in ea non- 
nifi? quantitates finitae contineantur , differentialia autem 
feu infinite parua prorfus excedant. Cum enim fit y 
certa fun&tio ipfius x, fi ponatur 

dy=pdx; dp = qix; dq = rdx; &c. 
quodcunque differentiale fuerit conftans acceptum, differen- 

tia- 
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tialia fecunda & altiora. per: poteftates ipfius 7x expri- 
mentur, quae deinceps per diuifionem penitus tollentur. 
Vt fi proponeretur haec aequatio 


xyd3y + xxdyddy | yydxddy — xydx3 =e 
in qua dx ponitur conítans; facto 
dy =pdx, dprzc4dx, & dy T rdx, 
ea abibit in 
xyr | rrp] H= yy] Y TO, 
poftquam fcilicet tota aequatio per 2x? eft diuifa. Haec- 
que aequatio finita relationem inter x & y determinat. 


300. Omnes ergo aequationes differentiales, cuius- 
cunque fint ordinis, his fübftitutionibus 

dy=pdx; dp——4dx; dg-—rdx, &c. 
ad meras quantitates. finitas reducuntur. — Atque fi aequa- 
tio differentialis fuerit primi ordinis, dta vt differentialia 
prima eam tantum, ingrediantur, per iftam reduétionem 
praeter variabiles y & x infuper quantitas p introduce- 
| tur. Sin autem aequatio differentialis fuerit fecundi or- 
| dinis, continens differentialia fecunda, praeterea quantitas 
; ac, fi fuerit differentialis tertii ordinis , introducetur 
infuper quantitas », ficque. porro... Quoniam igitur hoc 
| modo differentialia prorfus ex calculo exterminantur, ra- 
| tio illa differentialis conftantis penitus. ceffat; neque am- 
plius, etiamfi infint quantitates 4, x, ex differentialibus 
fecundis oriundae, opus erit indicare, an quodpiam dif 
ferentiale conftans- fit affumtum.: Perinde enim eft; vtrum 
Kk in 
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in euolutioné aliquod differentiale pro lubitu conftans 
ftatuatur, an nullum. 


301. Si igitur aequatio differentialis fecundi vel 
altioris gradus proponatur, in qua nullum differentiale 
primum conftans effe affümtum perhibetur, hoc modo 
ftatim explorari poterit, vtrum ea determinatam relatio- 
nem inter variabiles x & y contineat, nec ne? Quia 
enim nullum differentiale conftans affümitur, in arbitrio 
noftro relinquitur, quodnam differentiale conftans pone- 
re velimus; hincque tantum erit difpiciendum, vtrum di- 
verfis differentialibus conftantibus pofitis aequatio eandem 
relationem inter + & y exhibeat... Quodfi non eueniat, 
certum eft fignum, aequationem nullam determinatam 
relationem exprimere, ideoque in folutione nullius pro- 
blematis locum habere poffe. Tutiffimus autem modus 
fimulque facillimus hoc explorandi erit is ipfe, quem 
fupra in fimili negotio pro expreflionibus differentiali- 
bus altiorum ordinum, num fixos habeant fignificatus ? 
dignofcendis tradidimus. 


302. Propofita ergo: huiusmodi aequatione differen- 
tiali fecundi altiorisue ordinis, in qua nullum differentia- 
le conftans fit pofitum , ftatuatur differentiale dx con- 
ftans; deinde haec aequatio, vti fupra de expreflionibus 
differentialibus oftendimus, iterum reducatur ad eiusmo- 
di formam, quae nullum differentiale conftans füpponat, 
ftatuendo fcilicet -d d y — AE loco 245; 


& 
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xd dydd? dy d3 
& dy I Dus 3 AL Es loco- Py, 
Sc. 

Quo facto difpiciatur, vtrum: aequatio hoc modo  refül- 
tans conueniat cum aequatione propofita; quod fi eue- 
niat, aequatio propofita determinatam relationem | inten 
x & y complettetur ; fin autem fecus accidat, aequatio 
erit vaga, neque definitam rationem inter variabiles x & y 
exprimet: quemadmodum hoc iam ante fufius eft de- 
monftratum. 


303. Sit, quo hoc plenius explicetur, haec aequa- 
tio propofita, quae nullo differentiali conítante pofito re- 
perta effe perhibeatur. 


P4dx +0d4dy 4 Rdx? + Sdxdy + Tdy? — o. 
Ponatur dx conftans, atque ea transibit in hanc: 
Q24y Rd? + Sdxdy + Tdy? — o. 
Ex hac nunc iterum confideratio differentialis conftantis 
exuatür, modo ante praefcripto, & obtinebitur : 


ad: Q4y4d* i Oddy Rdz? -L-S4xdy--' T4y* —o; 


dx 
quae, quoniam a propofita tantum ratione primi termini 
: i d 
difcrepat, videndum eft, vtrum fit P = — E . Quod 


fi deprehendatur, aequatio propofita fixam relationem in- 
ter x & y exhibebit, quae per regulas in calculo inte- 
grali tradendas reperietur, quodcunque differentiale pri- 

Kk 2 mum 
* 
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i: 3 dj 
mum conftans accipiatur. At, fi fieri nequeat PŒ — Q% A 
X 
aequatio propofita erit impolfibilis, 


304. Nifi igitur haec propofita aequatio : 
P24x +0Q4dy + Rdx? + Sdx dy T dy? — o 
fit abfürda, neceffe eft vt fit PZx-1- QZy — o, quod 
duplici modo euenire poteft: vel enim a&u erit 


P=— Ho , feu aequatio -Pdr -1-.Q2y — o 


identica; vel erit Pdr- Q4y — o ipfa illa aequatio 
differentialis primi gradus, ex cuius differentiarione propo- 
fita eft orta: quo pofteriore cafu aequatio Pdr-+-0Q4y — o 
congruet cum propofita, eandemque relationem inter 
x & y continebit, ficque fine auxilio calculi integralis 
haec relatio erui poterit. Cum enim fit Pdr- Q% =o, 
erit differentiando 
Pddx 4 Q4dy + dP4x -4- 4Q4y — o, 
quae ab aequatione propofita fübtra&ta relinquet + 
R4»? +Sdxdy + T dy? = dP dx + dQdy. 


Cum autem fit dy = — T ,  differentialia prorfus 


extingui poterunt, nafceturque aequatio finita inter x $ y 
earum relationem indicans. 


305. Ponamus in folutione problematis nullo diffe- 
rentiali conítante affümto peruentum efle ad hanc ae- 
quationem : 

x dde = xxyddy — yydx* Y xdy* --aadx? — o. 
" Erit 


T 
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Erit ergo, cum aequationem abfürdum non continere con- 
ftet: x3dx—L-xxydy-o, feu xdx-1-34y =o: 
cuius differentiale erit 
x3 dde $ xxyddy + 32xdx* + 2xydxdy Y xxdy* — 0 
quae aequatio a propofita fübtra&a relinquit : 
aadx*—— ydxt—— zyx dx — zxydxdy =o, ftu 
aads — yydx — 3xxdx — 2xydy =o. 
Cum autem fit 
xdeHhydy=0; erit 2xydy-c——axxdxj 
ideoque 
sado —yyde — xxdxzco feu yy rr=00 e 
quae aequatio veram relationem inter x $ y exprimit, 
fiquidem ea confentit cum differentiali primum inuenta 
«de ydy=0. Qui confenfus, nifi fe manifeftaffet, 
-aequatio- propofita pro impoffibili effet habenda; cum 
autem hoc cafu locum habuerit, aequationem finitam 
xx +yy=a0 fine calculo integrali elicere licuit. 


306. Vt vero etiam exemplum aequationis impos- 
fibilis afferamus, propofita fit haec. aequatio : 
yyddx — xxddy + ydx? — xdy? —-adxdy —o, 
in qua nullum differentiale conftans fit affumtum. Fo> 
ret ergo yydx —9xxdy =o, ideoque differentiando 
yyddx — xxddy + 293dxdy + 2xdxdy =0, 
quae propofitae aequalis pofita dabit: 
yd«? — xdy* -- adrdy =2ydxdy —2xdxdy. 
Kk 3 Cum 
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gyda 


Cum vero fit dy = TE extinguendis differentiali- 


bus obtinebitur : 
4 j3 
3 yy 2) 32 fon 


x3 XX. XX 


X3—y3-L-axy-2xyy—2xxy, 
quae vtrum cum differentiali yydx—xwxdy=o con- 
fentiat, eam differentiando, facile patebit, fiet enim : 
3xwdx — 35ydy4- axdy+ aydx — 2yydx4 42dy — zxxdy —4xydx 
pu D 345x729 —2)5-1- 4xy 
d — Eric Au ML a Is a A 
dx ^ 9yy —acx-—L—4xy —2xx 


i NIY À 
at ex illa et 77 = 23. foretque ergo 


3x* -I- 4x35 | axx y — 39* -- 4x3? — axyy 
| a AA — 4x1 — 3x 
395 TE 93 TARDA 3x5. 
Verum ex aequatione finita primum. inuenta eft 
4xy — 3? HR 249y — 2xxy — x3, 
quae ab ifta fubtraéta relinquit : 
02229! — xy --xxy — 249, 
quae refoluitur in has: 
ozcy-—x; & 2yy--x4-2xx-—o. 


feu axy 


: Xn da 
Quarum illa y—.x quidem cum differentiali dy LIH E 


m 


conftate poteft, at vero aequationi finitae primum inuen- 
tae 
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tae aduerfatur, nifi ftatuatur 2— o, vel nifi vtraque va- 
| riabilis x &'y conftans ftatuatur, quo quidem cafu ob 
| 4x— o & dy-o omnibus aequationibus differentiali- 
bus fatisfit, aequatio propofita fübfiftere nequit. 


307. Confideremus nunc etiam aequationes diffe- 
rentiales tres variabiles x, y, & s inuoluentes, quae erunt 
vel primi, vel fecundi, vel altioris gradus. Ad quarum 
naturam Ícrutandam notari oportet, aequationem finitam 
tres variabiles compleCtentem | determinare relationem, 
quam vnaquaeque ad binas reliquas teneat ; definitur er- 
go, qualis funétio fit + ipfarum x & y. Quemadmodum 
igitur aequatio huiusmodi finita refoluitur , fi reperiatur 
qualis fun&tio ipfarum x & y loco s fübftitui debeat, vt 
aequationi fatisfiat, ita quoque aequatio differentialis tres 
variabiles compleCtens determinabit , qualis functio vna 
fit reliquarum ; isque huiusmodi aequationem refoluiffe 
cenfendus eft, qui indicauerit eam binarum variabilium 
x & y functionem, quae loco tertiae z fübftituta aequa- 
tioni fatisfaciat , feu earn identicam reddat. ^ Aequatio 
ergo differentialis refoluitur , fi vel functio ipfarum x & y 
valorem ipfius z exhibens definiatur, vel aequatio finita 
a(lignetur, qua idem debitus ipfius z valor exprimatur. 


308. Quanquam autem omnis aequatio differentia- 
| lis duas tantum variabiles compleGtens, femper determi- 
natam relationem inter eas exprimit; tamen hoc non 
femper euenit in aequationibus differentialibus trium. ya- 
riabilium. ^ Dantur enim eiusmodi aequationes, quibus 
pla- 


264 CAPUT 1X 


plane nullo modo fatisfieri poterit, quaecunque funétio 
iplarum x & y in locum ipfius s fubítituatur. Vti fi 
propofita füerit haec aequatio gdy = ydx facile patet, 
nullam prorfus dari functionem ipfum x & y, quae 
loco z fubftituta reddat zdy — y», differentialia enim 
dx & dy nullo modo extinguentur. Simili modo appa- 
ret nullam dari functionem ipfarum + & z, quae loco y 
fübftituta eidem aequationi fatisfaciat. | Quaecunque enim 
pro y concipiatur funGio ipfarum x $ s, in eius diffe- 
rentiali dy ineft dz, quod quia in aequatione non ineft, 
deftrui non poterit. . Hancobrem nulla aequatio finita 
inter x, y, & 2 dari poteft, quae aequationi differen- 
tiali- sdy = y dæ- conueniat. 


309. Hinc aequationes differentiales tres variabiles 
continentes diftribui oportet in imaginarias & reales. 
Huiusmodi autem aequatio erit imaginaria feu abfurda, 
cui per nullam aequationem finitam fatisfieri poteft, cu- 
iusmodi erat ila zdy = ydx, quam modo confidera- 
vimus. Aequatio autem erit realis, cui aequiualens ae- 
quatio finita exhiberi poteft, quod euenit, fi vna variabi- 
lis aequalis fit certae cuipiam fun&ioni binarum reliqua- 
mm. Cuiusmodi eft haec aequatio : i 


zdy yd» — ada 3dx | xdy ml y dx 
congruit enim haec cum ifta aequatione finita : 


za epo Eu SETS 
yz = x2-- x) fitque 2 PATAN 


Iftud ergo difcrimen inter huiusmodi aequationes ima: 
gina- 
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ginarias & reales diligentiffime eft obferuandum ; prae- 
cipue in calculo integrali, quia ridiculum foret, cuius- 
piam aequationis differentialis velle integralem , hoc eft 
aequationem- finitam fatisfacientem quaerere , quae pla- 
ne nullam habeat. 
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310. Primum igitur patet, omnes aequationes dif- 
ferentiales trium variabilium, in quibus tantum binarum 
differentialia occurrant, effe imaginarias & abfürdas. - Po- 
namus enim in aequatione, quae contineat variabilem z; 
tantum ineíle differentialia de & dy, differentiale autem 
dz prorfus abeffe; atque manifeftum erit nullam exhi- 
beri poffe fun&tionem ipfarum + & y, quae loco s fub- 
ftituta aequationem identicam producat ; differentialia 
enim dx 8 dy nullo modo tollentur. His ergo cafibus 
omnino nulla datur aequatio finita fatisfaciens: nifi forte 
eiusmodi relatio inter x & y aílignari queat, quae quic- 
quid fit = fübfiftere poffit, vti fit in hac aequatione : 


zdy —sdx Z ydy —xdx, 
cui fatisfacit aequatio y — x. Facile autem inueftiga- 
tur, quibus cafibus hoc eueniat, quaerendo relationem 
inter x & y primo fi s — o, & tum an ifta relatio ac- 
quationi pro quocunque ipíius s valore fatisfaciat. 


| 311. Neque vero folum aequatio tres variabiles in- 
voluens eft abfürda, fi duo tantum continet differentia- 
lia, fed etiam fi in ea omnia tria differentialia occurrant, 
talis effe poterit. Quos cafus: vt euoluamus , ponamus 
Li P 
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P & Q effe fun&iones ipfarum x & y tantum, atque 
haberi hanc aequationem 

ds =Pdr+0dy, 
quae fi non eft abfürda, erit s fun&io quaepiam ipfa- 
rum x & y, cuius differentiale fit 


d&—pdx--4dy, eritque P-—p &. Q—2- 


At fupra demonítrauimus. pdx 1-445. non elle poffe 
diferentiale cuiusquam. fun&tionis ipfarum x & y, nifi 


d " 
fit (m == En) , denotante, vti ante affumfimus 
y. dx. 


2) differentiale ipfius p pofita fola y variabili, per 
dy diuifüm, atque EA differentiale ipfius 7, pofita 


fola x variabili, diuifam per dx. Quocirca aequatio 
dz = Pdx-L Q4» realis effe nequit, nifi fit 
(2 — E> 
ds Ndg A 
312. Similis omnino erit ratio huius aequationis 
dZ=Pdr +02) 
fi Z- denotet fun£tionem quamcunque ipfius s, P vero 
& Q fint fun&iones ipfarum x & y, tertiam variabilem 3 
non compleétentes. Vt enim Z aequalis fieri poflit func- 
tioni ipfarum x $ y, neceffe eft vt fit €» E ad 
Ex hoc ergo criterio aequatio differentialis quaeque pro- 
pofita, quae quidem in hac forma generali contineatur, 


diiu- 
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ditudicari poteft, vtrum fit realis an abfurda. Sic pate- 
bit hanc gequationem 344 == yde +:xdy effe realem, 
nam ob i 
WT aiy A E AR UH 
P=y & Q=x, fit (9-3: >r. 
Haec vero aequatio azdz ——yy4x-|- xxdy eft ab- 


> JPN ION : 
furda, fit enim (5)= & CS 28% qui 
valores funt inaequales. 


313. Vt autem criterum latiflime patens inueftige- 
mus, fint P, Q, & R  fun&iones quaecunque ipfarum 
x, y, 8 2; atque omnis aequatio differentialis triúm va- 
riabilium, fiquidem fit primi gradus, continebitur in 
hac forma: P4x -- Q4y A- Rs — o. 

Quoties ergo haec aequatio eft realis, 3 sequabitur func- 
tioni cuipiam ipfarum x & y; eiusque adeo differentià- 
le erit huius formae 2s = pãx-—} gdy: Quare fi in 
aequatione propofita ifta fun&tio ipfarum + & y loco s, 
& pdx-——44y loco dz fübftituatur, neceffe eft, vt pró- 
deat aequatio identici o—— o. ^ Atque cum ex aequa 


done propofita fiat: ^ de =— R R’ 


fi in P, Q, & R valor ille loco s fubftituatur , necefle 


eft vc fiat P & ¿=—É- 


Lla 
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314. Quoniam vero eft dx= pdx -}4dy, rit 
dN — fdg af 
per ante demonftrata Lon E UE . Cum igitur 


fubítituto loco s ipfius valore in x & y fit 


p=— E & 4—— x 1 
erit ES) mus (= M RO 
& (DC ET 


ideoque habébítur per RR multiplicando haec aequatio: 
IR dPN. QR IQON. 
Aei eaa eo) RG; 
vbi denominatores dy & 4x iterum indicant, in diffe- 
rentialibus numeratorum eam folam quantitatem variabi- 
lem affumi debere, cuius diferentiale denominatorem 
conftituit. Haec autem differentialia 4P, 4Q, 2R ante 
cognofci non poflunt, quam in ipfis quantitatibus P, Q, 


& R valor debitus loco s fuerit fuübftitutus, qui autem 
cum fit incognitus, fequenti modo erit procedendum. 


315. Quia P, Q, & R funt fun&iones ipfarum 
x, y, & s, ponamus 
dP—adx--64y--yds 
dQ= 44x + edy + Cda 
dR = ndx + 0dy + «4s 
vbi 
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SE vbi a, E, y, 3, e, &c. denotant eas funCtiones, quae ex 

| differentiatione oriuntur. Concipiamus nunc loco s vbi- 
que eius valorem in x & y expreffüm fubftitui, & loco 
dz, ponamus valorem pdx- gdy; fietque- 


dP — (a + yp)dx (E y2)4y 
dQ — (8+ (p) dx + (+ 60) dy 
4R — (q (2) dx + (621-04) dy. 


Ex his ergo valoribus erit : 
IR AR 
ARN ^ AOS D 
s =6+Y2 5 COLLIER 


316. Cum igitur ad realitatem aequationis requira- 
tur, vt fit: 


IR Ni (Cie IQ 
AREA 
fiet fi/inuenti valores fübftituantur : 
P(8—- (4) —R(&6--y7) =a 1) —R(0-1- (p). 


At ante inuenimus effe L=—R & I=—E 
qui valores, cum differentialia non amplius ín compu- 
tum veniant, adhiberi poterunt, etiamfi loco % eius va 
lor in x & y non fubftiruatur. Eritque ergo 
P 
po — ER! L ne-:Qy0s- PRU RIPE 
fu o-—P($—9)-2-Q(1—)-- R(6— 8). 
Ll 3 Quia 
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Quia autem quantitates 6, 9, y, 9, 6, $, per differen: 
tiationem inueniuntur, erit fuperiori notandi modo- ad: 
hibito : 

— s 40. aR IR aPN APN 
Quae proprietas, nifi in aequatione locum habeat , ae- 
quatio non erit realis, fed imaginaria & abfürda. 


317. Quanquam hanc. regulam ex confideratione 
variabilis 4 elicuimus, tamen quia omnes quantitates ae- 
que ingrediuntur, manifeftum eft, & reliquarum confi- 
deratione, eandem expreffionem. prodituram fuifle. Pro- 
pofita ergo aequatione differentiali primi gradus, quae 
tres variabiles inuoluat, quacungue, ftatim diiudicari po- 
terit vtrum fit realis an imaginaria. "Comparetur enim 
cum hac forma generali: 


P4x-—-Q2y--R2s-—o, 
atque quaeratur. valor huius formulae : 


dQ ¿RN dR- aP és 4Q^ 
F la o rm TA 
qui fi fuerit — o, aequatio erit realis, fin autem non 


fuerit — o, certum hoc eft fignum, aequationem effe 
imaginariam feu abfurdam. 


318. Aequatio propofita per diuifionem quoque 
femper ad huiusmodi formam reduci poteft : 
P4x--Q45-- ds — 0; 


C€2PUT IX 271 


in quam, cufn prior abeat (i fiat R — 1, criterium fim- 
plicius exprimetur , hoc modo: 


(DAGA 


Quoties enim haec expreffio reuera nihilo aequalis repe- 
ritur, toties aequatio propofita erit realis; ifin autem cón- 
trarium eueniat, aequatio erit imaginaria, Pofterius qui- 
dem ex iis, quae demonftrauimus , eft certum ; de prio- 
ri autem adhuc dubitari poffit, vtrum aequatio femper fit 
realis, quoties quidem hoc criterium id indicat. | Quod 
cum hoc loco pleniffime demonftrari nequeat, fed in cal- 
culo demum integrali demonftratione confirmari poffit, 
hic tantum id afirmamus ; neque autem periculum inde 
eft metuendum, fi quis tantisper de eius veritate dubi- 
tare voluerit. 


319. Ex hoc ergo criterio primum patet, fi in ae- 
quatione P2x-- Q4» +Rdzo0, 
fuerit P fun&io ipfius x, Q fun&io ipfius y, & R fanc- 
tio ipfius s tantum, aequationem femper fore realem, 
Fit enim 


a (Doe =s 
Goes Gee e D 


ideoque tota exprefílio criterii fponte euanefcet. 


LII 
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420. Si fuerit vt ante P ipfius x, & Q ipfius y 
fun&io tantum, R autem fimétio quaecunque ipfarum. 4, 
y & z, aequatio erit realis fi fuerit : 

JR UR AR PRU. ABN hop 

(A) e (2): G)Z P: 
Sic fi propofita fuerit haec aequatio : 


272 


Tz. gn m 
d^. nate EIA n^i D riy! 
Quia hic eft P=Z5 -$ & RIT 


axy? BAY 


3 dR« dR 
hinc (G Ze 3 atque C527 cop 
dx == 
tio propofita erit realis. 


3421. Si fuerint P & Q fun&iones ipfarum x & y, 
at R fun&io ipfius s tantum, ob 


dP JOS AR toi ARNI 
G i osi o s D 
aequatio erit realis fi fuerit 5) E (e . — Haec 


eadem vero conditio requiritur, fi. P4 + Q4y de- 
beat effe: differentiale determinatum , feu ex differentia- 
tione cuiuspiam fun&tionis finitae ipfarum x & y ortum. 


Hucque redit quod fupra $. 312 iam obferuauimus, aequa- 
tio- 


> d? d A 
erit P) =0( Bs = 2 ; ideoque aequa- 
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tionem | ZZ — Pdx --Q4j5,- fi Zli fan&io ipfius z 
tantum at. P & Q. funttiones ipfarum *.& y, realem 


effe non. poffe, nifi (it (5) = (485. Ambó-autem 
ifti cafus inter fe prorfus conueniunt : nam loco: Red 5, 
fi R. eft fun&io. ipfius- « tantum; poni: poteft 4Z.. exis: 
tente Z fun&ione ipfius ss ) 


322. .Vt hoc criterium inuentum exemplo. illu(tre- 
mus, confideremus hanc aequationem ; 


(EFJ R — 593%) de -- (sw? yu —— 4 23) dy 
H (459 — 64 ya) do — 9, 
qua cum forma generali comparata fit: 


Pery s= sy; 2) Lys 527; 
(m 64a? — Jen 

Qi SY 4x55 5 | (S = 104)5 — 45 ; 
| (S AT 1288 


9 dR 2 
NE 4x^y^ = Ei gi —= 34. == 69452 ; 


LA ia Zn) ias ra? 
( dl ) = 8477 EVRE 
His inuentis- valoribus aequatio. iudicium- continens .erif 
haec: 


Mm -- 
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+ (Sryta — fys?) (Egrag 6353) 
+ (Gaya — gas) (2499 A 922). 
E (452 — 6xys*) (arya — 21) =0. 
Haeé autem expreflio fi euoluatur, omnes termini acta 


fe mutuo deftruunt; fitque 'o — o, quod indicat aequi- 
tionem propofitam effe realem. 


323. Quando autem exprefiio hóc modo ex crite- 
rio eruta non euaneféit, tum id fignum eft aequatio- 
nem .propofitam- effe imaginariam, Quoniam vero hoc 
pa&o ex criterio aequatio finita inuenitur, ea, fi quidem 
aequationi differentiali conueniat, fimul relationem. indi- 
cabit, quam variabiles inter fe tenent. Atque hoc mo- 
do. ii cafus, quorum fupra meminimus (310), euoluun- 
tur, Sit enim propofita ifta aequatio : 


la — x) de (0) — 8) dy — 9; 
fet Pca—-» ; Q=y—2 ; % R-—o, 
porro Cus & ex =— 1. 
Aequatio iudicium exhibens fit Guided) 
a 4——x——. Uy; ndo ft y—x. — 


Quoniam igitur hic cafu euenit, vt aequatio y — » fimul 
aequationi differentiali fatisfaciat , dicendum eft propofi- 
tam aequationeim nil aliud fignificare, nifi effe y= x. 


324» 


gd PIU 
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224. Propofita ergo aequatione differentiali tres 
variabiles continente : 


Pax -- Q4» +4Rds= 


tres confiderandi erunt cafus fequentes, ad quos. haec 
aequatio deducit : 


peo O JPy o Vaas ipek 


d 


Primus eft fi haec expreflio reuera A =o, tumque 
aequatio propofita erit realis. Sin autem haec aequa- 
tio finita non fit identica) tum difpiciendum eft, vtrum 
ea aequationi-propofitae- fatisfaciat: quodíi euenit, -habe- 
bitur aequatio finita , qui eft cafus fecundus. Tertius 
autem cafus locum habet, íi aequatio finita cum pro- 
pofita differentiali fübfiftere nequeat , atque tum aequa- 
tio. propofita erit imaginaria: neque enim vlla aequatio 
finita exhiberi poterit, quae ipfi fatisfaciat. 


325. Cafus primus ac tertius per fe funt perfpi- 
cui, fecundus aütem, etfi rariffime- occurrit, probe tamen 
notari meretur: &:cum eius exemplum iam fupra in 
aequatione, quae duo tantum continet differentialia, ex- 
hibuerimus, etiam aequationem afleramus, in. qua om- 
mia tria differentialia infint : 


(a — y) de t dy- ()—2)d& 20. 
Mm a 


CAPUT 
Erit ergo : 


IR 
E D=o ; C» Ta 
Q=w 5 me 5 £y. 


R= j= tiis E Sa dQ =:1 


P= s —y 


wo 


ynde aequatio finita criterium continens euadet : 

2 — x —YTZ0), feu s—x--y 
fubítituarur hic valor pro. + in aequátione- differentiali 
fietque ade -4-xdy—— x (dr —- dy) — o 
quae aequatio, cùm fit identica , fequitur aequationem 
differentialem nil aliud fignificare, nifi +=“ +). 


326. Quoniam diximus omnes aequationes diffe- 
rentiales primi ordinis, in quibus tres variabiles infünt 
contineri in hac forma: 

P dx. + Qdy + R4s-0, 
dubium hic: nafci: poterit circa eas acequationes ;' in: qui: 
bus differentialia prima duas pluresue dimenfiones con- 
ftituunt ,, cuiusmodi eft haec : 
Pdx? + Qdy? + R2s* = 
2Sdxdy —-2'Fdxds + Vdrdz. 
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Verum 'de huiusmodi aequationibus notandum eft , eas 
nullo modo' reales effe poffe; nifi habeant dinifóres 
prioris formae, qui propterea aequationes fimplices con- 
ítituent. -Cum enim ex hac aequatione fiat: 


de, ——— 
"D4x-Vdy t V (dr? (LU? -PR)4-2 dxdy TN RS) dy? (V?-OR)) 
WARN. X UENIRE itis un RI pan 


facile patet s funétioni cuipiam ipfaárum x & y, feu de 
huiusmodi expreflioni p4x-1—249--asequale fieri non 
pofle, nifi quantitas irrationalis euadat rationalis, quod 
cueniet fi fuerit : 
(T? — PR) (V* — QR) = (TV -41- RS)* 
feu 
R — PYV +H2STV + QTT 
Gs PQ — SS 2 
Nifi ergo haec aequatio finita ipfa aequationi propofitae 
fatisfaciat , haec erit imaginaria. 


327. Supereffet vt in hoc Capite quoque aequa- 
tiones differentiales aliorum ordinum, quae tres varia- 
biles comple&tuntur, perpenderemus, cafüsque definire- 
mus, quibus eae vel reales vel imaginariae euadunt; ve- 
rum quia criteria nimis fierent intricata, hunc laborem 
hic praetermittimus , praefertim, cum ex iisdem fonti- 

Ai Mm 3 bus, 
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bus, quos. hic. -aperuimus, fequantur, Ceterum fiin 
calculo integrali his criteriis erit opus, tum ea facile 
erui poterunt. Ob eandem caufam hic quoque aequa. 
tiones, quae plures variabiles comple&tuntur, non con: 
templamur, cum fere nunquam occurrant, atque, fi vn- 
quam occurrerent, ex principiis hic traditis fine nego- 
tio examinari poffent. Quare his expofitis Inftitutioni 
Calculi Differentialis hic finem imponimus progreffuri ad 
infignes vfüs oftendendos, quos ifte calculus cum in ipfa 
Analy(i, tum in Geometria fublimiori affert. 


INSTITUTIONUM 
CALCULI DIFFERENTIALIS 
PARS POSTERIOR 


CONTINENS 


VSUM HUIUS CALCULI IN ANALYSI 
FINITORUM, NEC NON IN DOCTRINA 
SERIERUM. 
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15959:956361936:5:93636:9:9:9595:9:95 6:95 07 
CAPUT I 


DE TRANSFORMATIONE 
SERIERUM. 


Ma 


I. 


t Cum nobis propofitum fit vfum Calculi diffe- 

rentialis tam in vniuerfa Analyfi, quam in 
doctrina de feriebus oftendere; nonnulla fub- 
fidia ex Algebra communi, quae vulgo trac- 
tari non folent, hic erunt repetenda. | Quae 
quamuis maximam partem iam in Introductione fumus 
complexi, tamen quaedam ibi funt praetermiffa, vel fta- 
dio quod expediat ea tum demum. explicari ,. quando ne- 
ceflitas id exigat, vel quia cuncta, quibus opus fit futu- 
rum, .praeuideri non poterant. Huc pertinet transforma- 
tio ferierum, cui hoc Caput deftinauimus, qua quaeuis 
feries in innumerabiles alias feries transmutatur, quae om- 
nes eandem habeant fummam communem; ita vt, fi fe- 
riei- propofitae fumma fit cognita, reliquae feries omnes 
fimul fummari queant.: Hoc autem capite praemiffo, eo 
vberius do&trinam. ferierum per: calculum differentialem 
& integralem amplificare poterimus. 


2. Confiderabimus autem potiffimum eiusmodi feries, 
quarum finguli termini per poteftates fucceffiuas quanti- 
tatis cuiusdam indeterminatae funt multiplicati: -quo- 
Nn niam 
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niam hae latius patent, maioremque vtilitatem afferent. 
Sit igitur propofita fequens feries generalis, cuius fum- 
mam, fiue fit cognita fiue fecus, ponamus =$, fitque 


S Tax Hd? Hex? dato ex? + e. 


Ponatur iam x AS , & cum fit per feries infinitas 


y =y 4 y—0yt4 y — yt &. 
ny y 3 — 45d 69 0080? de $e. 
23 y — gy 6ys roy HE rsy 21)? +80. 
yt —y* — 4y5 + 10)* — 20)! +3 59% — 569? -- &c. 
&c. 
hi valores fubftituti , ferieque fecundum poteftates ipíius 
y difpofita , dabunt 
S= ay = aye + y — ayi + ay? Sc. 
do —2ab R3 — gh 
-- é —30 — 6 


+ d —al 
+. 
4. Quoniam pofuimus Is lata ISi ; 


quo valore loco y fubftituto , feries propofita 
S = ax + dx? —+ cx? —+ det — ex? — &c. 
transmutabitur in hanc: 
x LA x3 
Sa. dur) G=xY —+(c-2044) CESE de &c. 
in 
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id qua Coefficieñs fecundi termini »==2 eft differentia 
prima ipfius a ex ferie a, b, c, e, &c. quam fupra per 
Aa expofuimus; coefficiens tertii termini c——22——« 
eft differentia fecunda A?2; cocfficiens quarti eft differen- 
tia tertia 4*4, &c. -Hinc differentiis ipfius « continuis, 
quae formantur ex ferie 83 5 0, d: 6; RA 
adhibendis giga Series Haero, in hanc 


Sls arent SS her Gp 8c. 


cuius ergo feriei fumma habebitur, fi propofitae fumma 
fuerit cognita. 


4. Si igitur feries 2, b, c, d, &c. ita fuerit com- 
parata; vt tandem differentias habeat conftantes, quod eue- 
nit, fi eius terminus grace fuerit ge rationalis in- 


tegra, tum feries pofterior — ah L——— ue xy Aa &c. 


tandem habebit terminos euanefcentes, ficque eius fum- 
ma per expreflionem finitam exhiberi poterit. Ita (i fe- 
rici a, b, c, 4, &c. differentiae primae iam fuerint 
conítantes, tum feriei huius : 

ax -—L-bx9——cx3 dre -j &c. 
n . xXx n 
fumma erit = —— Miis E ha. At fi illius fe- 
riei coefficientium differentiae fecundae fiant conftantes, 
tum ipfius feriei - "e 9 erit 


=- e 5 ECTS y Baz, 
Nn 2 Vnde 
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Vnde fummae huiusmodi ferierum ex differentiis coeffi 
cientium facile inuenientur. 
L Quaeratur fumma huius feriei : 

e har Rasa q 71th 9x 4 Ec. 
DIEL.> 2; 2, 2, 25 &c. 


Cum ergo differentiae primae fint conftantes, ob a — 1 
&. Aaz, erit feriei propofitae fumma 


PIS E aXX «o AA 
TR TI G=) T (1+) 


U. Quaeratur fumma huius fëriei : 
ix-4xx-9x3-r-1i6xf-L-25x5-6L-&c. 
Dikla; 55 73 9, &c. 
Diff. II. 25 2; 2, &c. 
Quia itaque eft 
AT 1. do — 3 en eL 5 
erit feriei propofitae fumma 
x gK awto wrs 


r a 6-9 


I% 


IH.  Quaeratur fumma huius feriei: 

S— 401502440034 8557171561517 2591 *-]-&c. 
DifL 11, 25; 45; 7%, 103 

Diff. II. 14, H 20, 26, 32 


Dif Ill. 6, 6, 6, 
Quia 


€ APSU TS. TL 
Quia eft 
aca Na11s5 AMAIA APS 
erit fumma 
4X INX4 14 x3 Ext 
I =x (1—2x)* ux (1— x)? st (—2x)? 
fiue 

4x—xx--4x3—x*  x(r-d-x«) (4-—x) 
(1 —x)* ei 


Sc 


$.  Quanqüam hoc modo iftarum ferierum in infi- 
nitum progredientium fimmae inueniuntur; tamen ex 
iisdem principiis hae Series quoque ad datum quemuis 
terminum fummari poffunt. Propofita enim fit haec feries 


S= ar pH brer? drt p nn n an H or, 


& quaeratur eius Po fi in infinitum progrediatur, 
3 


^ vs , 
quae erit == —— Lt Ac ¿pa a T &c. 


Nunc confiderentur eiusdem feriei termini poft vltimum 
ox? fequentes, qui fint 

pri ge das Brenda E sn A &c. 
cuius feriei, fi per x^ diuidatur, fümma, vt ante inue- 
niri poterit; quae rurfus per x? iE n erit 

ani x"-raà 


T ey alio me =x)? AM cem 2€ A*p Rc: 


I 


quae fumma fi. a totius feriei in infinitum continuatae 
Nag fum- 
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fumma fubtrahatur, remanebit: fumma portionis propo- 


fi pu quaefita : Sz 
— Le DA E => (Aa eee 5 (A%a-3*b? p) 
&c. 
L  Quaeratur fumma huius feriei finitae. 
S-—ix--2x?—-—-3x3-—-4xt-52....... --nuxt. 


Tam horum coefficientium , quam terminum vltimum 
fequentium quaerantur differentiae : 


1, 25 3, 45 RC. jecteri; apps ajos; due. 
A EA : 1 ij 
eritque 
A e o E A o de 
unde fumma quaefita T 


dr car (a T (r— 49), 


feu 
x(n- r) ti- 2x9: 
(A 


emm 


Quaeratur. fumma huius. feriei finitae. 
S-—ix--4x?-]9x3-Lj1:6x*t-—-.*...-—-ux5, 


Inueftigentur primum differentiae hoc modo: 
1, 4, 9$, 16, &c. | (n+1),(2+2),(243)”, &c. 
391 Sy d V 25-3, 294--5 
2j; 2 2 
qui- 


quibus inuentis erit fumma quaefita S =_— 

a 3 
arbem Ea (3-24 3)4)+ EL (2-249), 
feu S ccu 


sora — (ni) xr r (208 42M —1)x"o-* — 943 
G—22? 


> 


. 

6. Quodíí autem feries propofita non eiusmodi ha- 
beat coefficientes, qui tandem ad differentias conftantes 
deducantur, tum transmutatio hic exhibita nihil confert 
"d eius fiummam determinandam. ^ Neque vero etiam 
eius ope fumma proxime definiri poterit commodius, quam 
per ipfam feriei propofitae additionem fieri licet. . Si enim 
in ferie sx- 2x? —- cx? pdst &c. fuerit x 1 
quo folo cafu fummatio proprie fic diéta locum habere 

E X E - e 
poteft, erit eU NEN, ideoque non feries minus con- 
vergit quam propofita. Sin autem in ferie propofita fue- 
rit x — 1 tum nouae feriei omnes plane termini fiunt 


infiniti, quo ergo cafu ifta transmutatio nullius prorfus 
erit vfus. 


7. Confideremus autem fériem, inqua figna +8 — 
alternatim fe excipiant, quae ex praecedente deducetur 
ponendo x negatiuum. Si itaque fuerit 

Sar — bx? ox? — drt pH ers —.&c. 
cuius fcriei negatiua oritur, fi in praecedente ftatua- 
tur 
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tur x negatiuum. Sumantur ergo vt ante differentiae 
ha, A*a,-A*a, &c. ex ferie coefficientium a, $, c, d, e, &c. 
fignis ad folas ipfius + poteftates relatis, atque feries pro- 
pofita transformabitur in hanc: bm 

x KA x3 x 

kei epe te) t pope c 
vnde perfpicitur. aequationem propofitam iisdem cafibus 
fummari poffe quibus praecedens. Scilicet fi. feries 
a, b, c, d, &c. tandem ad differentias conftantes dedu- 
catur. 


$. Hoc autem cafü iíta transformatio commodam 
praebet approximationem ad valorem feriei propofitae : 


ax = bx? + cx? — det tex — fx + ec. 


; . o 
quantuscunque enim x fuerit numerus, fractio —, fe 
IF 


cundum cuius poteftates altera feries progreditur, fit vni- 


tate minor: atque fi fit x = 1, 


Y 
autem fit x «41 puta x» — z fiet 


ideoque feries per transformationem inuenta femper ma- 
gis conuergit quam propofita.  Confideremus imprimis 
cafum , quo x —:, qui.ad feries fummandas ingens 
affert fübfidium , fitque 


S = a — b 4 ce de e mu fo Sc, 
ac denotentur differentiae primae, fecundae & fequentes 
ipfius a, quas progreflio a, b, c, d, e, &c. praebet 
per 


CAPJUT. H 289 


per, Añadida y: nes quibus inuentis erit 
S= 34 ¿42 + 44% — 5 La + &c. 

quae nifi a&u terminatur, fummam vero proximam fa- 

tis commode exhibet. 


9. Vfíum igitur huius vltimae transmutationis, qua 
fumfimus x — 1, in aliquot exemplis oftendamus, ac pri- 
mo quidem in eiusmodi, quibus vera fumma finite ex- 
primi poteft. Tales funt feries diuergentes, quibus nu- 
meri 2, b, c, d, &c. tandem ad differentias. conftantes 
deducant, quarum fummae, cum recepto huius vocis 
fignificatu, proprie non exhiberi queant, vocem fummae 
hic eo fenfu, quem fupra tribuimus, accipimus, ita vt 
denotet valorem exprefílionis finitae, ex cuius euolutione 
propofita feries nafcatur. 


L Sit igitur propofita haec feries Leibuitzii : 
S—i:——1i-L1i-——i-L-1i-——:-L&&c. 

in qua cum omnes termini fint aequales, fient omnes dif 

ferentiae — o, ideoque ob 4 — 1, erit SZ £. : 


I. Sit propofita iffa feries : 

SS315 Ae rot dle: 
A E IE E e on 
Gum ergofitye 2 bed erit. S. zm dmm $ md. 


IIl. Sit propofita haec feries : 
S-—:—3--5— 74-9 -— Gc. 

Dii. zi 2230452 1 MEE cage ue 

Ob e=1 & Aezza ftS-i—$-—o 


Oo 


zgo € AP UPR 


IV. Sit propofita haec feries trigonalimm numeroruni: 
S=1— 3 +6 — 10—+ 15 — 21 + &c. 

Dif 1 — oL. OEC. 

Dif. 2 3 


Hic ergo EIS HOT 


Sit propofita feries biquadratorum : 


i — 16-481 — 256 625 — 1296 -H &c. 
EYES, T7203, (6179, 1.3095 O71 


2 TU C a02 
) 84; 108 
24, 024 
Erit ergo: SZc $— € —- $9—— HEAT O, 


10. Si feries magis diuergant vti geometriae aliae- 
que fimiles, eae hoc modo ftatim in feriem magis con- 
vergentem transmutantur, quae nifi adhuc fatis conuer- 
gat, eodem modo in aliam magis. conuergentem con- 
vertetur. 

L Sit 


KAR TUE? 
l Sit propofita haec feries geometrica : 
: ST1%2 HH g 3816-32 -1- &c. 

Diff. 1 E 53, 4 BE D6,. AO; 
D iff 2 ) * 45 8, &c. 
Diff. 4 — Ey 0 E Co oL COS 
Cum igitur in omnibus differentiis primus terminus (it 


—:1. Summa ferici exprimetur hoc modo 
T4 — 4--$— 3s-- 4. — dq + &c. 


cuius fumma eft — 3, oritur enim ex euolutione frac- 


. . I . I 
tionis — =~, dum propofita oritur ex 


21 +2" 
IL Sit propofita haec feries recurrens : 
S —1——2-1-5 — 12 --29 70H 169 — &c. 


in 


| | Dill. IZ Rita a IAT NEC 
| Dif 2 = do o a 38- | A 
| Dif3 c li A AER 
| | Dita = Zu 9; FOIS TCI 
| Diff. ; — 412b. &c. 
Diff. 6 = 8, &. 
&c. 


| Continuarum ergo-differentiarum termini primi confti- 
| tuunt hanc progreflionem geometricam geminatam : 


Ey LE «25-4, (451057 8B4-53654916,^. &c. 
vnde erit 


Oo 


cum 
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cum igitur praeter primum terminum reliqui bini fe con- 
tinuo deftruant, erit S — £. Oritur autem feries propo- 


fita ex euolutione fraCtionis 1, vti in 


1 
kai”? 
expreffione naturae ferierum recurrentium oftendimus. 


HL Sit propofita feries hypergeometrica : 


S—1— 2-1-6— 24-]-120— 720 -l- 5040 — &c. 
cuius differentias continuas hoc modo commodius inues- 


tigabimus : 
Diff. 1. Diff. 2. Diff. 5. 


I II 
js 
26 
se | a mp &c. 
12 £a i 3720 27240 
720 4320 30960 | 256320 
| 2656080 
i 


| 
4 
| 

| 


5040 352 Ho 287280 
' 40320 321360 | 2943360 
362880 e ari 
3628800 | | 
Quibus differentiis vlterius contínuatis erit: 
UE I 3 11 53- 309 BITO i 
| je 8 jest 32 64 128 
1668 148329 1468457 16019531 
16687 149372 0 7 pa A e 
256 512 1024 2048 
1908994H 
AS &c. 
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Colligantur duo. termini initiales, eritque S = ^s --A 


exiftente 
NS E $3. 309 | 2119 
AS 8 a d. 12.8 
Si nunc eodem modo differentiae capiantur, erit 


— C. 


99 4. 61$ 4401 365.8 5. 
rt in lr Hes ad EY: - 219. 


1.342207 2065383 EA 4 o. 


are z 
Colligantur duo termini initiales, quia conuergunt, fietque 
> ; 21 
A=%+-PB exiftente B=— 
2 2 2 
cuius feriei differentiis denuo fumendis fiet : 
159 429 $241 26283 


— == == 
3415 218 921 224 


+ 338935 pei E 


227 
Colligantur quatuor termini initiales in vnum & ftatuatur 


B= + un =C exiftente c=*%- 29283 | Re, 


224 
fietque di terminis atu. colligendis proxime : 


e 15645 ^ 60417 


ATA 56 Ex his ergo tandem conclude- 


tur fumma feriei propofitae: $ —9,40082038, quae 
tamen vix vltra tres quatuorue figuras pro accurata ha- 
Qo 5 beri 
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beri poteft ob nimiam feriei dinergentiam ; eft tamen 
certe iuto minor. Aliunde enim inuéni hanc fummam 
effe = 0,4036524077, vbi. ne vltima quidem nota a 
vero aberrat. 


rr. Imprimis autem haec transmutatio ingentem 
affert vtilitatem ad feries iam quidem, fed lente conuer- 
gentes in alias, quae multo promtius conuergant, trans- 
mutandas. Quoniam vero termini fequentes minores 
funt quam praecedentes, differentiae primae fiunt negati- 
vae; vnde in fequentibus fignorum ratio probe eft ha- 
benda. 

L Si propofita haec feries : 


Se we Era Arsen y rra a 
Dif pce err are IL E 
Dib— -b l5 I1 pap 
Diog mis gio Sama re 


Hinc ergo: erit 


Y I I I I 
S=- --—.-—À-J-. - «Kc. 
2 2.4 3.8 4.16 $.32 


vtramque autem hanc feriem logarithmum hyperbolicum — 


binarii exhibere, iam im Introdu&tione oftendimus. 4 
IL... 572 
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I.S propofita ifta feries pro' circulo + 


I E I X 


` 2 2 2 2 
il q E ii E AEE R 


: 2.4.6 2.4.6 
Diff3z2 —— eg ;— &c. 
p 1.3257 9. $- 7-9! 

o ALE. 

Hinc ergo concluditur fore fummam feriei : 
I I 1.2 1.2.3 
mele —-L—— &c. 

2 al a de 

feu 


1 1.2 125 EAE A 
Saee a a a E te. 
Ps 3 d 3-5 si 357 33.7.9 


Ill... Quaeratur valor huius feriei infinitae : 
S=/2 —13 +14 —19 +/6—l7 +18 —l9 &c. 


Quia differentiae ab initio nimis fiunt inaequales, colli- 
gantur actu termini vsque ad /ro ex tabulis, quorum 


valor reperietür = —— 0,391160; z eritque 
Sz2-0,3911005-- /ro— 111-417 /12— i3 H ligge: 
in infinitum, 


De 
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Defumantur hi logarithmi ex tabulis, eorumque diffe- 
renti ae quaerantur hoc modo 


Diffi. Diffz. Diff. Diff.4. Diff.5. 
lho-:,0000000| ++- — | + | —] + 
Í11—1,0413927 | 413927 

6 

112 — 1,0791812 377885 | 25363 5779 | 1292 | 
l13—1,1139434 | 347622.| 253.6 | 4497 | 924 368 
l14—1,1461280 321846 
lis =1,1760913 | 299633 

Ex quibus reperitur 

ho —h1+h2—h3 +80. == 


1,0000000 413927....,96042.. 5779 1292 568 
2 4 8 16 32 64 
= 0,4891606. 


22213 3563 | 


Hinc valor feriei propofitae erit 
Ss—=/2—13 +l4—15 -Héc. = 0,0980601 5 
cui logarithmo refpondet numerus | 1,253315- 


12. Quemadmodum has transmutationes obtinui- 


mus ponendo in ferie loco x hanc fraCtionem IA 
1y 


ita innumerabiles aliae transmutationes orientur, filoco x 
aliae; funtiones ipfius y fübftituantur. Sit iterum pro: 
pofita ifta feries: 


S — ax p bx? + + dei + ex5 -2fx$ + &c. 
atque ponatur X =y (r— y), quo facto feries orietur 
fequens 


—-— 


EXSPVUT:T 


$20 ==12yy 
Cyl? = byt 
Aae he 736) 319 rm cy * 
LT 43 * —44y3 -1-64y* 
-Ley5——5ey5 Sc. 
Lis) 
Quodá ergo altera harum ferierum fuerit fummabilis, 
fimul alterius fumma erit cognita. Ita fi ftatuatur 


A H t as --&c. c— > se. erit 


IY 
| S zz gut S oe Moe gt ee lieti ien e 
| Cuius ergo feriei fumma erit = =%Y-., 
z EH 


- +13. Si altera feries alicubi abrumpatur, tum fum- 
ma prioris abfolute exhiberi poterit. Ponamus effe. ;—r, 
& in ferie inuenta omnes terminos poft primum eua- 
nefcere, vt. fit S. —;. ideoque ob x — y — yy, 


erit fumma prioris = 4 — V (i—— x). 
Fiet autem ob. 413 vt fequitur : 

I 

e O 
4 

€ acm 3 a 
4.6 
1.5. 

decus 2:353 uhi 


a $ 
5 5 
e oo 
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vnde prior feries abibit in hanc: S zm 
PV (Ena) Tata? sat 413207 480. 
quae eadem inuenitur, fi quantitas furda Y ($——2«) in 
feriem euoluatur, atque ab 4 fübtrahatur. 

14. Statuamus, quo transmutatio latius pateat 
5 1-2)" , atque feries propofita : 

S Z ax hbr? —Reox)-Lx*-Lexj-L&c. 

. . y 
transmutabitur in fequentem : S= ay + li y? 
o y 

O y A e g v(y-1)(v-2) 0-3) ys 
Fa Aaa HE Ier ard 4 J 


20291). by -- 2v(2y-1) (2-2) 
T2 


-+ aby? — u3bys 


E n» type SONT iau, 


Isid 


up d+ © T adys 
EuN eys 
&c. 
Si ergo illius feriei fumma fuerit cognita, & huius fi- 
mul fumma habebitur, ac viciflim, Quoniam vero 
z & v pro lubitu accipi poffunt, hinc ex vna ferie fum- 
mabili innumerae aliae fummabiles inueniri poflunt. 


55. Poflunt etiam eiusmodi transmutationes fieri, 
vt feriei inüentae fumma fiat irrationalis; hoc: modo. 


Sit 


CAPUT 
Sit propofita ifta feries : 
S —uax-EUx3-r-ex5-Ldx!-pRex?--fxtt-L&e. 
erit 
Sx — ax? -p-bx*-I-cx9 -- dx* A ext? RA &c. 


Iam ftatuatur 
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J 


E 


== VE CD vu 
atque feries propofita transmutabitur in hanc: 
Er B) SENE 
V GEI 
ay? -- nay* -H zay’ —+ 23 gy? =- utay? -- &c. 
+ byt + zubys --32^ by* -4-423 5y* 9 4 &c. 
+) --32cy* +62?cy** + &c. 
+ dy +andy" +«. 
+ eyt ec. 
Si igitur fumma S ex priori ferie fuerit cognita, habe» 
bitur fimul fümma fequentis feriei : 
P IA" e 
V 22D 
ay (nat byy? 4 (n a amy oyys 3 (03 à 3204 32c3-dy* 4 &c. 


16. Si fumatur a= —-r; erunt coefficientes huius 
feriei differentiae continuae ipfius a, ex ferie a, b, c, 4, 
&c. fin autem figna in ferie propofita alternentur, tum 
pofito rr, coefficientes erunt iftae differentiae. De- 
notent ergo Aa,, 590,- A9. Ata, GO. 

P prs diffe- 
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differentias primas, fecundas, tertias, Sic. ipfius « ex 
ferie-numerorum <- ay- bj e, d, e; f, Sc. 
Ac fi fuerit: 
S ax pH bxs +05 dx? Hex? + &C. 


pofito x erit 


pales" LAN W 
T Vite" 
Zay Aay H A?a.5 +4A%3a.y? + &c. 


Sin autem fuerit : 
SZ ax —bx3 p cx —dx? ex? — Kc. 


en 
Ya--»») 


ponaturque — x erit 


; VA 
vals =4y —bAr y? + Aa y! — Aa. y? + Kc. 
Quodíi ergo feries a, b, e, d, e, Gc. tandem ad dif- 
ferentias conftantes deducat, tum vtraque, feries abfolute 
fummari poterit ; quae fümmatio autem quoque ex fu- 
perioribus fequitur. 


17. Ponamus coefficientes a, bh; c, d, Se 
ftituere hanc feriem 1, $, $, % 5, Go 
que, vti fupra iam vidimus: 


= 


I 
2 
3 


-4 


Cum 
vnde fequentes duas feries fummabimus : 
L Sit S—x-- ix? 4- x5 +3x0% m &c; 
Erit gr sek Pofito iam x= 
I= 
fiet 


LA A E : 
EN Vats) +9) = 


vnde erit 


EVA E ct iion 1a 2:4 ce à 
Y 273» E od as) a arcana 


IL Sit S— x—- zx? -Ix5—Ix?-pL&c. 


T VE" 


$i 


Ert S — A tang x. Polito iam v 
fiet 
= A fin y — A cof V(1— yy). 


TIE casu) iris 
T Y(r—»») 


e Atang 7 — S 


Hancobrem obtinebitur ifta fümmatio : 


 Afny =+ + noue 


7 
Ya» 1 di 57) mide 


18. Poffünt quoque loco v fun&iottes transcenden- 
tes ipfius y fubítitui, ficque fümmationes aliae inuentu 
difficiliores erui; verumtamen ne feries nouae fiant ni- 
mis pérplexae, eiusmodi functiones eligi debent, quarum 
poteítates facile exhiberi queant; quales funt quantitates 
exponentiales ez.  Propofita igitur hac ferie: 


S ax -Hbr Hor? drt Hex HE fas + éc. 
Pp 3 po- 
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ponatur *=e*y, denotante e numerum, cuius loga- 
rithmus .hyperbolicus: .— 1 , 
erit «at o e320 3 037 &G, 
Generaliter vero eft, vti conftat : 


+ &c. 


42 g3 z4 
e o LNA IP 
Quare feries propofita in hanc transmutabitur : 

S zc ay + im? 44 n? ay? -4- E13 ay* b 4 2* ay5 Y &c. 
+ de +22by9 + inbyt+ 2 mty + 8$c. 

+ cy +imcytf+H £2?cy5—L &c. 

-- dy Him dys q ke. 
—— ey? — Sc, 

| Sit feries propofita geometrica : 

S—x-ra?-LaP--245-L2«5--&c. ent S— cese 


Ponatur iam 


L—%' 


n==—13 wtfit x-e»y; & 
reperietur fumma haec : 
oce 1 
—)y—— y? peau oe 
ey—y 2 
cuius autem feriei lex non perfpicitur. 


Sintin altera ferie omnes termini praeter primuni 


U. 


$9: enit 


fece ODD ` m Á 

j——na5 emm ma; d —— —n54j 

12 2 

42 £a; f=—2 aas &c. 
30 


24 
; Cum 


CABU TSE 
Cum ergo ficfumma «ST 0y53- eme; fet: 


2 12 
IZA UH E QR 3, n34* ej I?5 ysxs 
2 3 24 


39 $6 & 
== —— Hx C. 
a x 


Quoniam vero in his feriebus lex progreífionis non eft 
manifefta, fimmationes ex hac fubftitutione deduétae pa- 
rum habent vtilitatis. ^ Praecipue autem notari meren- 


tur transformationes ex fübítitutione x — cla deriua- 
tae, quippe quae non folum eximias fümmationes, fed 
etiam idoneos modos ad fümmas ferierum appropin- 
quandi füppeditant. His ergo, quae fine calculi diffe- 
rentialis ope funt expedita, praemiffis , ad ipfum huius 
calculi vfum in dottrina ferierum oftendendum progre- 
diamur. 
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CAPUT TE 


DE INUESTIGATIONE SERIERUM 
SUMMABILIUM. 


19. 


S Seriei, in cuius terminis ineft quantitas indetermi- 
nata x, fumma fuerit cognita, quae vtique erit func- 
tio ipfius x ; tum quicunque valor ipfi » tribuatur, fe- 
riei fumma perpetuo aflignari poterit. Quare fi loco «+ 
ponatur x 4x, feriei refultantis fumma erit aequalis 
fummae prioris, va cum ipfius differentiali: vnde fequi- 
tur fore differentiale fummae — differentiali feriei. Quia 
vero hoc modo tam fumma, quam finguli feriei termini 
multiplicati erunt per d+, fi vbique per dx diuidatur, 
habebitur noua feries, cuius fumma erit cognita. . Simili 
modo fi haec feries cum fua fumma denuo differentie- 
tur, & vbique per dx diuidatur, noua exoritur feries 
cum fua fümma: ficque ex vna ferie fummabili quan- 
titatem indeterminatam x inuoluente, per continuam dif- 
ferentiationem innumerae nouae feries pariter fumma- 
biles elicientur. 


20. Quo haec clarius perfpiciantur, propofita fit 
progreffio geometrica indeterminata, quippe cuius fum- 
ma eft cognita, haec: 

I —I-d-«-- x?-pLax-- xr... —+éc. 
lex 


Si 
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Si nunc differentiatio inftituatur, erit : 

dx 
Goe dh arde + 30* da + 408 de + gate + &c. 
G5 

atque diuifione per de inftituta, habebitur : 


1 
G-a F L 2y- 30% 4x? -4-:5x* + &c. 
Si denuo differentietur, atque per dx diuidatur, prodibit: 


2 
E 


(123)3 72 -- 2.34 + 3.4x* + 4.50 + 5.64% + Kc, 


feu 

1 
Gay? —I-+ 3«-d- 6x? -Ld0xr?-- 151% -— 2145 + &c. 
vbi coeficientes funt numeri trigonales. Si haec porro 
differentietur, atque per 3d* diuidatur, obtinebitur : 

Y 
ENSE —I-L-4x--10x?--20x3 4-35 x* + &c; 
cuius coefficientes funt numeri pyramidales primi. Sic- 
que vlterius procedendo oriuntur eaedem feries quas 


. . . I E 
ex cuolurione fra&tionis HU nafci conftat. 

21. Latius autem patebit haec ferierüm inueftiga- 
tio, fi antequam quaeuis differentiatio fufcipiatur , ipfa 
feries vna cum fumma per quamuis ipfius x poteftatem 
feu fun&tionem. multiplicetur. Sic cum fit 

1 
iex == TAPA at ars + Kc, 


multiplicetur vbique per x”, eritque 
xm 


TIPA ee” Ti-amdi-Lamci-Lam +44, 
Qq nunc 
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nunc differentietur haec feries, fictque per dr diuifo: 
MAMA (M1) PM .. E a 
nitor erm E memi (m-ar) 
—+(a +23 +1 (m-—L— 3)xm-3-L- &c. 
Diuidatur nunc per. w= habebitur : 
m—(m——1i)x m Wiz tine 
Gap TEL e AA ER 
-H (a2) r + &c. 
multiplicetur haec antequam noua differentiatio füíci- 
piatur per x*, vt fit 


gn TIF 


Iu -r- dian — mxr (m4 1)? m4 2) 422 Sc. 


Nunc inftituatur differentiatio, & diuifo per dx erit: 
mnei- (mA) 2x71 
II (1— x)? (1)? 
-H (mpi) (241)? (m2 +42) (2 +2) 12 +14 &c. 
Diuifione autem per x”—! inftituta, fiet: 


(m-ni) Lov Mae: 
in — 

m n- (m--1)(--1)«-- (m--2) (22-2) x? $c, 
ficque vlterius progredi licebit : inuenientur autem: per- 
petuo eaedem feries, quae ex euolutione fractionum fum- 
mam conftituentium nafcuntur. 


mn x*-1 


Hs 


pex (1— ax)? 


22. Quoniam progreffionis geometricae primum as- 
fumtae: fumma ad quemuis terminum vsque alfignari 
po- 
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poteft hoc modo quoque feries definito terminorum nu- 
mero: conftantes: füummabuntur. Ita cum fic 
Tra ui 
o chulo RA A A s e 
erit differentiatione inftituta & terminis per d+ diuifis : 
I (zi -1) x" A-2371 
EP 
SAA A AS 
Hinc fimmae poteítatum numerorum naturalium. ad 
quemuis terminum inueniri poterunt. ^ Multiplicetur 
enim haec feries per x, vt fiat: 
x-(z-2-1)x-F1-p xn? 
Wu MP 


quae denuo differentiata ac per de diuifa dabit : 


Z-rdir-34?--4x3 


Zc&--24*'-—-3x3-L o. 0. Tax? 


I-A — (e -4-1)*a? 4- (222 3-22 — 1) 0? 14009343 
eid enu Vu e alpond em el 
T1--4x--9X*-p 0.0. 0. oue Atl 

quae per x multiplicata dabit: 


——M—————— ——— ——— — 


——r-454420] 94999 M TOT. MEX 
quae differentiata, per de diuifa ac per x multiplicata 
producet feriern hanc: 

¿ga as 4357 X^ 0.0. . gen 
cuius fumma propterea inuenietur. Ex hacque fimili 
modo fumma biquadratorum altiorumque poteftatum in- 
definita eruetur, O. 

q 2 25. 
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23. Methodus igitur haec ad omnes feries quanti- 
tatem indeterminatam continentes accommodari poteft, 
quarum quidem fummae conítant Cum igitur praeter 
geometricas feries recurrentes omnes cadem praeroga- 
tiua gaudeant, vt non folum in infinitum, fed etiam ad 
quemuis terminum fummari queant; ex iis quoque hac 
methodo innumerae aliae feries fummabiles inueniri po- 
terunt. Quod cum opus foret maxime diffüfum, fi id 
perfequi vellemus, vnicum cafum. perpendamus. 

Sit fcilicet propofita haec. feries : 
ML rras E x52 3352 845-1331 e. 


quae differentiata ac per 4x diuifa. dabit : 
1-LXXxX 
(rana? Hzr k 6x 41009 2253 -4174845 +91 Ec, 
Facile autem patet omnes has feries hoc modo refültan- 
tes fore quoque recurrentes, quarum adeo fummae ex 
ipfarum natura inueniri poterunt. 


24. In genere igitur íi feriei cuiuspiam in hac for- 
ma contentae : ax -- bx? -4- cx3 + dx* t &c. 
fumma fuerit cognita, quam ponamus —$, eiusdem 
feriei, fi finguli termini fingulatim per terminos progres- 
fionis arithmeticae multiplicentur, fumma inueniri poterit. 

Sit enim 
S-—ax--bxt-cx? pidet ex’ + Sc, 
multiplicetur per. x", erit 
Sa? ZIP j hy mte mty dam +60. 
dif 
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i MN o^ "él aequatio, & diuidatur per de: 
msxm-i-L an d L” = (m-i) axm- (m+2)1xm +1 


i (m+3)cxm+24- Kc. 
diuidatur per »7—!,. eritque 


e S arem is (minar (m--2 9x? A- (m4-3)ex? -1- &c. 
Quodá ergo huius fequentis feriei fumma  defideretur : 
dix -|- (&—-6) 1x? = (028) car? + (0-35) de? &c. 
multiplicetur fuperior per & ac ftatuatur mE -+ 6 — & 

— E 
& a ; 
== (a—6)S-- 


eritque huius feriei fumma 
ciun 


vt fit mo 


25. Poterit etiam huius feriei D o fumma 
inueniri, fi finguli eius termini multiplicentur per termi- 
nos feriei fecundi ordinis fingulatim, cuius fcilicet diffe- 
rentiae demum. fecundae fint conftantes.. Quoniam enim 
iam inuenimus. 

ads 
ms dx (ada le (1-2 9x? -4— (m--5) cx* -&e. 
multiplicetur per x", vt fit 
Pa dS 
msxtr (mr) 0x"+14- (m2) bx "+2 24-8c. 


rain "pofi to dx conftante, & per de diuidatur : 
MaS pem E T E cas x»+1dd8 pica 
da dx? 
(mn (a -1) ax" = (m ——2) (a 4-2) barti &c. 
Qu 3 Di- 
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Diuidatur. per. X?—77, ac multiplicatur. per kb fit : | 


(m——-u--a)kx4S Go dU Lr Ao 
E: de c gau um 


Gn yer xax n 204 2)85? A- (m 3Y(24- 3)0x? 4 Sc. 
Comparetur nunc haec feries cum ifta: 


mirk S4- 


erit : Diff. 1. Diff. 2. 
kmn- bm-—Rknz-L kmme EON 
kmn- 2km okn 4k =a E | km kn 3k =E | 2k =y 


kmn -= 3km- 3kun- 9k — a 1-26 -1—y | km kn skb -Y | 
Ergo £-—iy; & E atque 


n — A ie ape; E ARESE EY) 
k Y ry" Y 
Hinc fumma feriei queefita erit : 
(6 —Y)x48 yx?ddS 
dx 2dx* 


(4—6--y) S + 


26. Simili modo fumma reperiri poterit feriei huius | 
Aa -Bbx Cex? + Ddx? Eext + &c. | 
fi quidem cognita fuerit fumma S feriei huius: | 
S—apbx -Hes +dx3 ext -Efx eC. 
atque A, B, C, D; &c. conftituant feriem, quae ad 
differentias conftantes deducitur. Fingatur enim fumma, 
quoniam eius forma ex antecedentibus colligitur, haec 
ExdS x? dd 343 extdt 
LU LAE LU g S 
de 20x? 6dx? 2440x* 


eS += 
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Nunc ad litteras w, E, Y; 4, Sc. inueniendas euok 
vantur fingulac feries, eritque: 

aS cari ub H acx? + ddx? + aext+ Sc. 


| it e € bx +25cx? 24-36 dx? -t- 4G ex* 2 &c. 
x 

ya? das, is 

nay 

dv dS 1 
6dx? 

extdiS. ^ 

ZAS Ej 

quae fimul fümtae comparentur cum: propofita : 
Z=Aa+Bbx + Cox? + D4x? Eext &c. 


yc&* +3y 7x2 +]O6yext+ Ec. 
ddx? +adext + &c. 


eex* -r- &c. 


fietque comparatione fingulorum: terminorum inftituta : 
=A 
=zB— e2 B A 
y =E— a —a=C€—2B+A 
$ =D— 3y—36— a =D— 3C+3B—.A 
&c. 
His igitur wvaloribus inuentis erit fümma quaefita : 


DA LOS diria chas At + 
rdx 1.24% 
KIR E. 3g? 
(D— 3 C4-3B — A) xS —P 
1.2.3 d x3 
feu, fi ferii-. A, B; C4 D, E, &c. differentiae. con- 
tinuae more: confueto indicentur , erit 


Lia 
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AA.xXdS |OATAOGCPS ASA deS . 
at QUIA QUT 

fi quidem fuerit vti affumfimus : . 

S—a-rbx-rcx* + dx? +oxt+f0 + &c. 


Si ergo feries A, B, C, D, &c. tandem habeat diffe- 
rentias conftantes, fumma feriei Z finite exprimi poterit.’ 


Z-—AS-- 


27. Quia fumto e pro numero, cuius logarithmus 
hyperbolicus et — 1, eft: 


x? x3 xt x5 
-+ + 

1 2 332.3 o EE E A 

fumatur haec feries pro priori, & cum (x 


x 
egens 


S XIIe erit 
Ale 

x 
dd 
Ei bet &c. 


Quare huius feriei, quae ex illa & hac A, B, C, D, &c. 
eorponitur : 
Bx Ciz Dz? Ext . 
A+ — + — + +- + &c. 
1 452 1.2.3 1:2. 54. 


fumma hoc. modo exprimetur : 
AA C a NA  X3NSA We NFA 
ex (A--—— --——Àu + 
I 1.2 129 1.2.3.4 


E &c.) 


Sic fi proponatur haec feries : 
Moss iQ 17? 26x* xh 
MO | pet. 357 


— — + &c. 
E 1.2 1:292 12239044 1.2.3.4:5 
Ob 
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| Ob feriem. À, B, C, D, E, $e. 
| ert .AA-ZZ2, $, 10, 17, 26. c. 
AA emet 3^ 78, 75 sg Kc. 
| ALAS 2, 50,8. &6 
| erit huius ferei: 
26x* 


rox? 17x? 
2 5r + prsodz a vs ys + &c. 
fuma = e*t (23 xx) E ex (14-x)(A4x): 
quod quidem fponte patet. Eft enim 


2x 2x? 2x3 2x* 
zer = AAA SAS TURDERA CY FU 


2 
x? x3 gxt 
geer = gep 25-2 SS 
T3 x^ 
xxe* = xx ~- A -- &c. 
roxx 17x? 26x* 
ex(a43xTxx)—2 5x ko + q Y ovy —+ &c. 


28. Quae hactenus fint tradita non folum ad fe- 
ries in infinitum excurrentes fpe&tant, fed etiam ad fum- 
mas quotcunque terminorum: coefficientes enim — a, b, 
c, d, &c. vel in infinitum progredi, vel vbicunque li- 
buerit abrumpi poffunt. Verum cum hoc non egeat 
vberiori explicatione, quae ex hactenus allatis fequuntur, 
accuratius perpendamus.  Propofita ergo quacunque fe- 
rie, cuius finguli termini duobus conftent fa&toribus, 
quorum alteri feriem ad differentias conftantes deducen- 

Rr tem 
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tem conftituant , huius feriei fumma’ poterit affignari ; 
dummodo omiflis iftis faétoribus , feries fuerit fumma- 
bilis. Scilicet fi propofita fit ifta. feries 
Z-—Aa--Bx-L-Ccx*-L-D4x3 -L-Eext--&Cc. 

in qua quantitates A,B, C, D, E, &c. eiusmodi fe- 
riem conftituant, quae«tandem ad differentias conftantes 
perducatur; tum iftius feriei fumma exhiberi poterit, 
dummodo habeatur fumma S- huius feriei 


S&a br er? Hdr p ert aH eoe 
Sumtis enim ex progreffione A, B, C, D, E, &c. diffe- 
rentiis continuis, vti initio huius libri oftendimus : 

A, B, Cs -.D, E, F &c. 
AA, ABT aO, SD; AES &c. 
APA, cCINSBS ACMAEA DE &c. 
BA AS 3 AS B, ALC Re, 
ATA" ABS 8: 
ASA, "&c. 
Ses 
m feriei propofitae fumma : 
x?dd 
ZL-XSAQOUBAAD T MASS. 17275 NA &c 
pofito in far ipfius S differentialibus 2x conftante. 


29. Si igitur feries A, B, C, D, &c. nunquam 
ad differentias conftantes deducat, fumma feriei Z per 
nouam feriem infinitam exprimetur, quae interdum ma- 


gis 
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gis conuerget- quam propofita ; ficque ifta feries in aliam 
fibi aequalem transformabitur. Sit ad hoc declarandum 
propofita haec feries : 


Lay did y BA SE GUÍE 

A ende ee E "dium E 
quam conftat exprimere / a ita ve fit Y ——7(1—y). 
Diuidatur haec feries per y, & ftatuatur y—=xw, & 

P J E 
Y —32, vt ft == aee) =—5/(—2), 
erit 
Eus x3 xt ys 

ARA IN + &c. 
quae comparata cum ifta: 


S —:1-L-z--x?-]- x3——x* —-x5-1- x5 éc. = > 


Z=1+ 


|s 


I=% 
dabit pro ferie A, B, C, D, E, &c. hos valores : 
1 1 1 1 
E 2? 3 , 4 > 5 
I H Y Y 
Tua SDN IT TAS 
I.2 1.2 1.2 
ag» (15,3014 * 3.4.5 
E37 7 7 123 
1.2,3,4. 2.3.4. $ 
Co 


Erit ergo A=1; BAZ}; PAZ; ALA T-¿ &c. 


Rr a Porro 
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Porro cum ft S = erit 
1——2X 
aS his b 
dx 7 o (1-—2x)* 
JS) Y d 
Tod 2. 7 (Em)? 
dme t 
12.443 —— (1—7) 
&c. 
Quibus valoribus fübftitutis orietur fumma : Z == 
1 x 42 E 
A a e ea 


Cum ergo ft *=y, & Y =—(1—)=JIZ; 


erit 
e, A J 
-JKüa- =%-— E y 
a ETE HG a cs 
quae feries d exprimit 
a+ 35) = = E = —(1—)), 


cuius adeo veritas per ante demonftrata conftat. 


3o. Propofita nunc fit ifta feries, vt etiam vfus 
pateat, fi poteítates tantum impares occurrant, & figna 
alternentur. 


3 s ? 9 12 
e ES E A A rus 
AUT 5 7. 9 II x. 
ex qua conftat effe Y — A tang y. 
Di- 
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We ; T Y. 
Diuidatur haec feriei per y, & ponatur S =S, 


quae fi comparetur cum ifta : 
T 
——x-Lrxx—x-Lxt—&Rc. fit S= — EF 
S M —+ Na 1 EET > 
& feries coefficientium A, B, C, D, &c. fiet : 


I 
aee. 
9. 
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Quare fubftitutis his valoribus fiet forma _ Z == 
un 2 x o 2 XV ESSI 
r Ua ap oer n s LEES p "(1--x)* 
Reftituto ergo x — yy; & per y multiplicato fiet: 
Y “ALSO v 


2 2:495 — AN ok 
» "acte ssi PE 3.5. e a 


31. Poteít quoque füperior feries , qua arcus cir- 


— Héc. 


I EN 


culi per tangentem exprimitur, alio modo transmutar, 


eam comparando cum ferie logarithmica. 
Confideremus nempe feriem 


x Xx x3 x^ x5 


ZLIi—— — — — — — — + &c. 
E umm : 5 zu ^ LE 
quam comparemus cum hac: 
I ur xx x3 x 
SU e SERE TT IU — Kc; 
T 1 
=  — i (t3), 
atque valores litterarum A, B, C, D, &c. erunt 
2p a ARA cen etel i. 
A- "Hp jn ceti at Dcos ERA &c. 
2 l2 +2 +2 
AA = > x — ; &c 
31 ES 5-1 NB 
-2. 24 2 
3.5 3:5-7 5:7-9 
2.4.6 
A3A — 4 &c. De 


QV PULS 1h 


* 


Deinde cum fit S= = — iaa); erit 


4S xu past 
ade. T 2(1r4-x) 
dd it ribs 
Nude Rn 4(1--x)? 
dos EE INE, 
1.2.3 dx? —— 6a--x) 
dS qe RH 
1.2.5.5 dx3 T. g(1i--«)* 
&c. 


Erit igitur SA gx 1: & ex reliquis fiet: 


E 2.43 
ia Mo oa. Ger 


Zei 


x 
Taa AE 357)? 
Ponatur nunc v= yy,  multiplicetur per y fiet: 


Y SEPA une c 


T OR IO MESA S T LL RS. 
J77304-3) SCA — 3570229» 
Haec ergo transmutatio non impediebatur termino infi- 
nito "n qui in feriem S ingrediebatur. Sin autem cui 
o 


fuperfit dubium, is tantum fingulos terminos praeter pri- 
mum fecundum poteftates ipfius y in feries refoluar, 


atque deprehendet actu feriem primum propofitam re- 
fultare. 
32. 
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32. Haftenus eiusmodi tantum feries fumus con- 
templati, in quibus omnes poteftates variabilis occurrunt. 
Nunc igitur ad alias feries progrediamur, quae in fin- 
gulis terminis eandem poteftatem ipfius variabilis. com- 
ple&antur, cuiusmodi eft haec : 


1 I I I 

2 cr DARET Qi cM 
Huius enim feriei fi fumma S fuerit, cognita ac per 
fun&ionem quampiam ipfius x exprimatur, erit diffe- 
rentiando ac per Hdw diuidendo: 
—4S$ I I I mg 
ds— Ga Up E EBD! 
Si haec viterius differentietur, atque per —2 dx diuida- 
tur, cognofcetur feries cuborum : 
ddS 1 I Y ges 
x Gu C Udex CE o Get Se 
haecque denuo diferentiata, atque per — 34x diuifa 
dabit : : 
-—45S. o1 I H 1 18 
As Gas E CE A CE RE e 
Similique modo omnium fequentium poteftarum fum- 
mae reperientur, dummodo fumma feriei primae fue- 
rit cognita. 


&c. 


33. Huiusmodi autem feries fra&ionum quantita- 
tem indeterminatam inuoluentes fupra in introductione 
elicuimus, vbi oftendimus, fi circuli, cuius radius — r, 
femiperipheria ftatuatur — 7; fore 

* 


Y Y TN. 1 I I 
Tace EE uL IT al iei ll. We 
" n—m ndm 2n—f" 2nd gu—m 


Il. eI Ee 


m n—7 2 jm 22— 22m 3u—m 
Cum igitur pro m & z numeros quoscunque aífümere 
liceat, ftatuamus 2 — 1, & m — x; vt obtineamus feries 
illi quam in $. praec. propofueramus fimiles; hoc fatto 
erit : 


Te —=— 

fare 
I I I I I I 
——P—Ü a — de. 
X IX ITX 2—X 2d 3—x 

zcofzx S 

fiu x AES 
1 I I I I I 
LOCI Lo m A src. 
x 1—4X IdX 2—X 2TX 3—x x 


Per differentiationes ergo fummae quarumuis poteftatum 
ex his fraCtionibus oriundarum exhiberi poterunt. 


34. Confideremus feriem priorem, fitque breuita- 


tis gratia ———— = S, cuius differentialia altiora ca- 
fin z x 
piantur pofito dw conítante: eritque 


Ss Saz 
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— A qe dg o uua E ELE lilas 1 s 
S —€— Lo Ex o r 
ZIS pr in A EUN hrp Mo : 
de — xx  (i—-x) (14x)? ' (ex) MOIS TG -— KC. 
JS I E lo N aE I I 
curules (rs EA 
-d3S E I FUR x I I 
6dx3 —x* G (rp) Rud u.c ua 
diS 2 I I I 1 e 
E E A COC CS NS 
diS c I I I I > 
CS CS AS 
Sc. 


vbi notandum eft in poteftatibus paribus figna eandem 
fequi legem , pariterque in imparibus eandem legem 
fignorum obferuari. Omnium ergo iftarum ferierum 
fummae inuenientur ex differentialibus expreflionis 

T 
fns’ 


Di 


35. Ad Differentialia haec fimplicius exprimenda 


ponamus finrx —p & cofzx — 4, 
erit dp-mc-dxcofrx-ccmc4dxw, 
& da =Z wpdx. Cum ergo fie 


r p 0240) — I+D) 
rx ia: p 


ob pp--424—: 
Lr pes 


- Gt da 


PP 


mg- m nET a 610 
p* 
de 5 2 662 61 
pr n(A Ep LEE) 
vem AA acad? +61) 
p! 
sosog" UE ULT ME 
aE e ) 
abs T Gt sang 31114? 1-138542) 
403207* 10080049 e s E 
mS poseer man Len qs 
&c. 


Sse _ Quae 
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Quae exprefliones facile vlterius quousque libuerit con- 
tinuari poflunt, fi enim fuerit : 
drS Tiem VL dga' —6 
+= dieque A pe +80.) 
erit differentiale piece fignis mutatis : 
5-- D n— n— 
T5 gas E 1)04 Pm za 7 (e 22614 ECT p &c. p 
dx ?-ri prta +z- DE fp" n +(2-3)y J2 pn—a +z- PE proa 
36. Ex his ergo obtinebuntur fümmae ferierum 
fuperiorum $. 34. exhibitarum fequentes : 


S =w E 
P 

-HS  _m £ 

dx p E 

84S 4-5) 

2dx? = p 

=d S +2) 

6dx3 “6 E 

dtS a n 284* 

rr) a "n E qe epe P 

SNA ep 18043 ` Sy) 
1202x5 7 120 (pP P 
Jic at test Heer m 
is p nomen p? ante 


di a? S (20047 n 726647 25) 
$o4odx? — $040 jara Ur. 


AS or E ACRAS B8) 
40320dx9 7.40320 N . p? ps p* ob ? 
Sc. 


37- 
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Traftemus fimili modo alteram feriem fupra 


37- 
inuentam : 
w cofz I I 1 Ns Yi 
: ——————— —=— Sc. 
finzx X Irw E  24X ges 8 
Er zcofzx __ : i 
atque pofito breuitatis ergo arr T,  orientw 
fequentes fummationes : 
ne co Aa AIM s m 8 
DN Xx A po 2 Y m 2--x So 
zd lxx I I I I 
RP. UM yas 0 Cra ^E VEND E ur aee --&c. 
ddT I 1 I I 1 
CE E E CS O 7 
-JST rz I : 1 I I 
si a ax Cür8* Ce DE CI CU 
E. I 1 E I 
24 dx* T S (PUMP NER THWESY Nee my — Sc. 
=dsT I Y I I 1 
———z—d———— —— ———— E 
120dx5 = ü-z) "ER (1-px)5 ANT cium Gio" &c. 
&c. 
vbi in poteftatibus paribus omnes termini funt affirma- 
tiui, in imparibus autem figna + & — alternatim fe 
excipiunt. 


38. Quo differentialium horum valores innotefcant, 
ponamus vt ante ^finzx = p. &. cof rr- 4, vt fit 
ppg; erit dplcc4dx  d=-rpdx. 


Ss 3 Qui- 
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Quibus valoribus adhibitis erit : 


T =r. L 
y 
SI L5 Ig )=7 
— EA LL Bs cr 
dx PP PP 
ddl y 243 2) MCN 
dx* — r CR pur p47 pj 


a rer 844 De Cz de 
A Pp e d pr) 
dT = 73 e 167 


dat p5 p? 
—deéq owe "Lis anl UH 15) 
das 7 a p° dd 
gU r (E yer 4- 530) 
da 
ES e as 272 
Lr pa rer y ser o ee E il STU) 
» p? P 
a uet en. (exe 5064095 atta Ef 
dx p p ps 


&c. 
Quae formulae facile vlterius quousque libuerit continuari 
poffunt. Si enim fit 
PU A E K caca 7 j 
X ue (PAR n C pesos &c 
erit expreffio fequens: 


BUT: (n Dag" A (n-3X6 TY | arc. 
44D prex e at p 2 ed c) 


39. 
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39. Series ergo poteftatum $. 37. datae fequentes 
habebunt fummas pofito finz =p & cof rw = 7. 


r 
IDEM 3 
x pP 
ddl q 
E A a L 
A cer s E 
—d3 
AT a a C 
6 dx? P PP 
dac s q? 24 
zado — T Nes zp 
=dT g4 2 2 
I20dx5 C TP: dne uz) 
detp 4 174 
720dx5 — 7G "E $ E 45p? 
-dA T q 54* 117? r7 
8 ——— io med 
Ec 71 ie) Vm Hasta pp 
q? 5f 624 
i d z9 = 
a Ct NETT "m 315p? 
i 


4o. Praeter has feries inuenimus. in introdu&tione 
nonnullas alias, ex quibus fimili modo per differentiatio- 
nes nouae elici poffunt. Oftendimus enim effe: 

I aV x pana 
ax | axtangzVx — 
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Ponamus fummam huius feriei effe = S, 


vt fit AA —— erit 
E. 2x 2Vx ` finzM«* 
dS. ER T  CofzYx TT | 
de" ax . axV«c finzVx 4« (fin Vx)? | 
quae ergo expreffo praebet fummam huius feriei : | 
I I I I I 
ü-9" a9 G-* ae aie o 


Deinde quoque oftendimus effe : 


(T erys} date 
Vii AE 
I I I I 
—— + — t + + &c. 
Ir 4 xXx 9-r-x 16 --X 
Quodíi ergo haec fumma ponatur — $, erit: 
-dS I I I I 
Y — — e AR H Ha déc 
de (1 (Ha) (a)? 6+7) 
At eft 
dS_ r evs TT gamvVx Y 


m : —-—. Lg. 

25 Vx exvx—y a (eyz 2X% 
d 4 14 TV x ( aTY x j^ 
Ergo fumma huius feriei erit : 

«dS Too gx mmo emYx I 


dx Tr V ae 1 E ux (earYx—i) axl 
Similique modo vlterioribus differentiationibus fummae 
fequentium poteftatum inuenientur. 


41. Si cognitus fuerit valor produ&i cuiuspiam ex 
faftoribus indeterminatam litteram inuoluentibus compo- 
fiti 


CAPUT 


fiti, ex eo per eandem methodum. innumerabiles “feries 
fummabiles inueniri poterunt. Sit enim huius produéti 
Grax) (pla) (ya) (12-82) (es) &c. 
valor — S, fün&ioni fcilicet cuiuspiam ipfius x , eri 
logarithmis fumendis : 
IST Krax) Ki +04 a7) H-G-1-93)-2-&c. 
Sumantur iam differentialia, erit diuifione per de inftituta : 
dS; vu E Y ô 
Su ha rr ad -H Kc. 
ex cuius vlteriori differentiatione fimmae poteftatum 
quarumuis iftarum fractionum reperietur; plane vti in ex- 
emplis praecedentibus fulius expofuimus. 
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42. Exhibuimus autem in introductione nonnullas 
iftiusmodi expreffiones, ad quas hanc methodum accom- 
modemus. Scilicet fi fit z arcus 180° circuli, cuius ra- 
dius = 1, oftendimus effe : 


" mr mr 4un——mm 1641 —-MM 36m——mm 
JEU o EU ECCE — 
22 2n 4u8 162g 3622 
mro nn— mm 9RR——MM 25un—mm 49un—mm 


cof — = ————. r : 
qn nn 9 nn 2 5 nn 49 zn 


Ponamus zz: $ w-2x; vt lit 


TL 4— AX 9——XXx' 16 —XXx 
Musee Ei .&c. vel 


TX TTXo 5 
(in E > e f6 
rmy 1bx 2x» 2 TX gar 4X 4-5 
—RX.—. — MM es &c. .& 
fin rx —7 ^d XP T. qus 
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en 9—4xX DITA 49-4YY qi 


colrr= feu | 
9 25 49 il 
12% TAE 72% 2 — ' 
cof 2 48 35 34 ITESO FA 
STE I 3 3 5 5 


Ex his ergo p gri fi logarithmi ER erit: 


lar E pets SES y 27" + &c. | 
ite ros rien pue &c. 


43. Sumamus nunc harum ferierum logarithmicarum 
differentialia, & diuifione vbique per dx fa&ta prior feries 
dabit : | 
TCcOfz*X — r^ LI I I I | 
inss x» v. ee serui eire E | 
quae eft ea ipfa Laig quam $. 37. traCtauimus. — Altera 
vero feries dabit : 
2 2 2 2 


-mzfinrmx — 2 
cofzx — 1-ax | rfs Te 32x  5-2x 


Ponamus 23, vtfit x— Z , & diuidamus per =2 erit: 


aíinirs I I I I I 
2 PIecbo euer E Me — &c. 
iab d 


acofiza  i-9 — 143" 3-2 3+3 
Cum autem fit 


huis Y RATS & gor anh E 
erit : 

Sor. s AA 

Yülcofzs)" ~ i-9 sta 3-89 315'5- 


feu 
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feu loco 2 fcribendo . erit: 


2 
T PRAT &c. i 


ec A 
V(dcofzx)"  1r-x 14% t g-x 34x 
Addatur haec feries ad primum inuentam : 


m cofzx | 1 I I I I 1 
6 ad ——-—— —] &c. 


finzr — x tia de 3-x 
Atque reperietur huius feriei : 
I I 1 
EN 
z cofzx T 
"V a-r-cofzx) AAN A fratio haec 
Y (1—cofzx) 
Y a —-cofzx)? 
tur per Y (1—cofz«) abit in 


&c. 
Summa — 


fi numerator & denominator multiplice- 


1— cofzx 


pe E Quocirca 


fumma feriei erit = > quae eft ea ipfa, quam $. 34. 


habuimus: vnde eam vlterius non perfequemur. 
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DE INUENTIONE DIFFERENTIARUM 
FINITARUM. 


44- 
AAA ex funftionum differentiis finitis ea- 


rum differentialia facile inueniri queant, in initio 
fulíus expofuüimus , atque adeo ex hoc fonte principium 
differentialium deriuauimus. Si enim differentiae; quae 
affümtae erant finitae, euanefcant, in nihilumque abeant, 
oriuntur differentialia ; & quia hoc cafu plures & faepe 
innumeri termini, qui differentiam finitam conftituunt, 
reiiciuntur , differentialia multo facilius inueniri, atque 
commodius fuccinétiusque exprimi poflunt, quam diffe- 
rentiae finitae. ^ Neque igitur hinc viciflim via patere 
videtur, a differentialibus ad differentias finitas afcen- 
dendi. -Interim tamen eo modo, quo hic vtemur, ex 
differentialibus omnium ordinum cuiuscunque funétionis, 
eiusdem differentiae finitae omnes definiri poterunt. 


45. Sit y fun&io quaecunque ipfius x, quae cum 
pofito «+ dx loco x abeatin 4), fi denuo loco x 
ponatur x-|-4x, valor y-1-4y fuo differentiali dy + ddy 
augebitur, fierque — y -4- 2 dy + ddy, qui ergo valor 
refpondebit ipfius x valori x-1-22x. Simili modo fi po- 
namus quantitatem x continuo fio differentiali dw au- 
geri, vt füccefliue valores 


s- 
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e TS agde ;x-a4dx ;,&c. 
induat, valores ipfius y refpondentes erunt, quos haec 

tabella indicat : 


Nati Valores refpondentes functionis 
ipiius- 

XY 
æ- di | y hd 


rtzdr | y ad dd 

x-l-3dx | y HE3dy+. 3d) dy 

x--5dx | y 4d + 6ddy-1— adiy + dy 

xtosde | y os tioddy tod y + 5 dy 4-15 
pode | ye 6dy-k-1544y-4-2043 yr sd y-41-6d55-1-4*y 
eer &c. 


46. Generaliter ergo fi x abeat in vzdy, fünc- 
tio y recipiet hanc formam : ^ 


y+ 2 dy in ddy + E ETE d3y 


3 
n(n=0) (1-2) (0 3) | 
ES; A PEO 


in qua expreffione , etfi quilibet terminus infinities . mi 
nor eft quam praecedens, tamen nullum praetermifi- 
mus, quo ifta formula ad praefens negotium apta red- 
deretur. Statuemus enim pro z numerum infinite mag- 
num, & quoniam notauimus , fieri poffe vt productum 
ex quantitate infinite magna in infinite paruam aeque- 
tur quantitati finitae!, terminus fecundus vtique homo- 
TES ge- 
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geneus fieri poterit primo, feu ndy quantitatem finitam 
repraefentare poterit. Ob eandemque rationem termi- 


n(n- 1) 


I. 2 


nus tertius 


ddy, etfi ddy infinitics minus eft quam 


z (n x) 
ye 


dy, tamen quia alter factor infinities maior eft 


quam z, terminus quoque tertius quantitatem finitam ex- 
primere poterit: ficque pofito z numero infinito nullum 
ilius expreffionis terminum reiicere licebit. 


47. Polito autem » numero infinito quocunque is 
numero finito fiue augeatur fiue diminuatur, numerus 
refultans ad z habebit rationem aequalitatis, hincque pro 
fingulis factoribus z—1, 2——2, n— 3; 4—4,) KC. 
vbique fcribi poterit z. Cum enim fit 


e FEL Vac C lesa T 


prior terminus ¿22ddy ad pofteriorem $244y rationem 
tenebit vt z ad 1, ficque hic refpe&tu illius euanefcet ; 


Z(-I q. . DET 
loco "o ergo fcribi poterit $22. Simili modo 
Ü 3i. à KA G 27-1 n2 i 
quarti termini coefficiens A contrahi pote- 


rol PS : : , : : 
rie in ~ pariterque in fequentibus numeri, quibus æ 


in fa&oribus diminuitur, negligi poterunt. Hoc vero 
fato fun&tio y, fi loco x ponatur x- ndz, exiftente 
numero 7 infinito, fequentem valorem accipiet: 


a 


64 PDT TED 


ndy  unddy , n3d99 n*d* n5d5y 
nn ua Fa mx 1.3.3.4 1.2.314.5 


48. Cum igitur fimto z numero infinite magno 
etiamfi de fit infinite paruum , produ&um 74x quanti- 
tatem finitam exprimere poflit, ponamus z4x —"w, vt 


to - . . . 
ft == y; , erit vtique 7 numerus infinitus, cunx fit 
A 


quotus ex diuifione quantitatis finitae w per infinite par- 
vam dx refultans. Valore autem hoc loco z adhibito 
cognofcemus , fi quantitas variabilis ~ augeatur. quauis 
quantitate finita w, feu fi loco x ponatur x-j-ow, tune 
quamuis ipfius funttionem y abituram effe in banc 


formam : 
wdy w2ddy w3d3y wtdty 
a aaa 


cuius expreflonis finguli termini per continuam ipfius 

y differentiationem. inueniri poterunt. Cum enim y fit 

fun&io ipfius: x, oftendimus füpra, has funttiones om- 
dy ddy d3 y : ; 

— 5 3: 3 3,5» «c quantitate 

dd EE, qus 3 & quantitates finitas 

exhibere. 


nes 


49. Cum igitur, dum quantitas variabilis + quan- 
titate finita w augeri affümitur, funétio eius quaecun- 
que y augeatur fua differentia prima, quam fupra per 
Ay indicauimus , exiftente w — A x : differentia ipfius 
y per continuam differentiationem reperiri poterit; erit 

enim : 
Ay 
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cu Udy Vo wt ddy 103 d3 y wtdty 
ME a iaa ap dar o 2* 
feu 
Ax dy, Ax? ddy., Ar? d3y Art d 
Ay — e J E a J > &c. 


mer ee a^dxi 6 dxs Y a4 dx? 
Sicque differentia finita Ay exprimitur per progreflio- 
nem , cuiüs finguli termini fecundum poteftates ipfius 
Ax procedunt. Atque hinc viciffim patet, fi quantitas x 
tantum quantitate infinite parua augeatur, vt Ax abeat 
in eius differentiale 4 x , omnes terminos prae primo 
euanefcere , foreque Ay = dy; fatto enim Ax = dr, 
differentia Ay abit per definitionem in differentiale dy. 


50. Quoniam fi loco x ponatur x—L-o, eius func- 

tio quaecuuque y induit fequentem valorem : 
tod w° ddx t93 d3 to* d^ 
2c Aq e uie o edi 7 aad ES 

veritas huius expreffionis comprobari poterit eiusmodi 
exemplis, quibus différentialia altiora ipfius y tandem 
euanefcunt: his enim cafibus numerus terminorum fu- 
perioris expreflionis fiet finitus : 


EXEMPLUM Il. 
Quaeratur valor expre][onis xx — x fi loco x pe 
satur X- i. 
Ponatur y = xx — x; & cum w in 1 abire fta- 
tuatur, fiet w= 1, fumtis iam differentialibus erit : 


dye FE CARAS TIN 
dx AP L3 Jy? 3t da? 23 $ 
Hinc 
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Hinc funttio y == we —— v- pofito x -+ 1' loco x abibit 
in: reor—+Hi(r—1)+27+.. 

Quodíi autem in xx——x loco x aéta ponatur « -j- : 
abibit we in ax 2101 

Es in ri 


Ergo 2 in n xx--x. 


EXEMPLUM. IL 

Quaeratur valor expre/fionis x3 A-xx --x, ff loco X- 
ponatur x-2. 

Ponatur y = x3- xx- x, fietque w—2;. nunc 


cum fit y= x3 -p-xx--x 
d 
erit z Z g3rr4= 2x- 1 
ddy .. 
de? = 6x +2 
a S 
aaa 
dt y 
du^ uera M 


Ex his-valor fun&ionis y — x? --xx-1—x, fipro x fta- 
tuatür x ——- 2, erit fequens: 
x?—-xx-L-x--2(3xx42xtr:)--$(6xt2)--2.6 
czx9-L.7xx--17x- 14, qui idem prodit fi acta 
loco x fubítituatur x-2. 


EXEMPLUM III 
Quaeratur. valor exprejfonis xx -—3& +1, fi loco x 
ponatur X — 3, 


V y Fiet 
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Fiet ergo wxm 343 & pofito 
y wa gwir erit 


dot... 
epi = 2x>+3 
ddy 27^. 
x? tous 


vnde pofito x —-3 loco x funétio x?-]-3x-—-: abibit 
in x?—--3x--1i——£i(xx43)--2.2— x? — 3x + 1. 


$1. Si pro w fümarur numerus negatiuus, repe- 
rietur valor, quem fün&io quaecunque ipfius x induit, 
dum ipfa quantitas x diminuitur data quantitate w. Sci- 
licet fi loco x ponatur x— , functio ipfius x quaecun- 
que y accipiet iftum: valorem: 
Sop wdy w? ddy w3 d$ y *d*y 
2 dx adx* ^ | 6dx? 24 dx* 
vnde omnes variationes, quas funétio y fübire poteft, 
dum quantitas x vtrinque variatur, inueniri poterunt. 
Quodíi autem y fuerit funétio rationalis integra ipfius x, 
quoniam tandem ad eius differentialia euanefcentia de- 
venitur , valor variatus per-expreflionem finitam :expri- 
metur; fin autem y non fuerit huiusmodi functio, yalor 
variatus per feriem infinitam exprimetur , . cuius propte- 
rea fumma, quoniam fi fübítitutio actu inftituarur,- va- 
lor variatus facile alfignatur, expreffione finita exhiberi 
poterit. 


— &c. 


52. Quemadmodum autem -differentia prima eft 
inuenta, ita quoque differentiae fequentes fimilibus ex- 
pres- 
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preffionibus exhiberi poffunt... Induat enim x fücceffiue 
valores — x—--09,:4-—-2w,:X-—39, X-1-49 , &c. 

atque ^ valores: ipfius y refpondentes indicentür per 
gi, 91,4 y, y”, &c. ficuti in initio huius libri pofui- 
mus. Quoniam ergo y!, y", y", yw, &c. funt va- 
lores, quos. y nancifcitur, fi loco 4 fcribatur refpeétiue 

po, 20, x-39, x--49, Kc. 
per modo demonítrata iíti ipfius y valores ita. expri- 


mentur : 
T wdy w? ddy w3 d3 y to* d* y 
Jide de ad ade? Veda? + 24dx* Hece 


ninm 4w 2ddy ` q 8w dy + 16054*y 
tag gare Egar 24dx* 

li sa 9u?*ddy , 270343) 810*2*y 

y +7 3 Cada? + 6dx3 24dx* 


^R y 160? o? ddy 6403d3y . 256wt d*y 
NY A dx AA 2dx* t 


— + &c. 
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Y 


— 8c. 


6dx3 24dy^ —+ &c. 
&c. 


53." Cum igitur, fi Ay, 4%y,A3y, Aty, &c. de- 
notent differentias, primam , fecundam , tertiam , quar- 
tam, Sic. fi: 

i yc Y 

N*y Ly" — 25 + y 

Pr Ns gy 39! — y 

AA y A Y y T 
&c. 
Vy 2 
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iftae differentiae per differentialia hoc modo exprimentur : 


Mmi a pur VERE E 
ul ida pes liM. 
py 43" -4.3 et Dwtdiy | (443? -4.3 ps if 
Sc. 


$4. Quantam vtilitatem afferant iftae differentia- 
rum expreílionis in doétrina ferierum & progreflionum, 
cum fponte patet, tum in fequentibus vberius expone- 
mus. Interim tamen in hoc capite vfum , qui hinc ad 
ferierum notitiam immediate redundat, perpendamus. 
Quanquam vulgo indices terminorum ferie cuiuscunque 
progreffionem aritlimeticam, cuius differentia eft vnitas, 
conftituere affumuntur ; tamen quo vfus latius pateat, | 
atque applicatio facilius. fieri poffit, differentiam. ftatua- 
mus — o, ita vt, fi terminus generalis feu is qui indi- | 
si x refpondet, fuerit y; fequentes conueniant- indicibus 


+0, x--2€9, £A gw y &c. | 
Quodfi ergo his indicibus refpondeant fequentes feriei | 
termini : 
2, 20, vH w, wgw, 305 &c. 
J5 P ) Q > R > S yc. 
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finguli ex y eiusque differentialibus definientur hoc modo: 


to? ddy t93 d3 y didi i 


PI k e dz" Cede S EIdH -H &c. 
Q= Me A BE nr Ee 
ncs E PE LI ea a be 
Vc EE USC T HIDE E a 


&c. 


55. Si hae expreffiones.a fe inuicem fübtrahantur, 
in differentias ñon ampliús ingredietur y, eritque 


piyceio a pere 
qp. 3I T pu puse 
R-Q— A 390 reo eec dc &e 
M o. Me LII ELE 
; 2 8435 4 ¿4 
v.s P pae e re ae 


&c. 
Si hae. expreffiones denuo a fe inuicem fubtrahantur, eti- 
am differentialia prima fe deílruent; eritque 


Vv 3 Q- 
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2wdd [37 14. 0^ d* 
Qa P-E mc + do 3 ce cR 
Msn 20) == 12 3d y sowtdty 
TA sr Guri TAT 24 dat. y &c. 


2.0 nt 180%d%y , r110wtdty 
SR O en 


PE —+ Kc. 


_20*ddy , 2404 y 194 0*d* y 
CAS 2.dx* Yu. 6dx3 | 1 ag dxt. AP 
&c. 


His autem denuo a fe inuicem: fübtraCtis differentialia 
quoque fecunda ex computo egredientur : 


6 c3 d3 y 36 *d* El i 


R-30H3-1= 27% NEAT + &c. 
3 6 w3d8y 60 *d*y 
S-3R +30 -P=:>5* "ust =- od E &c. 
6w? d*y 84 wtdty 
T-35+H3R=0= Fus EE -H &c. 
fubtraftionem autem: vlterius continuando. fiet 
SE 2 wtdty 
S —4R +60—4P+y= A + Kc. 
E 34:09* d^ 
TAS pR 40-I-pzz 237559. L5 ie, 


atque. 
T—5S+roR— 10Q-- ; P —5— 
56. Quodíi ergo y fuerit fun&tio rationalis integra 


ipfius x , quia eius'differentialia altiora tandem euanes- 
) cent 


1200545 
a &c. 
120 dx* 


— 
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cefit; hot modo procedendo tandem ad: expreffiones cua- 
nefcentes peruenietur, Cum igitur iftae exprefliones fint - 
differehtiae ipfius y, earum formas & cocfficientes dili- 
gentius perpendamus:: 


I= 
n w*ddy y w*d*y n q5d5y s. 
AS T “adx? up 6dx* Luc. t fu ree 
Ay ET in db [n 7.0% d*»y | EstosdSy 31-0 grex 
3dx3 Y 3.4 dx* ' 3.4.5dx 5 ! 3.4.5.6dx* 

535 ny Y a scite 301 w?d” y z 
MS 4dx*^ "qes dx5 '4.5.6dx" " 4.5.6. zde? 
td 100545y | 6549 *d*y , ¿sow?dly 

MD EE d. ca | Ey 
E dx* E odxs 5.6 dx? 5.6.7. dx* T5 
5 d*y 1504 y  1400*47y , 1050 w8d%y 

sy A Seu E fett 
Aj des 6 dx? t 6.7 dx* 6.7.8 dx 8 i&e. 
wdy , 21 w? dTa 266w%d* y 26460242 y 
6 AAA HL 
Ay art e 7 da? eds 7.8 Bda 7.8.9 dx? t&c 
&c. 


In quibus feriebus quemadmodum  denominatores proce- 
dant, clarum eft; numeratorum autem coéfficientes ita 
formantur, vt quiuis coefficiens numeratoris fit aggrega- 
tum ex fupra ftante & praecedente per exponentem dif. 
ferentiae multiplicato. ^ Sic in ferie differentiam A55. ex- 
primente, eft 2646 — 1050 + 6.266. 


57. Confideremus quoque feriem eandem fimul 
retro continuatam , quae continet terminos indicibus 
AR] x——295 x——395 &c. refpondentes : 
E In 
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A405 3e 303 By dietis a0 ls a atas Ezo arden ; &c. 


$3 


des VP Po J» poe Qu RS t TR. 
Cum igitur fit: 
ges wdy , w? ddy w3 d3 y widiy ; 
P ¿des 2 dx? 6da3 24 dx* =le. 
dBi 2awdy , 4w°ddy $0343 16 9*d*y 
IT + 2 dx? 6dx? 24dx* - Sb 
— EI e ARE PITE I RIS 
tar? de 2. dx? 6dx3 24 dx* ue 
n awdy , 160*ddy 64034*y | 2560*dxf, 
$m dx t 2 dx? 6 dx3 24 dx^ —«Ke. 
&c. 
erit his valoribus a fuperioribus P, Q, R, S, dc. 
fubtrahendis : 
does O AES. 5 oray , 
2 "dx 6 dx? 120dx5 -&c 
Q—4 Hed pu 804 q 32170. 
2 — dx :6dx3 120dx45 ko 
Riego, maty, aaay 
2 dee 6dx% 120dx5 pud 
$—5. Aw 64.099 d*y 1024054%y Xi 


edito Todas 120dx% . 


&c. 
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fin autem termini hi ad fuperiores addantur, tum, quem- 
admodum hic differentialia parium ordinum deerant, dif- 
ferentialia imparia ex computo egredientur. 


Erit enim 

P -Hp w? ddy- w*d*y widiy 

2 Ia 24dx* 720 dx T&c. 
Q--4 4w ddy r6 widiy 64w diy & 

2 =3 2 dx? 24dx* 720 dys T&e. 
Rr 9w2ddy 810*4d*y 729 099465y 

ac RE WX UN 24dx* 720dx5 esc 
a AAE i acas SAE lg ai Aa e al T 

an T 2 dx? 24 dx? 720 da % TRE 


&c. 


58. Quoniam termini antecedentes omnes exprimi 
poflunt, fi ii in vnam fummam colligantur, prodibit fe- 
riei propofitae terminus fummatorius.  Refpondeat fcili- 
cet terminus primus indici x—zw, eritque ipfe terminus 

primus == 

nwdy , n?°w ddy n3w diy , m*w*d*y 

dx 2 dx? 6 dx? 24dx* 


Cum igitur terminus indici x refpondens fit — y, ter- 

minorumque omnium numerus fit — 7 -+ 1, erit fum- 

ma omnium a primo ad vltimum y inclufiue fümtorum 
feu terminus fummatorius == 


Xx (a41) 


Cid PUT E 


d 

ry 2 
w?ddy y 
+ (td 


002 dà 
— E Mtz +35 


wtdty 
24dxt 


(124-2 E 


a GA estado 


w5d5y 
120dx* 


(12725-1755 + 
Sc. 


. 


. 


a) 
on) 
+22) 
nt) 
+2) 


59. Supra autem fingularum harum ferierum fum- 
mas exhibuimús, quae fi hic fübftituantur, erit fumma 


feriei noftrae propofitae == 
d 
Gry —72— (2004-47) 


eddy 


+ HE (gaim n) 


w3dy 


EN m (qué 314 in) 


widty 


+ 7% Gatti du) 


wsd5y 


— + Ga +35 nt — q?) 


120dx5 


&c. 


vbi z dabitur ex indice termini primi, a qua fumma 


computatur. 


Ita fi ponatur w = 1, & index termini 


pri- 
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primi fit —:, fecundi — 2, & vlimi =v; "itd ve 
haec feries fit propofita : 
Rs dope gs dera e 
QUITE OU TONES tes Y 
erit huius feriei fumma | (ob x—— 2 1i & sczx— 1) 


dy 


cpu (¿xx — Ex) 
ddy 
M (geger) 
d3 y I yt I y3 HET 
6 dx3 (qx cz ne 
d*y 
Wee Griet atque) 
d5 i 
EET TOL ($x$ qu Y tt — $7 10?) 
d'y 7 E 6 X ai X x 
TS adas (fx -H rs ¿Y -H7 1) 


60. Ex hac fummae expreffione , quia coefficientes 
vehementer augentur, fi x füerit numerus magnus, pa- 
rum vtilitatis ad doftrinam” ferierum redundat; interim 
tamen iuvabit aliquas proprietates inde fluentes comme- 
moraffe. Sit terminus generalis y — ^, atque termi- 
ius fummatorius per Sy feu S.x^ indicetur. Qua de- 
fignatione vbique adhibita erit : 

ixx — ix 0.0 — Y 
qa? — 30 + ixl Sx — x 
Pat — 00 ira Sd 9 &c. 


Xx 2 Quam- 
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Quamobrem ex fuperiori expreílione obtinebitur : 
S. x» card — zxf3 Sx Ye na? 


2 (2—1) n (n—1) 
=j —— xn": o Z m LIÉ xs 
RUA " Da e 


(One (2) iz "(n-iYXu-2) y 
> ar3S x35 Y a y 


1, 2, 3 
&c. 
At cum fit. 
dieu cea n(n—1)  mn(z—1) (2—2) 

ne rd o ca 

erit 2 — paR z {zma (Z ER Sc. 

iio r RS 

=r, ideoque excepto cafu 7 —o, quo ifta expreflio fit — o. 
Sarr 09 +H14 08 — garütS.x 


as EL) ynag, x? 


I. 2 


miii PA or MIR 
E: 
n(n—1)(1—2) (1-3) E 
^N 1: 2. WW DA lid 
&c. d 


61. Quo tam veritas quam vis huius formulae cla- 

rius perfpiciatur, euoluamus fingulos cafus, fitque primo 
2-—:, eritque: 

. Xx X 

S.x —x*--x——S.x, ideoque S.«— ET , 


quemadmodum fatis conftat. 
Pona- 
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Ponamus ergo zzc2, eft erit: 
S.x? — «3 + xx — 2x S. x -H S.x*, 
qüae aequatio, cum vtrinque termini S,x^ fe tollant, idem 


rx 


dat, quod praecedens. S.x ————— . Si fit n= 3, erit 
S.x?22xt--x33— 3x* Sx--3xS.x* — S.x?, 
ideoque 


S.x3 —ixS.x? — $x*Sx--ix(x--1i), 
fi ponatur z —4  prodibit: 

S.Xx* c x5—1— x5 —— 4 x3 S x ——- 6x? S.x*? — 4x S.x3 -1- 8.34, 
vnde ob S.x* deftru&tum erit: 
S.x9—323xS.x? x?S.x —- ix? (xH i) 

a cuius triplo, fi praecedentis duplum fubtrahatur rema- 

nebit: S.x3 — $xS.x? — Xx (x— 1). 
Si ponatur z—5 fiet: 
S.x5 c xx — 5x*Sx--10x*S. x? — xo x? S.x3 
+ 308.0t — S.x5 


feu 
S.x5 — £xS.x* — 5x8 x3 -I- 5x38Sx? — £x*Sx 
Ais (e) 
; atque ex 26 fequitur: 
S.x$—— x? pro—6riSx + 15 x* S. x? — 20x? S. x? 
-Hrs r? S. rt — 6xS x5 —- S.x5 
feu 
S.x5 c ixS.x* — i9 x?S.x9 H $x38.x* — x* S.x 
Hr (x). 
XX: 62. 
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62. Ex his ergo generaliter concludimus, fi fuerit 


—2m +1. fore: 
and qu (291-£1)2m pp pup artem espe 3G yams 
2 2. 1.12 AA I. 2.42 
— eor m ED gum Saepe pem H Geb). 


Sin autem fit 2= ré ; quia termini S.x2"+= 
fe mutuo deftruunt, reperietur : 


Sn EIL (2m-F1)2m x? Sxem- ga ab Matan. 
4 


^ 
2 2. A 


—À PEPEE E — amS Y am AES ami (a 1). 


Duplici ergo. modo. fummae EN a imparium ex 
fummis poteftarum. inferiorum. determinari poffunt: at- 
que ex varia combinatione harum duarum formularum 
infinitae aliae formari poflunt. 


63. Multo facilius autem fummae poteftatum im- 
parium ex antecedentibus definiri poffunt : atque ad hoc 
quidem fufficit folam fummam poteítatis paris antece- 
dentis nouiffe. Ex fummis enim poteítatum fupra ex- 
hibitis conftat, numerüm terminorum fümmas conftitu- 
entium; imparibustantum poteftatibus augeri, ita vt fum- 
ma poteftatis imparis- totidem conftet terminis, quot fum- 
ma poteítatis paris praecedentis. Sic fi poteftatis paris 

xın. fumma fit: 


Sam 00041 E 97 Y y a À xm 6905 — &c. 
vidi- 


x3S.y2m—> 
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vidimüs enim, poft terminum tertium alternos terminos 
deficere, fimulque figna alternari ; hinc fumma fequen- 
tis poteftatis 2% inuenietur , fi finguli illus termini 
refpe&tiue multiplicentur per hos numeros : 
22 +1 amit. 2ndbl | ap ll. 28-1. &c. 
2% +2 212-1 


2n | ) 22-1, .) 22—2 
non omittendo terminos deficientes ; eritque ergo 


22 2n +1 27 tt í 25 zT 
Wim Qux 253-2 a inda met dtd 
S 2n ana + 2n m I Ai 
sas PY LI — 
dx 2n— duy yan—4—— —— lrn b RC. 
272—I aras 


Quodí ergo conftet oisi poteftatis 127, ex ea expe: 
dite fumma. fequentis poteftatis x?"-** formari poterit. 


64. Haec fequentium fummarum inueftigatio etiam 
ad poteítates pares extenditur; quoniam autem harum 
fummae nouum terminum recipiunt, hic per iftam me- 
thodum non inuenitur, ex natura famen ipfius feriei, qua 
conítat, fi ponatur +=1 , fummam quoque fieri debere 
ESL fempèr erui potefi. Viciffim autem femper ex 


fumma cuiusuis poteftatis cognita praecedentium potefta- 
tum fummae inueniri poterunt. Si enim fuerit : 


Sur Tax + Ex yxr1— dr 34645 — Qx"—1-- &c. 
erit pro poteftate praecedente : 


S. anam cl Lab ES ? Egn- a4 — un Ds 2 ea] &c. 


hinc- 
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hincque vlterius regredi licet, quousque libuerit, Notan- 


dum autem eft effe perpetuo «a = E =I 
P Pp n+1 & ei, 


vti ex formulis iam fupra datis apparet. 


65. Attendenti ftatim patebit fimmam poteftatum 
x7—! prodire, fi fumma poteftatum w” differentietur, eius- 
que differentiale per zx diuidatur; eritque adeo 

d. Sx» = ndy. Sx" & quia eft dar — nx"3dx; 

erit — 4. Sx" — S arrid — Sax? ; 

ex quo intelligitur differentiale fummae aequari fummae 

differentialis : ita in genere fi feriei cuiuspiam terminus 

generalis fuerit — y, & Sy eius terminus fummatorius; 

erit quoque S.2y — 4. Sy: hoc eft fumma differentiali- 

um omnium terminorum aequatur differentiali fummae 

ipforum terminorum. Ratio autem huius ¿aegualitatis fa- 

cile perfpicitur ex iis, quae fupra de ferierum differen- 

tiatione attulimus. Cum enim fit 

San = ane (1)! e Gro d Gr 3 4 Gen 4 - &c. 

erit 
es —ayn-14 (x-1y-1 (x=2) 4 (x31 Sic, —S.x0-1 


nax 
quae demonftratio ad omnes alias feries patet. 


«6. Reuertamur autem , vnde digreíli fumus, ad 
differentias funCtionum , circa quas adhuc quaedam an- 
notanda funt. Quoniam vidimus, fi y fuerit funétio quae- 
cunque ipfius x , atque loco + vbique ponatur » tow, 
fun&tionem y adepturam effe fequentem valorem : A 
DE, 


CAPUT 
wdy wddy dy wtdty sd Fec. 
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JI 


Sidet Ladx* E 12.3dx3 * 1,2.3.4 dx * — 1.2.3.4.5dx5 
haec expreffio locum habebit, fiue pro w quantitas quae- 
cunque conftans accipiatur, fiue etiam variabilis, ab ipfa 
x pendens.  Inuentis enim per differentiationem valori- 
3 
e : p ; rx ; &c. in fattoribus 
w, w2, w3, dc. variabilitas non fpeCtatur, hincque per- 
inde eft fiue w denotet quantitatem conftantem, fiue 
variabilem ab x pendentem. 


bus- fra&tionum 


67. Ponamus ergo effe w= », atque in funétio- 
ne y loco x fcribi x —x — o. Quamobrem fi in func. 
tione ipfius x quacunque y loco x vbique fcribatur o, 
valor funétionis erit hic : 

; xdy x*ddy x3d3y xtdty 
Y) ida L.2dx?.  12.3dx3 1.2.3.4dx* 
Haec ergo expreílio femper indicat valorem, quem func- 
| tio quaecunque y induit, fi in ea ponatur « — o, cuius 
veritatem fequentia exempla illu(trabunt : 


Sc, 


EXEMPLUM L - 
| Sit y = xr- axr—+ ab, cuius valor, fi ponatur «0, 
| quaeratur, quem quidem conftat. fore ab, 
Cum fit y = xx -— ax +ab 


dya CA PUT YID 


ideoque prodibit valor quaefitüs 
A A A A arr i Tu. 


EXEMPLUM II. 
Sit y — x3 — 2: —— 5, cuius valor, pofito & zo, 
quaeratur, quem conftat fore — 3. 
Cum fit y— x? — 2* -1-5 


obtinebitur valor quaefitus 

— 45 —2x--3——x(8xx——2)-- a4. 34 — 3x? , 1 223. , 

; EXEMPLUM. IIL 
Y k y cuius valor pofito x= o i 

Y — ux P = o, quaeritur, 
quem conftat fore —o. | 
X dg I | 
fi Ti eii A a | 
Cum tt 5 ARTE at ca | 


ME E a EENT 
nada? —(i—xp? La.4693 - (101? . | 
Hinc erit valor quaefitus | 

x3 xy 


x 


— 


A 


x WX y 
TESTER AAA =C. | 
huiusque ergo feriei valor et =o. 


Quod 
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Quod etiam hinc.patet, quod haec feries primo termino 


uncata c Bue D No ft fen 
runcata == — 7— —$ c. 
(10% GA. (rm? it teries 

conie pin eiusque fumma TA T BER 

pere diem —üe)r rz) Pes 
. . X x 
vnde valor inuentus erit == —9. 
Img I-X 


EXEMPLUM. IV. 
Sit y==e*, denotante e numerum ,” cuius logarith- 
mus hyperbolicus eft vnitas, & quaeratur valor ipfius y 
fi ponatur v =.0, quem quidem conftat fore =r. 
Cum fit. y =:e* 5 erit di e; e ies; &c. 
ideoque valor quaefitus erit 
Exe EP OD EX S» de a t 


. y. . x 2 
At fupra vidimus feriem 1— = Heer &c. 


exprimere valorem -e—*, erit ergo valor quacfitus vti- 
ez , 
quE 99 poc efr 


ex —— 
EXEMPLUM Y. 
Sit y-— fix, atque pofito r= o, manifeftum 
ét fore y— o, id quod etiam formula generalis in: 


dicabit. 
Y y 2 Cum 
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Cum enim ít y = finv; erit E: == COLES 
ddy . dy d*y 
7 =— fins; du =— e; de nx; &c. 


erit pofito x — o valor ipfius y hic: 


ye 


: zu TX x3 
linx — — cof«— — finx + —— cofx + finz = &c. 
ER 1.2 12:2 1:2.2.2. 
y ears xt an 
ui eft = fns (Q= — &c.) 
q I.2 1.2.3.4 Dent 


Y x3 x5 x? 
eof Criar TA +80.) 


harum autem ferierum füperior exprimit cof x, inferior 
autem finx, vnde valor quaefites erit 
= fin x. col x — cofx.íinx— o. 


68. Hinc igitur vicifim cognofcimus, fi y eius- 
modi fuerit fun&tio ipfius x , vt ipfa euanefcat, pofito 
x-o, tum fore 
xxddy. | x3d?y- xidty 


1.2 dx? 1.2.3dx? 12,3445 "C — 0. 


idx 


Vnde haec eft aequatio generalis omnium omnino func- 
tionum ipfius x, quae dum fit x — o, fimul ipfae eua- 
nefcunt. Et hancobrem iíta aequatio ita eft comparata, 
vt, quaecunque fün&tio ipfius x, dummodo ea euanefcat 
euanefcente x, loco y fübftituatur , aequationi perpetuo 
fatistat. Quodíi vero y eiusmodi fuerit funétio ipfius x, 

quae 
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quae pofito s 2o, reciplat valorem datum = A, tum 
erit : 
xd inda 333 xtd s 
ecu a pale E cepe. cie A 
Idx ` 1.2d% 1:2.5d 1.2.3.4.dx* 
inqua aequatione omnes continentur functiones ipfius x, 


quae-pofito x3 o:, abeunt in A. 


69. Si loco x fcribatur 2x, feu x -- x, functio 
perece ipfius w, quae defignetur per y-hunc induet 


valorem 
vd x*ddy dy exity f 
a 1.2,3dx3 1,2.3:4 dx $ y 


Atque fi.loco x fcribamus zx , hoc eft. x-4- (2— 1)+ 
fün&io y accipiet valorem fequentem : 
1—1)xd n—1)?2xxdd z—1i)x343 
E s S. eut ^r E : me T glc 
Sin autem generaliter pro « fcribamus 7, functio quae- 
eunque y ipfius +, transmutabitur ob ¿2% ~ t— yx 
in formam fequentem: 


(—2)4y , (=xwYddy , E- 
Jr ade Tu 1.2 dx? 1.2. 3dx3 pde. 
Si igitur v fuerit talis funGtio ipfius +, qualis y eft ipfiusz, 
quia » ex y nafcitur, ponendo 7 loco x, erit: 
dew (£—x)4y (t — x)? ddy (£-20342y 
eye ids — .adx? /1.2.3dx3 + 8c. 


cuius veritas quibuscunque exemplis comprobari poteft. 


Yya : EX“ 
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As EXEM PHUM: 
Sit enim y = x« — v : manifeftum eft pofito + Taco a 
fore v=t-—=%, quod idem aai io^ inuenta ` : decla- 


rabit. 
Nam oh. nto 


pne em ddy, 
y= rr —* erit ¿ME 1; & rr" 


vnde fiet 
Dg uim (£2) (2x1) -- ion 
xx —x-Latx—2axx-—t-paxepu— ate ep 11 t —t. 
M: itaque y fuerit eiusmodi funétio ipfius w, quae'polito 
za abéat ii A) ob Sezan e 0 =1 A fiet 


(tay ay pay 
A246 idx Ampt 17,7275 71:218 dS x Exe: 


hnicque- érgo' “aequationi omnes fúnétiones ipfius X, quae 
fato. x4 aem in os fobisiachne: 
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CAPUP- IV. 


DE: CONVERSIONE ¡FUNCTIONUDM 
IN SERIES. 


70. 


I: Capite füpériori 1ám ex parte oftenfus eft vfüs, quem 

expreffiones generales ibi pro differentiis finitis in- 

ventae habent in inueftigatione ferierum , quae valorem 

cuiusque funétionis ipfius x ' exhibeant. Si enim y fuerit 
fun&tio data ipfius x», eius valor quem induit pofito x— 

eritrcognitus;'hicque fi ponatur. = A „erit vti- inuenimus : 
dy x? ddy x3d3y xtdty 506 

— LG A -Sic.—A. 

dx Irons de 1:2:3.42X* 


Hinc ergo non folum hábemüs feriem pleramquüe- in. in- 
finitum excurrentem ;' cuius. fumma aequetur quantitati 
conítanti A , etiamfi in fingulis terminis infit quantitas 
variabilis x, fed etiam ipfam funGionem y per feriem 
exprimere poterimus, erit enim : 


JARA 


cuius ai eh iam aliquot; funt. allata. 


DM &xddy dy MIN 
— Ta dx? 1.2.3 dx? 1.2.3.4dX? 


ec 


71. "Quo autem haec inueftigatio latius pateat, po- 
namus functionem y abire in s, fi loco x vbique feri- 
Hadi w SH w, ia vts falis fir functio ipfius ko wo 
qualis y eft ipfius wj" atque oftendinus fore: 


4 P 
^ o-— 
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iin tody s st* ddy ri w*d$3y; wtdty 
Ia mm 1203.49 dx* 


mi Be, 


Cum: igitur huius fériei finguli termini per continuam 
ipfius y differentiationem ponendo dx conftans inueniri, 
fimulque valor ipfius s per fubftitutionem x + w in lo- 
cum ipfius x actu exhiberi queat; hoc modo perpetuo 
obtinebitur feries valori ipfius z aequalis, quae fi w fus- 
rit quantitas vehementer parua, maxime conuergit, atque 
non admodum multis terminis capiendis valorem ipfius 
z% proxime verum praebebit. Ex quo huius formulae 
in negotio approximationum vberrimus erit vfus. 


72, Vt igitur in infigni buius formulae vfu often- 
dendo ordine procedamus; fubftituamús primo in locum 
ipfüs y fun&iones ipfius x algebraicas. Ac primo quidem 
üt y zx" s: eritque-fi- «to loco + ponatur, s — (2-2); 

Cum igitur fit: 


dy i dd: ži 
' de 4477 P = zcu(u-1i)x"-* 
d3y 


diy 
ane ryn-2)4?73 5 dr etui) e 28-3) 7 


&c. | 
his valoribus fubítitutis fiet : j 
p n(t-X) us ninr) 02-2) cu. 1:L&c, 
(Gers) p rrt E CR w3 | 


notiflima” expréffio Neutoniana , qua poteftas 
(ru) in feriem conuertitur» "Huiusque 
. feri- 


dao 


quae eft 
binomii 


CAPUT IF. 361 


feriei terminorui numerus femper eft finitus, fica fue- 
rit numerus integer affirmatiuus. 


73: Poterimus hinc quoque progreflionem inue- 
nire, quae valorem poteftatis binomii ita exprimat, vt 
ea abrumpatur, quoties exponens poteftatis fuerit nume- 
rus negatiuus. < Statuamus enim 

— ux ; xx d 
MZ ———j g-—(x--e GL) 
pen erit $——( ) Tapes 
ideoque habebitur : 
jan n mi jy”u? nz 1)(2-2)x? u3 
Pul a EL URN. a AN ERE 4 &c. 
Geo? 1 (xtA) 3.2 (elu 1.2.3 (Fu) 
diuidatur vbique per x", eritque. 
ZEX—Pu 7 z(z—-i)x-"u? n nai )(2-—2)x-? 43 
HARE E GI RIS N 
i(xlwo) ^— r.2(xlu)? 1, 2.3 (x12)? 
Ponatur* nün —— — s: prodibitque 

marta mna jam mm Er) 2) am a3 
amd. s ed zd — -- &c. 

(epa) "1.2 (En) 12273 (ae 2)? 
quae feries, quoties z eft numerus integer. negatiuus, 
finito terminorum numero conftabit. Haec igitur feries 
aequalis eft primum inuentae, fi pro to & z fctribantur 
u & m; erit. enim inde 
i Mni mu? m1 (0-2 Jx 7343 


1./2 2219 


+ &c. 


tr 
(apuy 


mx m-Iy 
(140) amar ——— mb Sc. 
74. Haec eadem feries quoque deduci poteft ex 
expreffione . initio. $.. /70.:: data, + Cum enim, fi pofito 
x=0, abeat y in A fit; 
I "A rà , y 
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xdy |, xxddy dy xtd*y En 
dx I.2dx?  1,2.3dx3 123446 A, 
ponatur y =(*-+-4)”3 eritque AT—a*; & ob 
d dd 
z = mx +0». >; E —a(n-i)(x-a)n ; 
L3 = z(n—1)(n—2)(xl4)"3 ; Sc. fiet 


e [o dap eruca x? (x a)n72 — &c. ar 
diuidatur per adeo atque prodibit : 


zma—?x . z(n—i)a-"x? 
X«-La)-7"-—a-—* E Ia j 
Gero) E PL $e 
quae pofitis refpe&iue v, x» & —m pro x, a & n 
orietur feries ante inuenta. 


75. Si pro z ftatuantur numeri fracti, ambae fe- 
ries in infinitum excurrent, interim tamen fi « prae x 
fuerit quantitas valde parua, vehementer ad verum va- 


Sg y z 
lorem conuergent. Sit igitur mi & za, erit 
ex feriem primum inuenta : 
p : 
— d ^ 3 
e za (a4 B 41D, O ace iie) 
(a qw) =0 (+ t y, 29 ' 2) Lisa md Y. 2v. 3V a? E 
y. a 


Series autem pofterius inuenta dabit : 


e NO jd ee CN wee ter 


Ya +9 E. qu)? v. 2v. 3v (a” Fu) 
Haec 
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Haec autetn pofterior feries magis conuergit quam prior, 


. se . . y 
cum eius termini etiam decrefcant, fi fuerit u >a , quo 
cafü tamen prior feries diuergit. 

Si ipitür-fit 4 21, 42, erit 


(id Iu 1.34% 13 5 u? ) 
Value 1€ Ti 23x 1 a 300 L8)8 1-24 NAO E 
Simili modo pro » ponendo numeros 3, 4, 5 &c. 
manente (1, erit: 


ko Lu Í a 7 u? 
y (a3 Eu) "€ 1 25333 5 E iE sits t &c.) 


T s UMS I, $. 91 u3 


w(a* 4-4) à «(s guys unio 8. 12 (a* fuye +3 e) 


1. 6 s? I. G. II $4? 
(etam € ric Fr) ote dai” jaca (25 D +8.) 
Sec. 


76. Ex his ergo formulis facile cuiusque numeri 
propofiti radix cuiusuis poteftatis inueniri poterit. .. Pro; 
pofito enim numero c quaeratur poteftas ei proxima, 
fiue maior fiue minor: priori cafü « fiet numerus nega- 
tiuus, pofteriori affirmatiuus. . Quod fi vero feries reful- 
tans non fatis conuergere videatur, multiplicetür nume- 


: D) i 

rus c per quampiam: poteftatem. puta per f , fi radix 
SHE : s 

dignitatis v extrahi debeat, & quaeratur numeri fc ra- 


dix, quae per f diuifa dabit radicem numeri c quaefi- 
Zz3 tam. 


364 Cod. PXUSTS SAP: 
tam. Quo maior autem accipitur numerus feo. magis 
feries conuerget; idque imprimis, fi quaepiam ` fimilis 


y Es. 
poteftas a non multum ab f'c difcrepet. 


EXEMPLUM. L 
Quaeratur radix quadrata. ex. numero 2. 


Si fine vlteriori praeparatione ponatur a— 1 & uT=1 
fiet 


d 2- 3: ARE: 


Rum 2.4.6.2 


=+i+ LL 


quae etíi iam fatis conuergit, tamen praeftabit humerum 
2 ante per quadratum quodpiam vti 25 multiplicare, vt 
produ&tum 50 ab alio quadrato 49 minime difcrepet. Hanc- 
obremí quaeratur radix quadrata ex 50, quae per 5 di- 
vifa dabit V2. Erit autem tum «-—7 & «-—r:, vnde 


YsemYazz (s TE E 4.6. AP Re : 
feu 
I" I. 3. 5 
Eu 4€ ska: elos 100.200 cum 100. iuo a do d 


quae ad computum “in ana decimalibus intti 
endum eft; aptiffima. 


Erit - 


IF. 


Cu PUMP 


Erit enim |. 


LT 1) 4000000000000 | 
Hisig= 140000000000 | 
| C E — 2100000000 
broo 130-330 — cd E Sn 
praec. in 4ig— 612508 
praec. in $5 —— 11025 
praec. in. ¿35 — mum 
3 


Ergo: y2 7-7 1,4142135 623730 


EXEMPLUM IL 
Quaeratur radix | cubica | ex^ 3. 


Multiplicetur 3 per.cubum 8, & quaeratur radix.:cu- 
bica ex 24, erit enim. /24 2221/3. Ponatur ergo 
4223 & «—-—3, eritque 


igal 19 ade NA 7.93 : 
O DESEE eae) 
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quae feries iam vehementer. comuergit, cum quilibet ter- 
minus plusquam octies minor fit- praecedente. Sin au- 
tem 3 multiplicetur per cubum 729 fiet 2187, & 
3, Ar ar, ARO 
y2187 — y (13? — 10) — 9y3.. 
Erit ergo ob 22:13 & 4--— 16. 
2 — 
pl Meca P nu DEE -ke) 
3- 2:87 * 3.6.2187? 73:6. 9.2187? 
cuius quiuis terminus plusquam ducenties minor eft quam 
praecedens. 


77. Exuolutio binomii poteftatis tum late patet, vt 
omnes functiones algebraicae in ea compreliendi queant. 
Si enim verbi gratia quaeratur valor huius funtlionis 
Y (a-4—-2bx—L-cxx) per feriem expreffus, hoc per prae- 
cedentes formulas , duos terminos tanquanr vaum con- 
fiderando fieri poterit. Deinde vero haec explicatio fieri 
poterit ope expréflionis primum traditae: nam fi pona- 
curo (a 4 22x —— cxw) y, quia pofito: x — 0o fit y Va, 
erit A — Va , :& cum differentialia ipfius y- ita fe habeant: 


GA b Lcx 

dr 7 Y(a--2b5x TE ers) 

ddy |. ac — bb . | 

de (aHabr+H ex&)t : | 

d3y ZEIN 3 (ac) ( EA l | 

do n i | 
(a 2b x cea) | 


dy +g (bb—ac) (ac — 500 — Bbox — Acc X) 
dat 77 (iab pex ax) 
&c. 


Ex 
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Ex his ergo obtinebitur * 

Volga D iasa esye (llar COO o” 
Vlatzbx+cxx) z(ad2 Lx-Loxx)* 2 (ab2bretexx)? 

.Q- —ac)(sbb — ac ghex TAG Sales y). 
8 (azb Fexr) 
Quodá ergo vbique per- V(a 22x -1- cxx) multi- 
plicetur feries fiet rationalis , eritque 


Va (a2 bx Aca) = a-d- 2d exa (bE ere — A m 
pia: +ex)at > back sh 5 bb-acH-8 8bcx Taceo net I &c 
- a (aT 20x cxe)? 8 (atabxtcax)? " 
fiue 


(Ub — acy xx (bb—ac)bẸ erje? c 


Vapaa tere) Va 7 — a(atalatexx)Va - 2(at2bx-Fexx)? Va 


78. Tranfeamus ergo ad functiones tranfcendentes, 
quas loco y fubftituamus. ^ Sit itaque primum y = lx, 
ac pofito x--w loco x fiet s= 7 (xw). Sint autem 
hi logarithmi quicunque, qui ad hyperbolicos rationem 
teneant 7,: 1, eritque pro logarithmis hyperbolicis z— 1, 
& pro tabularibus. erit 2.— 0,4342944819032... Hinc 
differentialia ipfius y Z—/x.. erunt: 

dy ma Ad ANA m 


dx x? dx* 7. x? did x3 ? &c. 
ex quibus conficitur : 
22) 2? 22003 
L(x-L-o0)zcix-—-——-—— SEn E €. 
( v y au. 2x8 3x9 e & 


Si- 


Cad PUTO, ME 


eng modo: fiio ftatuatur negacidum, crit: 
nu” pz ESO Arun 
— &c 


Quodít ergo haec i3 a Pues ibaga, fiet 
HE 
== qe 2; "aeu + ke.) 


7V7 


79. 'Si in ferie primum inuenta * 
200) zo? 2003 auto ES OX 


Kw) Ici te — — A 


rar 4x3 E qu 


e iur ; DA 
f moa peent [er aE ME 
ponàtür w E T wib PERE Sa 
ge ii nex v 
— — loa —is e UJ 
He) heel Ke ZAR o — 3 CES ER 
atque z pe $ : 
RAS EIS zx 
E ond e PE EC. 
£ UM) = -—. lu ¡A | ÓN x gung)’ & | 


-: fumtoque ac negatiuo habebitur : 
[ DICO 1 Ax? nat 
Luto - lu j pcs i AR cn AAA at : 
Harum ergo ferierum ope logarithmi "expedite" inueniri 
poterunt; fi quidem feries valde contergant. Huius: 
modi autem erunt fequentes , quae ex inuentis facile 
deducuntur : 


I I I x 
Ko) IRE (S — bae au^ N &c.) 
Ki zi ea Hi : EB Liga ag TERN) 


3x3 
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quae duae feries, cum tantum fignis a fe inuicem dis- 
crepent, fi ad calculum reuocentur , ex logarithmo nu- 
meri x cognito, eadem opera logarithmi amborum nu- 
merorum «+1 & x— 1 reperientur. Deinde ex re- 
liquis feriebus erit : 

Y I I I 
Hxi1) —I(x-1)t22 TRUCO SEG EUR 


-- &c.)) 


1 1 I 


I 
(rrt E (x—1)* p 3(x—1)! a(x-1i)* +8.) 
I I I I 
eoe C ep spot et) 


$o. Ex dato ergo logarithmo numeri x, logarith- 
mi numerorum contiguorum x-|-i & x——: facile in- 
veniri poterunt; quin etiam ex logarithmo numeri x—1 
logafithmus numeri binario maioris & viciffim eruetur. 
Quod quamüis in Introduétione vberius fit oftenfum, ta- 
men hic quaedam exempla adiungemus. 


EXEMPLUM L 
Ex dato numeri xo logarithmo hyperbolico , qui eft 
2,3025850929940 , logarithmos hyperbolicos numerorum 
ii Q9 9 imuenire. 
Quoniam haec. quaeftio logarithmos hyperbolicos fpec- 
tat, erit 2 — 15 ideoque habebuntur hae feries : 
I 1 1 1 


I 
zhone A -= GR c. 
Lia 10 2.10? 34102 LA LOS 5.10? & 
1 E I 1 Y 
19 =o 10 120? 3.1037 4310* ^5, 105 


Aaa 


370 C4 PUT. IP. 


Ad .quarum ferierum fümmas inueniendas, colligantur 
termini pares & impares feorfim , eritque 


I 


iG z=0,1000000000000 
*3. 103 7-0:9993333333333 
Cos —0,0000020000000 
RE MU 
Cor —0,0000000142857 
I 
RI L—0,0000000001III 
I 
USES T0,0000000000009 


fumma — 0,1003353477310 


Summa vtriusque erit 


Differentia ambarum erit 


lam eft 


Ergo erit 
& 


Hinc porro erit 
& 


4. 10 


O0,0050000000000 


2. OR s: 


1 
4.—30;09002 50009000 


1 

A —0,0000001666666 
1 à 

350155 —0,00000000 12 500 
1 

pe —0,0000000000100 
os 

121022 1072 —0,0000000000001 


fumma—0,0050251679267 
s. . 0,1053605156577 
0,0953101798043 

lio — 2,3025850929940 


lII — 2,3978952727983 
19 == 2,1972245773363 


13 —1,0986122886681 
l99 — 4,5951198501346 


Quz PERU LA 


EXEMPLUM 11 


Ex logarirhmo hyperbolico numeri 99 nunc inuento im- 


venire logarithmum numeri 1O1. 


Adhibeatur ad hoc feries ak inuenta : 


a+) AD) 47 la ei CNE 7L «e 


Sx 3 


in qua fiat x = 100; eritque: 
loi ——á : 
101 b Ad Sere mo bum hee 


cuius feriei fumma ex his quatuor terminis colligitur 
— 0, 0200006667066 , quae ad 799 addita dabit 


7 iT 


4101 — 4, 6151205 168412. 
EXEMPLUM Ill. 


Ex dato legarithmo tabular: numeri 1o, qui eft —r, 
inuenire. logarithmos numerorum 11 & 9. 


Quoniam hic logarithmos communes tabulares quaeri- 
mus, erit 7 — 0,4342944819032 , pofito ergo x — 10 


erit : 
EUR 27 72 & 
lu hoy ues 3o aor $e 
n zu 2 5 


2 10 2.10? 3w IO? 4. 10* 


Aaa a2 
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Colligantur termini pares & impares feorfim : 


ig 00434294481903 


ogg? PDAS IT: 


—0,0000008685889 


5.10? 
n 
"ES ——0,0000000062042 
2 
OS 2 
2 
OOO, 


4.10* 


6.10 


.1OS 
IO.0f 


£2.10*? 


n 
2.10377 99041714724095 


=0,0000108573620 


7 
$—0,000000072 3824. 


p 
—0,0000000005428 


—0,0000000000043 


n 
=0,0000000000000 


fumma = 0,0435750878593 | fümma — 0,002 1824027010 


Aggregatum ambarum eft 
Differentia earum eft 
Cum ergo fit 


Erit 
& 
Hinc 
& 


— 0,0457574905603 
— 0,0413926851583 
10 — 1,0000000000000 


—— — —— — 


711 — 1,0413926851585 


49 = 0O, 9542425094396 


— — ——— 


73 220,4771212547198 
199 — 1,9956351945979 


Cuz PIT E 


EXEMPLUM IV. 
| Ex logarithmo tabulari numeri 99 hic iuuenis inuenire 
logarithmum tabularem numeri 101. 


Adhibendo hic eandem feriem , qua in Exemplo fe- 
cundo víi fumus, habebimus: 
I 
Hotes 2n 2 &c.) 
99 += o sous Pe amy 
cuius feriei pofito pro z valore debito, fumma mox re- 


perietur = 0,0086861791849 quae addita; 
ad 199 —1,9956351945979 oritur. 
lor — 2,0043213737829 P 


81. Fribuanms nunc in expreílione noftra gene- 
rali y valorem exponentialem, fitque y= 2*, pofito 
x} w loco x»; erit s= a+ w," cuius valor ob 


differentialia : 
d ; ddy E 
Z =a lay 277 EZ a EP 25) — gx (la)? ; «Rc. 
erit 
axta m as (aei EE OD" LO ge) 
I. 


Í quae fi diuidatur per a* prodibir feries EU quanti- 
| tatis exponentialis exprimens , quam fupra in Introduc- 
tione iam elicuimus: nempe 
^N wla t9? (La)? w3 (la)? wt(1 1: 
A 775 4 E UR A 
1 35 I; 2. 3x. 7442:3.4 
Aaa 3 Si- 


-H &c. 
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Simili modo fumto w negativo erit: 
=w ola , e*(lay sa. e*(a)*. - 
A Y LA ——— — RO, 
1 1:2 1.2.12 * (1:23. 4 
ex quarum combinatione oritur : 


w, mw 
qp LE e? (a2)? to* (La)* t95(/a)9 i 
| 2 SR i22 Np. tae da 
| drag s __wla (03 (La? eae (2)5 ido 


AES 


15.93 32322545 


cum numeri 4. 


82. Huius formulae ope ex dato quouis logarith- 
mo numerus ei conueniens reperiri poterit. — Sit enim 
propofitus logarithmus quicunque z ad canonem, in quo 
numeri z logarichmus :=1 ftatuitur, pertinens.  Quae: 
ratur in eodem. canone logarithmus x proxime ad « ac- 
cedens; fitque u= x-1-95 numerus aurem logarithmo 
x conueniens fit =y a*, erit numerus logarithmo 

x4o 


u-— x-|-w refpondens = 4 — 2; fietque 
UA cela , w?(la)  , e3(]a? , w*(la)t i ) 
t I ptr I. 2 Tu 2. Aum ven ulii 


quae feries ob w numerum valde paruum , vehementer 
conuerget, cuius vfum fequenti exemplo declaremus. 


EXEMPLUM. 


* » . . .. ^ 2 4 . 
Ougeratur numerus iti binarii poteltati 2*  wequalis. 
24 


Cum flt 524'— 16777216, erit 239 - —À A 


fu- 


vbi notandum eft la denotare logarichmum hyperboli- . 
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fumendisque logarithmis vulgaribus , erit huius numeri 
logarithmus . — 16777216 42. Cum autem fit: 
12,122: 0,30102999566398119521373889 
numeri quaefiti logarithmus erit : 
5050445, 259733675932039063 
cuius characteriftica indicat numerum quaefitum exprimi 
50504246 figuris, quae cum omnes, exhiberi nequeant, 
fufficiet figuras initiales aflignaffe, quae ex mantifla 
259733675932039063 —— 4 
inueftigari debent. -Ex tabulis autem colligitur, nume- 
rum cuius logarithmus proxime ad hunc accedat fore 
I8.IOI — 1,8183 qui ponatur jy; cuius logarithmus 
X —:0,259593878885948644 , vnde erit 
w — 0,000139797046090419 . Cum iam fit 
2 —— 0 erit 
la — 2,3025850929940456840179914 & 


————————— —ÁÀ > 


wla — 0,000321894594372398 Deinde erit 
J Z 1,818000000000000000 
wla 
i res 585204372569020 
w? (Ja)? 
OSA ER 94187062064 
w? (La)3 
PAS eec 10106100 
12103 
t*(1a)* Am 
1.2.3.4 9:3 


1818585298569737997 


376 


GA BIUST JF. 


haeque funt figurae initiales numeri quaefiti, cuius om- 
nes figurae excepta forte vltima funt iuftae. 

g3. Confideremus quantitates tranfcendentes a cir- 
culo pendentes, fitque yti perpetuo ponimus, radius cir- 
culi —1, atque y denotet arcum circuli cuius finus —x 
feu fit y=Afinx. Ponatur xw loco x, eritque 
2=A fin (+30): ad quem valorem exprimendum 


quaerantur differentialia ipfius y : 


dy 
dx 
ady 
dx? 
d?y 
de? 
d*y 
dx* 


—— 


edm i -—— 
V(1—-xvx) 


LEs 
(en? 


_ 4-H-2xx 


(=xx)* 
94 6x3 


ray? 


dsy 9-3-72x*--24x* 


dxs T 


(1-x2)* 


dis 22516004? +-1204* 


dg b r2 &c. 
Ex his ergo inuenitur : 
^ 2 3 ^ 
An (x19) — Afin +4 E vh Rea 
Yü-xx) 2z(1-x«x)*  6(1 TXX)* 


torts) La THEMA ee. 


T 
24(1-42)* 


r201- xx)" 


84. 
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84. Si ergo cognitus fuerit arcus , cuius finus eft 
— 4, huius formulae beneficio inueniri poterit arcus, 
cuius finus eft +0, fi fuerit ww quantitas. valde parua. 
Series autem cuius fumma addi debet, exprimetur in 
partibus radii, quae ad arcum facile reducentur ; vti ex 


hoc exemplo intelligetur. 


EXEMPLUM, 


Quaeratur arcus circuli, cuius finus eft 
Pr 
= $— 0, 3333333333- 


Quaeratur ex tabulis finuum arcus, cuius finus fit pro- 
xime minor, quam £, qui erit 19°, 287, cuius finus eft 
= 0,3332584. Statuatur ergo 199,287, — A fin x —. 
erit X —:0,3332584, & wW0,0000749 , atque ex ta- 


bulis Y (1—xx)-cofy = 0,9428356. Erit ergo 
arcus quaefitus 2, cuius finus — 3 proponitur 
tt lin y 
= 199, 2 
T RAT IL 2 cofy3? 


quae expreflio iam fufficit; erit ergo per logarithmos cal- 
culum inftituendo : 


378 Crd PSWT: SER 
lg 5, 8744818 


jcofy 9, 9744359 
Em 00 AA 
cofy ^ DE uei i cofy — 
m2 
A rem 1, 8000918 
finy 
L——— 5 2 
col y 9, b 
1, 3484370 
2” 258 093010360 
Aria ; Boa AREA y c 
aco)? — 30474070 5 2cofy3 = 
Summa = 


qui eft valor arcus ad 19°, 287 addendi, ad quem in mi- 
nutis fecundis exprimendum, fürnamus eius logarithmum 


O, 0000794412 


O, 000000001 1 


—————— — 


O, 0000794423 


qui eft 5,9000518 
a quo fubtrahatur 4,6855749 
1, 2144769 


cui log. refpondet num. ==  16,3861:5 


qui eft numerus minutorum fecundorum ; fra&tionem vero 


in tertiis & quartis exprimendo fiet arcus quaefitus 


e 199, 291. I6U, 2311, 1o, 8"; 24". 


t 


85. 
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85. Simili modo expreílio pro cofinibus eruetur ; 


: - — dx 
ofito enim y=Acofx; quia eft dy = ———— 
p 1 J 3 q J. Y ( I— X. EN 
feries ante inuenta inuariata manebit, dummodo. eius 


figna permutentur. Erit itaque 


vá 9 
24(1—4«x)* 120(1— xx) 


quae feries pariter ac praecedens vehementer femper 
conuerget, fi ex tabulis finuum proxime veri anguli ex- 
cerpantur, ita vt plerumque vnicus terminus primus 
[2 - " . RO J 
VEA fufficiat. Interim tamen fi x fuerit ipfi 1 feu 
V(I-Xx 
finui toti proxime aequalis, tum ob denominatores ad- 
modum paruos illa feries conuergentiam amittit. ^ His 
igitur cafibus, quibus + non multum ab : deficit, quo- 
niam tum differentiae fiunt minimae, commodius vtemur 
folita interpolatione. 


$6. Ponamus quoque pro y arcum cuius tangens 
datur, fitque y—Atmgr & 2A tang(r—-0) 
ita vt fit 
wm dy eddy t03 d3 y 
Cet += — + &c. 
dits dx 2dx* zz 6 dx? zin 

Ad quos terminos indagandos quaerantur ipfius y fin- 
gula differentialia : 

Bbb 2 dy 


CX POETA 


Y 


Iry 


L1 24— 2404? -H 120x* 

i (Eros 

720% 24003 — 720% 

SW (G-H 4x)* 

&c. 
vnde colligitur fore: 

A tang (£9) = = Atang z- 
wx 


SUR (rx xx)? tae -9- ROLE d 


w5 wE 
Gir ent PUE C a e RE 


$7. Haec feries, cuius lex progreffionis non adeo 
manifefta, eft, transmutari poteft in aliam formam, cuius 
progreffio ftatim in oculos incurrit. Ponatur in hunc 
finem  Atang« — 9o? —u, ¿vt fit — cot u 2, 
10 az 


à I d 
erit IA -— Bn? " vnde fit E= ET rpg fin z. 


Cum 
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=d 
Cum deinde fit dx = E feu du--—dfinw, 
finu? 


fiet vlteriora differentialia fumendo : 
ddy 
dx 


¿ ddy __ z : 
ideoque. 7r; — —+ fin z?. fin 2 «. 


— 2 du fin u cofu — du (in 2u — — dx fin u lin zu 


d3 5 
i I -du finu. cofu. finzu — da fin v? cofzu Z—— du finu. finga 
2 dx , 
— dx fin u’ fin 3% 
ideoque | ———; —-- finu’. fin 3« 
q 1.2dx3 ut 3 
d*y j 
prox — du fin u?. (cofz.(in3u-- finz.cof3v) — dufinz? finge 
—C- dk fin ut. fin 4% 
ideoque AAA fin u4, fin 4% 
2.2.3 42030 TL 
dy. ha 


TEE OD (cofufinaz 4-finz.cofa«) —— du.tinz.finge 
PIEN 


=} dr finus. finsu 
: d3 
E PAN 5 
ideoque TEI SNE + finus. fin su 
Sc. 


Ex quibus colligitur fore: 


Atg(x €) — Atgx + £ fne.fnu— 


[^] 


2 1 (3 
fnu? .fnu- — fna? fage 
3 


w4 ms ye 
meri Ín*fnaz + > fnu?.fngu — 7i Ínu*fn6u—L— &c. 
vbicumfit A tgx =y & A tgx — go9—u, erit y 9024, 
Bbb 3 88. 


Di PRUS UP 


$8. Si ponatur Acotrzcy &  Acot(xlw)—s; 
erit 

to? ddy 03d y t9* d*y 

Izda? ! La.3dx3 | 12.3.4dx* 


-H &c. 


, termini huius feriei con- 


— d 
Cum autem fit- dy = : TEP 


gruent praeter primum cum ante inuentis, exceptis tantum 
fignis. . -Quare fi ponatur, vt ante Atang s — 90?—« 
Puis A cot 4, SVETlE Tut ys Ote 


0) t)? t93 
A cot(x4-w)—A cotx— s fnu.fnud- e .Ífn25— > Un 3 fn34 


wt 0957 
UT fnat. fngu—- fnu*.fn 5t -- &c. 


quae expreífio immediate ex praecedente fequitur: quia 
enim et- Acot(x-]-9)— 90— A tang (x -]- €) 
& Acotx — 90 — Átanga ; erit 
Acot(x-d- w)— À cotr zc— Atang (1-0) +A tang. 


g9. Ex his expreflionibus multa egregia corollaria 
confequuntur, prout loco x & w dati valores fubíticuantur. 
Sit igitur primum v=o; & cum fit «—y0"— A tang 
fiet v= 90° ; atque finz =i 5 fin 24u = o5 fin3u—— 1; 
fin 44 2205; fin 5415 fin 64 —05 fin 7u —-—15; Kc. 
vnde fiet 

tà t93 wi w7 w? gar 
tang wo === =+=—>5 += —— + ko. 

A png I 3 5 7 9 11 
quae eft notiffima feries exprimens arcum, cuius tangens 


eft — v. - 
Sit 
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Sit 1, erit Atangr 45°, ideoque «472—459, hinc 


I I 
fin u — L3 fin20. 13 fin3u= ya^ fin qu 0; 


^2 


à I 1 
finsu == 373 fin 64 ==1 ; fin zu ==> 5 fin gu —o ; 


2 ) 


fin 94 — be &c. Ex quibus fit : 


Agr 49) —45* 452; - — es 5 — 216 


w? gro git (13 (014 
+ --——— -&c. 
9.32 IO.32 II.64 13.128 I4.128 


Si igitur fit &—-:; ob Atang(14w)—o, & dst 
fiet: 


+ 3 +23 + —G — &c. 


2.29 I0.25 Ir1.29 
qui valor fi loco arcus 45? fubftituatur in illa expreffione 
erit : A tang i- w) 
wr œp e34 w5 ,0%1I wa : 
a AR 3.33 5.23 Luna As 
Hla autem feries' maxime eft idonea ad valorem ipfius 


7 . E . 
— proxime inueniendum. 
4 


90. Cum fit 


I 1 X 1 


443754377 6335 743 1 
ter- 


T I 1 
27 13 PE pie Ha 
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cermini autem in denominatoribus habentes 2, 6, 10, &c. 

E y zu + — 7 —L-&c. exprimunt. ¿Atgé; 
erit ; 

A Atg t "ud E 3 53 F zi t i I n zie 


In altera autem formula pofito w negatiuo ; cum fit 


I I I I I I y 
La ^ 2290) 33 6,23 7.24 25 


Atgi-0)— w w? w3 x LUUD Y en 
A UR 
fi fiat w—=3;3 eri: 
1 I I I Y 
A T I aci 
AA I I I 1 1; 
Eu CU by T mL T RUE PETT ad 


& terminis per 2, 6, 10, Sc. diuifis feorfim fumtis erit: 


T I 1 
AP e Ds 7 T4 


3.27 
3. 
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qui valor fi in fuperiore ferie fübftituatur, atque A tang + 


ipfe in. feriem, conuertatur, reperietur : 


I I I 
prone aget — H &c. 
2,2: 5.22? 29 9.2* 
m I I I I I 
== 5 — —À ER —— — —- — Kc. 
4353212 jaa 3 boo VQ 9.211 
I I I I I 
A O a O ES TY Sc, 
L TUBE FTT ROTE AS mE 


9o. Seffuuntur hae multaeque aliae 


feries ex po- 


fitione v= 1: fin autem ponamus x= V3, ve fit 


Atangr— 602, fiet u=30, & finu}; nac P3; 


Y3 
5 — . — . E iS 
fin 34 —1;5 fin4u ——7 3 hn gu 


finzz—-i; &c. vnde erit: 
y to M AE 
VAS o — — 
Atang(Y 39) = 60 +7 3 
5 mu 91/3 w? (19/3 


1 I 
Sin autem ponatur Pid vt fit Atg 
Ys 


426095 atque finz = 


Va Va 
finu —— 35 üingu—— — 5 finno; 


&c. 


5,2794. 71918 022 9:99 1o.21 = 


2 
3 


fin 6 — 05 


u)? wV 3 
3.23 4.25. 
pit 
— -r&c. 
II 2:2 


i509» ene 


2 
2 


7 
finyu zc — ; 
E 


qui- 


386 C4 PUT IF. 


quibus valoribus fubftitutis erit * 
I 5 2 254 354 
Arg( g He) 3094 32397173 Hurd 3 
2 


1.2? 2.23 $5.25 
fi igitur fit o —— 


25250909 
I T 

pa O —-__. "TR 

ys ob * 309 — erit : 

D E I I I 


jq I eer. a 
iyi uires 4.25 Uod CIT 8.22 


91. Refümamus exprelfionem generalem inuentam : 
A tang (xw) = A tangs y 
w 1? w3 
= E finu. finu — $ finz?.fin 2 4 + Ei finz?.fin3 u= Sc. 
ac ponamus o—-—», vt fit : Atang(x-]-&)—o0 , eritque 
A tang x 


E NX 45 i 
— finu. fin u + 5 finz*. finos — 3 finu3. fin 3u + &c. 
i i 


TE 
Cum autem fit Atangx— 90 —: 7 —u; 
; cof j 
erit x-——cotz-— Edw Quamobrem erit: 


7 
——u-cofu.finud- 1 cfu? nar +5 cfu? .£n32--3 cfu* .fn4u +8c. | 
2 


quae feries eo magis eft notatu digna, quod quicunque | 
arcus loco z accipiatur, valor feriei femper prodeat idem | 
zT Sin autem fit o—-2x, ob Atg(-x)—- Atg»; | 

fiet : 2A apa == 
= finu, in E finu’. fin 24 + T finu’, fin 34 + &c. 


| 
mo 


(o2 PREMIA 


T cofz ; 
Cum autem fit Atangx— ——« & x—.— , erit: 
2 lin u 


2 2* 53 
ru} cofu finu + Es cofz? fina + xs cofz? .(in3u- &c. 


I 


. 7 > I 
— o—T. — — E —r-: 
Sit 4—45 ai erit cofu— 35 fnu— 7: Ín24—1; 
I -T 
fin 3u =z fin4u =o; fin T finu =- 1; 
-I I » 
finu = 1775 finga=03 fingu = yai eritque 


23 


Lm I 2 $9 23 .2* 25 25 
AO ea as a, mr $e. 


quae feries etfi diuergit, tamen ob fimplicitatem eft no- 
tatu digna. 


92. Ponatur in expreflione generali inuenta: 


I - I 2A __cofu , 
(A A o e e PS o yl 
x find. cofz? fin u? 


I 1 7 
A tang(x +o) =A tang - ris A tang Pi + Atangr. 
Hinc ergo obtinebitur fequens expreffio : 
gw -F-&G. 


quae pofito u — 45? dat eandem feriem, quam vltimo 
loco inuenimus. Sin autem ponamus w=—V (1-H xx) 
CO ie I 


ob xL—— WwI—+=, K 


fin u? 


fin şu 
5cofz5 


z finu fin2u fin 3u fingu 
^ 


Taicofe ' acofu? i gcofu? 4cofu3 


Coca A tang 
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A tang (x —V (1 4xx)) — Atang (V (rd) — x) 


I T 
—-jAung + =i (Z - Aungs) -— £s, 


7 


& Atangy —— — í, Hancobrem erit : 


NIN 


— 4 u 4 finu + 4 finu + Hin 34 2 fin 4u &c. 
Quodfi haec-aequatio differentietur erit: 
o—i-L cofu-[- cof2u + cofzucof4u——cofsu 4 &c, 


cuius ratio ex natura ferierum recurrentium intelligitur. 


93.. Si fimili modo feries ante inuentae differen- 
tientur, nouae feries fummabiles reperientur. Ac primo 
quidem ex ferie: 


L3 w w? t3 w5 ws 
Atang(1H0)== n a ei 
e ) 4 2292:2 3.4 5.8 6.8 
fequitur 
X 0) t9? w4 w$ WS. (909 
a A 1803: e 
242040? 2 4 g 8 16 2 


Y A 20. 2-220410? 1 
quae oritur ex euolutione fraftionis — 1 ;—— 15 Ts" 
4+w 2+2w4w? 
Deinde ifta feries : 
2 — + cofu finu +4 cfu? nau 4 ch? 3443 cfu* fn4u -]- Sc. 


per differentiationem dabit : 
o=1 + cof2u + cofw.cof3u-- cof? .cof4« + cof? cofsu + &c. | 
z finu finzu fingu , finau | 
- &c. i; 
SIT gelat -- | 
dat | 


nique feries — === = el 
Deniq 2. Colu ` 2cÍw^ * gelu’ 


C4 P-U T IF. 589 
1 cofu >, cofau , cof3s ,, cof4u 
"aee cofu? > cofu? zt cafa* | bur cols EcL 
cofm', cofzw | cof3s , cofa« , cofsw 3 
feu ec le cal E ago tr cofz s + Ke. 


94. Imprimis autem expreffio inuenta : 
A tang (x-1-09) == 


Ww t)? w3 
Atgx+ — finu.finu= v3 fina?.finz + — finz?.fin34— &c. 
I 2 3 


exiftente x» —cot«. feu u= Acotx—90?— Atangx 
inferuiet ad angulum feu arcum -datae cuique tangenti 
refpondentem inueniendum. Sit enim propofita tangens 
=t, quaeraturque in tabulis tangens ad hanc proxime 
accedens — x , cui refpondeat arcus =y ; eritque 
u=— 90° —y. Tum ponatur v-ez; feu o —£— x; 
eritque arcus quaefitus: 


[5 to? 
=y i fon. fin u — — finz?. fin 2u +— &c. 
A 


quae regula tum praecipue eft vtilis, cum tangens pro- 
pofita fuerit admodum magna, ac propterea arcus quae- 
fitus parum a 90° difcrepet. His enim cafibus ob tangen- 
tes vehementer. increfcentes , folita methodus. interpola- 
tionum nimium a veritate abducit. Sit ergo propofi- 
tum hoc exemplum. 


EXEMPLUM. 
Quaeratur arcus, cuius tangens fit — 100, pofito radio — 1. 


Coc 3 Ar- 
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Arcus proxime quaefito aequalis eft 89?, 25*, cuius 


tangens eft X22.98,217943  fecund. 
quae fubtrahatur a £ ZZ 100, 00000 
remanebit HE'S ^1 782087 


Deinde cum fit. y 22 89?, 2$*,..erit.| 4 — 09, 35%» 
24 219, 10%, 34 — 19, 457, &c. lam (finguli termini 
per logarithmos inueftigentur. 


Ad la —= 0, 2509215 
add. Ifin u =  8,0077867 
líina — 8,0077867 
lo finu, inu .6, 2664949 
4, 6855749 
fubtr. =  1,5809200 

Ergo ` o finu. finu = 38,09956  fecund. 
Ad lw fin u> =- 6,2664949 
add, Lw 0,2509215 


Ifin 24 8, 3087941 


4, 8262105 

fubr. Z/2= 0,3010300 

20? finu?.finz4= 4,5251805 
fubtr. . 4, 6855749 

Remanet 9, 8396056 
Erco 4o? finu?.finzu — O, 69120 fecund. | 


Porro 


Porro ad 
add. 


add. 


fübtr. 


fubtr. 


Denique ad 


lws — 
lin u$ —s 
líin 34 È 


15 


fübtr. 


Ergo $w? fin u? fin 34 — 


lwt 
Ifin u4 
¿A 44 — 


— 
— 


l4 


fubtr. 


Ergo £o*in«* fin 41 — 
80 4 
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0, 7327645 
4, 0233601 
8, 4848479 


3, 2609725 


04771213 


2, 7838512 
4, 6855749 


DA 


8, 0982763 


—À 


O, 01254 


1,0036860 
2, 0311468 
8, 6097341 


1, 6445669 
o, 6020600 


1, 0425069 
4, 6855749 


6, 3569320 
O, 00023 


fecund. 


fecund. 


CAPUT IF 


Hinc: 
"Termini addendi | Termini fubtrahendi 


38, 09956 O, 69120 
0, 01254. | O, 00023 


38, 11210 O, 69143 
fubtr. O, 69143 
37, 42067 — 37%, 25%, 14, 24", 36%, 


Quocirca arcus, cuius tangens centies füperat radium 
erit : 999, 257, 375, 25H, 14, 24 Y, 586", 
neque error ad minuta quarta afcendit; fed in minutis 
tantum quintis ineffe poteft, ex quo vere hunc angulum 
pronunciare poterimus = 89%, 251, 377, 259, 147. 
Si tangens adhuc maior proponatur, etiamfi fortafle w 
maius prodeat, tamen ob 4 angulum adhuc minorem, 
aeque expedite arcus definiri poterit. 


95. Cum hic pro y arcum circuli fübftituerimus, 
nunc fun&iones reciprocas in locum y ponamus, cuius- 
modi funt finx, colr, tangy, cot, &c. Sit igitur 
g= finv, pofitoque xw loco x, fiet: s—fin(x-4-9), 

atque aequatio 
217 ; 
vi ddy , wy y att og 


d’ ddy digo . 
ob q “olx 5 P —-finx; q =" olx; &c. dabit 


fin (x--.9) = fins + wcof x — 1o? íinx-— Fu? cof x 


+ 330 fin x + &c. 
& 


642 PUT» IA 393 


| & fumto w negatiuo erit: 
| fin (e-o inwe 3? fnx - 3o? cfx 4 iute &c. 
| Quod fi vero ftatuatur y — cof x, 


d dd "E d4 ? 
ob Aces; P EI ET PIT jer; &c. 
erit : 


cof(« 4) —cfx - v fnr - £o? cíx + $0? fnr + Z4;0tcfx = &c. 
& fato w negatiuo erit: n 
cof(x-w)—cfx-- o fnx- io*cfÍx - 19?Í1nx 405 cfx 4 &c. | 


96. Víus harum formularum eximius eft cum in 
condendis, tum interpolandis tabulis finuum & cofinu- 
um. Si enim cogniti fuerint (inus $ cofinus cuiuspiam 
arcus x, ex iis facili negotio finus & cofinus angulorum 
x+0w & r—w inueniri poffunt, fiquidem- differentia w 
fuerit fatis exigua: hoc enim cafu feries inuentae vehe- 
menter couergunt. Ad hoc vero neceffe eft, vt arcus w 
in partibus radii exprimatur; quod cum arcus 180% fit: 

3, 14159265358979323846 
facile fiet: ‘erit enim diuifione per 180 inftituta 

arcus 1° Z 0,017453292519943295769 

arcus I! — 0,000290888208665721596 

arcus. I9! — 0,000048481368110953599 


EXEMPLUM `L 
inuenire finus c cofinus angulorum 459, 1%, qo» 449, 59 E 


ex datis finu ¿y cofinu anguli 45°, quorum vterque eft 
I 


DJ 
Va 


0, 7071067811865. 


Ddd Cum 


Qi. PATA, DA 


Cum igitur fit : 


atque w 


2w 
3w 
4.0 
510 


Ergo wfinx* & 


Y 

le) 

7 

I 

o 

6 

7 

8 

1 

1 

$ 

6 

wfinx = ecofx 
Ergo 4 wcofx 


, finx == cofr — 0o, 7071067811865 


= 0, 0002908882086 


erit ad multiplicationes facilius inftituendas : 


— 0, 0005817764173 
— 0, 0008726646259 
= 0, 0011635528346 
= 0, 0014544410432 
LT 0) 0017453292519 
= O, 0020362174605 
= 0, 0023271056692 
= 0, 0026179938779 


wcofx hoc modo inuenietur : 


0, 00020362174605 


O, 0000020362174 
. 2908882 
174532 

20362 

2372 

29 


T= 0, 00010284451245 


per o « I 
[9] 
2 
8 


A 


4 
4 
5 


CAP UT 


* 


xut OD vr 


I w2cofr — 
pero... 9 
9 
z 


E 13 cola E, 


Ergo ad .íin 459, 17, 


IF. 


O, 0000000290888? 


$8177 


0, 00000000000261 


26 
2 


O, O0000000000290 


Ad finx — 0, 7071067811865 


add. «wcofx 


fubtr. 4 w? finx 


fubtr. Zw3cofx 


fin 45°, 15 


2056890249 


O, 7073124702114. 
299162 


O, 7073124402952 


E 29 


Ddd 2 


inueniendum : 


0, 7073124402923 — Cof 449, .59*. 


Qi PUR STR. 


At ad -cof 45%, 1", inueniendum: 


A cofx — 0, 7071067811865 
fubr. wíin* = 2056890249 


o, 7069010921616 
fubtr. 1 w*2cof* = 299162 


O, 7069010622454. 
add. zw3finx = 29 


— M MÀ 


cof 45%, 1%, = 0, 7069010622483 = fin 44°, 59. 


EXEMPLUM IL 
Ex datis finu «dv cofinu arcus 67°, 30%, imuenire fius 
e cofinus arcuum 67°, 31*, de 67%, 29*. 
Abfoluamus hunc calculum in fraftionibus decimali- 


bus, tantum ad 7 notas, vti tabulae vulgares conftrui 
folent, ficque negotium facile per logarithmos conficie- 


tur. Cum fit x— 67%, 307; & 
w — 0,000290888; erit: /w 6, 4637259 & 
liny — 9,9656153 5 Icofx = 9, 5828397 
lw — 6,4637259 5 lw = 6,4637259 


— ———— ———— 


lofinz = 6,4293412 3  wcofx = 6,0465656 
4w 22 6,1626959 35 12 w — 6,1626959 


]io?(nx = 2,5920371 3 J&w*cofx — 2,2092615 


ergo: 
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ergo: 
cfinx —0,00026874 ; c cofx — 0,00011232 
Xw"(inx-—0,00000004 ; £w?cofx — 0,00000Q0I 
vnde fit: 


fin67?, 317 —:0,9239908 ; cof67?, 31* —0,3824147 
fin67?,29*—0,9237681 ; Cof67°, 29" = 0,3829522 
vbi nequidem terminis 1W?2fina & iw?cofx erat opus. 


97. Ex feriebus quas fupra inuenimus : 
fin(x-4-&)—fux-r-ocfx — 10? fnx — fo? cl +21 fnx-1- &c.- 
cof(a—L—) —cfx — wnr — $c? chx-- $07? fnx--3&w* cfx — &c. 
fin(4—xow)—fn« — wctx — 1o? fna--10? crwt fnx — &c. 
cof) cf tf — zw? c(x — $a? fnx- 7: 0* cfx--&c. 

fequitur per combinationem fore : 
fin(x --€)-1- fin (+—w) 
2 
fnx—210 nr 0tinxr=>315 0% fnx 480. fnx cf 
E fin (x +o) —fin (x— 0) 
2 
wcolr — 1 w3 cofx ++ w cof x — &c. 27 cof x fine 
vnde prodeunt feries pro finibus & cofinibus iam fupra 
inuentae : 

cofw — 1 X w- 0t — 330 Y &c. 

finw =w — ¿07250 — 37501 SC. 

quae eaedem feries ex primis ponendo x—o confequun- 
tur; cum enim fit cofv — 1: & finx-—0 prima feries 
finw, fecunda vero cof w 'exhibebit. 

Ddd 5 98. 


—— 


398 CAPUT. IF. 


98. Ponamus nunc quogue jy-——tang x, vt fit 
s tang (rw), . erit ob 


ocding -- AJA E x; EGB. finx-. 
— coíx ? dx ^ cofz? !" 24x? — colr? ? 
Ayo eg 2107-10 Ne 
zdrs — cofx? ! coíx^ TT coíx* Kk. cofx?? 
dy > 3sfinx finx 
a.4dx* — colas ^ — cofx? ? 
dy IES 15 2 i 
Las e 7. Cofx* a 
vnde fequitur fore: 
1 w e? finx w3 wtfins 
tang (ere) — tg t POT cofx3 as cofx* cof xs 
2 093 wvtinx. 
7. 3cofzr?  — 3colw3?” 


cuius formulae ope ex data cuiusuis anguli tangente in- 
veniri. poffunt tangentes angulorum proximorum. Quia 
vero fuperior feries eft geometrica, ea in vnam fum- 
mam collecta erit : 


ww? tax 2.03 w*finx 

tano (x FWE tax- D —— — z 
g(r+w)=tg CE 3cofx? ^ 3cofw3 
f cung hp finx colx+w 203 wtinx 
eu tano (wu+w)= = — — E 
E cofx?— w? 3cofx? 3cofx? 


quae formula in hunc finem commodius adhibetur. 


99. Similes expreffiones quoque pro logarithmis 
finuum, cofinuum $ tangentium inueniri poffunt. — Sit 
enim y= logarithmo finus anguli », quod ita exprima- 
mus 
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— HI py rofe. 
mus y —/(ünx, & s-c/ün(x-]-w), ob A 
: ddy_ —5 | d?y, *ncofx uM 
erit : qq. fin? XO RM EE &c. vnde fiet R 
z2 fin (+40) Ifin x 
2 cof A nw? cof 
 finx 21inx? A 3finx3- 


vbi.z denotat numerum, per quem logarithmi hyper- 
bolici multiplicari debent, vt prodeant logarithmi pro- 


pofiti. Sin autem fit 
y -—ltngx & z= tang (r-u) 
fiet : 
dy mo z . dy. —amcofas 
dx — finxcofs — finzx? 2dv2 — (finax) ? 
ideoque 
270 229^ cof2x 


Itang (+40) = /tang x + nexo K (STR) &c. 


quarum formularum ope logarithmi finuum & tangen- 
gentium interpolari poflunt. 


100. Ponamus denotare y arcum cuias finus loga- 
rithmus fit — x, feu ve fit y = A.7finx, & s effe 


arcum, cuius finus logarithmus fit — x —A—- w, {eu 
& = A./fin (xw); erit x —l(fny, 8 
dx z cof d: fin 
— d , vnde edm Z erit : 


dy T tin) dx — ncofy ? 


ddy 
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ddy, dy  dxfmy., ddy. iny . 
dx — ncofy* — ni cofj? > €EO qua —n*cofy?" 
Confequenter 
AT w fin y w* {iny 
s dpi 1 cof y 27? cof)? ae 
Simili modo fi logarithmus cofinus detúr, expreflio repe- 
rietur. Sin autem fit 


— A.ltangr & 2A./tang (+w). 
Eum fit x—/tangy; fiet: 


Ls papa dues O AE 
dy T &ny cofy” dx 35 son 2—24 
quare 
dd. 2 dycof2y ... dx fin 2y cof 2 
di 27 FF 222 
& 
ddy | finay cof2y ., n4 4? y... finzy. cof 4y &c 
dx* 7 Vo dul M rna APP TT 2.43 > 
hinc 


wfinzy , w*ínzycofay , e?finy. .cofay y 
eI oma gun iint 1233 — T&c. 


tor. Quoniam vfus harum expreffionum in con- 
dendis tabulis logarithmorum finuum & tangentium ex 
antecedentibus facile perfpici poteft, his diutius non im- 
niorabimur. Confideremus ergo adhuc huiusmodi va- | 


lorem : 


)— 


€ 2 P-U-T- *IP. qot 
yam erfin [fitque Ts mert o finn (e dato) 


quia eft 
2 — e (fin ux --cofzx) 
dd 
Tm —e8((1— m) finax + 22 cof 2x) 
d3 y 
dis C G— 322) fin sa -n (3— nn) cofux ) 
d*y 
gat ce C (1602414) (in nx -1— 2 (4.— 422) cofzx ) 
ds 
j += = ex ( (1-10224 50%) linux- 2 (5102844) cofzx?) 


His. fubítitutis & diuifione per e* inftituta erit : 
qo 
e finz ios iw feri OIR 22) a fin zx 


t0? 


-L-azocofzx-— : 


cof zx 


Lied ia A us fin zx vna aoa inii ta nx- 810, 


e icr a? cofzx += En c*cofzx = &c. 


102. Hinc plurima egregia corollaria deduci pos. 
funt; fufficiat autem nobis haec annotafle. 
Si fuerit *-z0o ert: 


0. 
e finz == zw 
onw?  zn(a-mun 2 nu nz(5$-102? +71 
E M MUR 17. Ro, 
2 + 6 24 120 


Eee Si 
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Si üt w == x, ob finz(x--«€)--9; erit: 


tang zx == 
COR Cis m Bou (4421) Pup ite "m —1on? 2*) ., 
24 120 


1=x 
Generaliter vero fi fit z= ı habebitur : 

e in (do) — finx (1 w— 33 — $ w*— 35 05 +55507+8tc.) 

+ e cof x (1404302504505 — —3,igo5l&c.) 

Sin autem fit 220, ob finz(x4w)-z(x49), & finarZ2x, 
atque cofzx — 1, fi vbique per z diuidatur, prodibit: 

Cito xp - ix Eh xd ax I d etx + Ke, 

+0 -H w? +50 -- E«* 4-5 05 + &c. 


cuius feriei ratio eft manifeíta. 


(Ma E a LO sered e 


2 
= 


d o $ 


CAPUT s 


INUESTIGATIO SUMMAE SERIERUM 
EX TERMINO GENERALI 


103. 


S; Seriei cuiusque terminus generalis =y, refpon- 
dens indici x; ita vt y fit functio quaecunque ip- 
fius x. Sit porro Sy fumma feu terminus fümmato- 
rius feriei, exprimens aggregatum omnium terminorum 
a primo feu alie termino fixo vsque ad y inclufiue. 
Computabimus autem. fümmas ferierum a termino pri- 
mo, vnde fi fit x — 1, dabit y terminum primum, at- 
que Sy hunc y terminum primum exhibebit : fin autem 
ponatur x — o, terminus fummatorius Sy in nihilum 
abire debet, propterea quod nulli termini fummandi ad- 
funt. Quocirca terminus fummatorius Sy eiusmodi erit 
fun&tio ipfius x, quae euanefcat pofito x — o. 


104. Si terminus generalis y ex pluribus partibus 
conftet , vt fit y — p-1-7-4-*r-- &c. tum ipfa feries 
confiderari poterit tanquam conflata ex pluribus aliis fe- 
riebus, quarum termini generales fint p, 7, r, &c. 
Hinc fi fingularum iftarum ferierum fümmae fuerint 
cognitae, fimul feriei propofitae fumma poterit affigna- 
ri; erit enim aggregatum ex fummis fingularum ferie- 
rum.  Hancobrem fi fit y—p+3-Fr++«c. erit 
Sy —Sp--S4;-)-Sr-|I- &c. Cum igitur. fupra- exhi- 

Ece 2 bue- 
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buerimus fummas ferierum,,quarum termini generales 
fint quaecunque poteftates ipfius x; habentes exponen- 
tes integros affirmatiuos ; hinc cuiusque feriei, cuius 


terminus generalis eft ER Wen TN &c. de- 
notantibus æa, 5, y, Sc. "numeros integros affirmati- 
vos, feu cuius terminus generalis eft funétio rationalis 
integra ipfius x, terminus fummatorius inueniri poterit, 


105.- Sit in ferie, cuius terminus. generalis feu ex- 
ponenti x refpondens eft — y, terminus hunc praece- 
dens feu exponenti x—: refpondens — 7, quoniam ù 
oritur ex y, fi loco « fcribatur »—:; erit: 

Ap AOT ddy d3y dy d5 
UJ de adr* s 6dyi 24dx* — i2ddx5 + &c. 


Si igitur y fuerit terminus generalis huius feriei 
Ln. 2 AURA ERAI X-I x 
abcd noa‘ .. —Ee--y 
huiusque feriei terminus indici o refpondens fuerit — A, 
erit v, quatenus eft functio ipfiüs v, terminus generalis 
huius feriei: 


1 E cS NS MEE PO O, CERES 
E HN M MTM: 


vnde fi Sv denotet. fummam: huius . feriei,. erit 
Su — Sy — 3 -- A. ai Sicque- pofito. x — o, quia fit 
Sy=zo0 & yA, quoque Sz euanefcet, 


dy , ddy. | 435 
de 2 x? 6 dxs 


—+ &c. 


106.. Cum igitur fit —y— 


erit per ante oftenfa : 
Soas 


6.2 P UY* X 


e x di y dt y à 
— s a o erit : 
AL ddy d3y d9 y 
1 — AERA 2—S lg 195208 A Sad te. 
ideoque habebitur : 
dy. 35 ddy d3y d* y i 
A A TI d 


Si ergo habeantur termini fummatorii ferierum, quarum 

ddy d39 1. dy 

dart odes du dat? 

iis obtinebitür terminus. fummatorius feriei, cuius termi: 
: d ; 3 

nus generalis eft de .. Quantitas vero conftans A: ita de= 


bet effe comparata, vt fatto x — o terminus fummato- 


termini generales funt &c.. ex 


d dy iai EY 
rius S 7 euanefeat; hacque conditione facilius deter- 
ü 


minatur, quam fi diceremus, eam effe. terminum. indici 
o refpondentem in ferie, cuius terminus generalis fit 
EY. 

107. Ex hoc fonte fümmae poteftatunr numero- 
rum naturalium inueíligari folent. Sit enim y—x*+1; 


ms fit 2 ES m PE A reed 


Dauer Mega 
(+1 ros Hel), : (4D 1 ar I T 2) 
a= AS És c 22.523. 


&c. 
Eee'3 
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erit his valoribus fubftitutis : 


( 


(n4- 1) Sr Tx” +H-=A + ez S xni (2+ 1901) Sxe- —L-&c. 


Srez 


a+ 


Y 


PL 
1$. 3 
atque fi vtrinque per »-i-: diuidatur; erit: 


n C rac n (2-1) n-1 n(n-X(n-2) q 
x -HE j ^ Sx IZ. Eon Sx PARAT Sx jT &c. 


I 
—- ¡Contft. 


quae conftans ita accipi debet, vt pofito x = o, totus 
terminus fummatorius euanefcat. Ope huius ergo for- 
mulae ex iam cognitis fummis poteftatum inferiorum, 
quarum termini generales funt, x^, x", &c. inue- 
firi poterit fumma poteftatum fuperiorum termino ge- 
nerali x" expreffarum. 


108. Si in hacexpreffione » denotet numerum in- 
tegrum affirmatiuum , numerus terminorum erit finitus. 
Atque adeo hinc fumma infinitarum poteftatum fi no, 
abfolute cognofcetur; erit enim: B cmi 
Hacque cognita ad fuperiores progredi licebit," pofito 
enim 13 fiet: 

E il 


fi porro ponatur »-——-2  prodibit: 
Sre — 14 4S ir — PS 00 =p artea deinde 
$3 = prt 43802 Sr 45800 9400 0 
S.55 r ysg Sr —$Sa? + Sx — ¿510 fiue 


Sata pit oa? — jJ. 


Sic- 
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Sicque porro quarumvis poteftatum fiperiorum fummae 
fucceffivae ex inferioribus colligentur; hoc autem faci- 
lius per fequentes modos praeftabitur. 


109. Quoniam fupra inuenimus effe: 


ddy ds d3y ddz 


; LH EN 
Si ponamus 5^ =s ; fiet Ias des ggz’ € 


de 
tum vero ob Zy — sZx, erit y quantitas , cuius diffe- 
rentiale eft: — sdy, quod hoc modo indicamus , vt fit 
J—/*dx. Quanquam autem haec inuentio ipfius y ex 
dato s a calculo integrali pendet, tamen hic iam ifta for- 
ma /sdx vti poterimus, fi quidem pro æ alias ipfius x 
functiones non fübítituamus , nifi eiusmodi , vt finia 
illa, cuius differentiale eff — «2x, ex praecedentibus ex- 
hiberi queat. His igitur valoribus fubftitutis erit : 


adiiciendo eiusmodi conítantem , vt pofi x= o ipfa 
fumma Ss euanefcat. 


rro. Subítituendo autem loco y in füperiori ex- 
preffione litteram s, vel quod eodem redit: differentian- 
do iftam aequationem erit : 
de dd% d3s d* 
a — re edis. V db eS eee PN 
Sz; 7577385: iS STA Sc» 


fin 


408 ~Z PUR tZ 


fin autem loco y ponatur 


dd | dz d? 

rue didici 

Similique modo fi pro y fucceffiue ponantur valores 
dds. ddz 
dde Y des? 
d3s. dde pau ds ds iss 
Sq qus i dut ES 
dm. dis 


girals pys sgg 
dat dar da 5 dae 


Sc. reperietur: 


ficque porro in infinitum. 


s ds 
iir. Si nunc ifti valores pro. S ji S 


&c. fücceffide fübítituantur'in expreffione : 

d3 s 
dx? 
inuenietur expreflio pro Ss, quae conftabit.ex his ter- 


Ue. à de ddz d3s 
minis. Lad piot iy 4:3 70  gx39 &c. quorum 


Z4 S 


— ét. 


soefficientes facilius fequenti modo” inueftigabuntur. 
Ponatur 
Eds |. ydds. .,. 0d3% sd*z 
ST zdz tg f a <= EC; 
S= fsda-|-an-1-77- HG NETA A CURNC 
atque pro his terminis fui valores fubftituantur, quos 
obtinent ex praecedentibus fericbus,, ex quibüs- eft : 


Jadx 


GARBUKE +A 


Jada = Sa SEG SE Se rcc ke. 
03 = -a rmm T EET EET 
eT = est LE gan, EI a 
a = | | ES 
Ec — : Is — &c 


qui valores additi, cum producere debeant Sz, coefficien- 


tes a, E, Y, 9, Sc. ex fequentibus aequationibus 
definientur : 


1 
a 0 
2 
0 I 
AAA SO 
2 6 
E 0 I 
^ lecker es —— — 9 


2 6 24 I20 720 
à y 6 
A o 
2 6 24 120 DE cg 
&c. 


F ff 
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112.- Ex his ergo aequationibus fücceffiue valores 
omnium litterarum a, 6, y, 9, &c. definiri, poterunt, 
reperietur autem : 


g 
| 


| 


O 
II 
ale aj o|8 ojm 


| 


[| 


N [T N R apa 


=> 
Il 


[imm 


Y 
2 
ô 
2 


ficque vlterius progrediendo reperientur continuo termi- 
ni altérni euanefcentes. Litterae ergo ordine tertia, 
quinta, feptima, &c. omnesque impares erunt 0, ex- 
cepta prima, quo ipfo haec valorum feries contra legem 
continuitatis impingere videtur. Quamobrem eo magis 
neceffe eft, vt rigide demonítretur, omnes terminos im- 
pares praeter primum neceflàrio euanefcere. 


113. Quoniam fingulae litterae fecundum legem 
conftantem ex praecedentibus determinantur, eae feriem 
recurrentem inter fe conftituent. ^ Ad. quam explican- 
dam concipiatur ifta feries : 

1-- aup 64? yu? dut Heus -4- Q45 -]- &c. 


cu- 


DU B UA: 41I 


cuius valor fit -— V ; atque manifeftum eft hanc feriem 


recurrentem oriri ex euolutione huius fractionis : 
I 


V LIEU AER —- &c. 


1— iu Yu? — ¿yu? gig u* 
atque fi ifta fractio alio modo in feriem infinitam fecun- 
dum poteftates ipfius v progredientem refolui queat, ne. 
ceffe eft, vt femper eadem feries : 
V —i1-]- au -- 6 u? —— yu 4 put + us —— &c. 
refültet: hocque modo alia lex, qua ifti iidem valores 
a, E, y, 9, Sc. determinantur, eruetur. 


114. Quoniam, fi e denotet numerum, cuius loga- 
rithmus hyperbolicus vnitati aequatur, erit: 


e 1 —u +34? — ju? + ¿y 4% — 31545 + 80, 


. O EAF 
erit : rare noc. Hide e. 
u t : T 
ideoque. V — —7—- Nunc extinguatur ex ferie fe- 


cundus terminus a«u — 4, vt fit: 

V—3iu—T1+YH 60 +y4 +0ut +eu5 424% +60, 
iu e—* 

Visum (ac1-65*) 


4:— -———— — —^. Multiplicentur nume- 


erit : 
12% 


rx 


H . 
rator ac denominator per e^ , eritque 
I r 
£u —iu 
ute e 
Vii t UI iin PR > 
2 (e? A ) > 
y 4 zu —FU > k ! 
&. quantitatibus. e" & e In feries conuerfis 


fiet : 
Fffa Ves 


Ca BUT 


ys 


2.4.6. 8.10.I2 TERRE 


u$ 
zone de 
272. 16 


u 8 
idu: EA TO TA 
CREO 8.10 4.6.. 14 4.6.. 18 
115. -Cum igitur in hac fraftione poteftates im- 
pares prorfus defint, in eius quoque euolutione potes- 
tates impares omnino nullae ingredientur; quare cum 
V—-£« aequetur ifti feriei: 


Lu +yu dute A Qu* «o. 


coeficientes imparium poteftatum y, €, 1), t, &c. omnes 
euanefcent. Sicque ratio manifefta eft, cur in ferie: 


1-4- au + 6u* | yu? + dut -- &c. 

termini ordine pares omnes praeter fecundum fint —o, 
neque tamen lex continuitatis vim patiatur. Erit ergo 
V —1-2- up Gu? Heut + Qu5 | 0u* $ »4* H &c. 
litterisque E, d, 2, 0, x, &c. per euolutionem füperio- 
ris fraCtionis deresfiitibtts d obtinebimus terminum fum- 
matorium Sz feriei , cuius terminus generalis eft — 5, 
indici x réfpondens, hoc modo expreffum : 


en id 
Si =/4d0 is +H "ce 


Jp Rp ae. 


116. 
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116. Quia feries 11-62? —1—0u* —- du put &c. 


oritur ex euolutione huius fra&tionis : 


NR cms 
scd EL A eiit 
+ + &c. 


4.6 NT 
litterae E, 9, 2, 0, &c. hanc legem tenebunt; vt fit: 


Jin de 1 
"EU a it 
3 1 TA. 
2.4.6.8 4.6 4.6.8.10 
Qc D E 1 
dick necs 4.6 4.6.8.10 4.6.. 14 
I e ó E I 


$4,018. 48. AXSIO PA IA C46. IB. 
Hi autem valores alternative fiunt affirmatiui & negatiui. 


117. Si igitur harum litterarum alternae capian- 
tur negatiue, ita vt fit: 
Edgy dde ¿dz de 


c uua a mal To s LING p AES dps — Kc. 


Qua PUT =P: 


eam euoluendo in feriem : 
1 5x2 HdutHE dust 949 -—&c. 
quocirca erit: 
1 Susp 
2. 4. 


OE 
Dt 
446 


— 


ao T EE Sut 


ò e I 1 


4.6 2m 4.6.8.10 "E A nC 2:4. . 42 
&c. 


nunc autem omnes termini fient. negatiui. 


acr 


118. Ponamus ergo 6——-AÀ; 0—-B; (—-C; 
&c. wt fit: 
"un ab Ads Bz Cds% — D4's 
Sa/3dx 223 ET des des Cd? Hec; 
atque ad litteras A, B, C, D, &c. definiendas con- 


fideretur haec feries: 
1-— Au? — But — Cu5 —D$ — Eu? —-&c. 
quae oritur ex euolutione huius fraétionis : 


us 


"t CERE 
u’ ? e 
4.6.8.10 ihe 4.6. .. 18 x 4.6. . 18 
vel confideretur ifta feries : 
Lo Au— Bu Cut Dar E 9 Blc, P 
quae oritur ex euolutione huius fra&tionis : 


$—— 


46" 446.840 4.6...14 
Cum autem fit : 


u 
fin hu xc 


fequitur fore: 
Quare fi cotangens arcus 2 v in feriem conuertatur, cuius 
termini fecundum poteftates ipfius z procedant, ex ea 
cognofcentur valores litterarum A, B, C; D; E, &c. 
119. Cum igitur fit. s—— i coti; erit ¿au 
A E —2 ds 
Acotas, $ differentiando erit £4» = feu 


1455 
Ads Edu + assdu—o0, fiue $5 iso: 


. I 
Quia autem eft: s= mm Au — Bu? —Cus — Ko, 


erit : 


d M L 
48 eed A Ue 3.4 Bu? — 5.4 Cut —7,4D4% TOS 
du uu 
I 1 
ASS 2—3A — 9 Bu? — 2 Cut — 8 Du” —¿c. 
[4/4 
-1-4AÀ?4? + gABut —— gACn* + &c. 


+ 4BB«5 -1- &c. 
per- 
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perduétis his terminis homogeneis ad cyphram fiet : 


I1 
2AE-L-23BD-r- CC 
13 
al aAF--2BE--2CD 
15 
2AG--23BF--3CE--DD 


Ex quibus formulis iam manifefto liquet , fingulos hos 
valores effe affirmatiuos. 


:20. Quoniam vero denominatores horum valorum 
fiunt vehementer magni, calculumque non mediocriter 
impediunt; loco litterarum A, B, C, D Ac. 


has 


CARUTA 
has nouas introducamus : 
Y O 
NE 1.2.3 
^ oS 
1:2:3.4.3 
TE CANTE 
AL 1.283517 
Ü ur 
105557. 9 
E— fy. Kg 
" 152.3 5.5, 108 II 
Atque reperietur fore : 
"UE AE 
e pa 
2 
E= la 
3 
3 
=2.2.0É 
Y 3 
¿it e 
e=270 uà 2. ud I3 ey 
2.11.10 12.YI.IO.9.8 
Mee DM pen usi Uode. D 2 
I2 14.13.12.11.10 
2 2 Be E DEP 2 720 


Ggg 


418 CAPUT EF. 


121. Commodius autem vtemur his formulis : 


12.11.10 12.11.10.9.8 YY 
aE 59 AS 
tas poter 
14 14.13.12 14.13.12.11.10 
pad HEB ge ERIS. 
== 
3 


tm 


Ex hac igitur lege, fecundum quam calculus non diffi- 
culter inftituitur , fi inuenti fuerint valores litterarum 
a, E, y, 9, &c. tum feriei cuiuscunque, cuius termi- 
nus D enis feu indici x conueniens fuerit — s, ter- 
minus fimmatorius ita exprimetur, vt fit: 


ada Ed3z 
Ss —J/fudxdA4iuU 1.2.3- RUE. euni Pec ete pr 


E MM + eds —— + &c. 
343. 9d? PS eb Id 
iftae autem litterae æ, E, y, d, &c. fequentes valores 
habere inuentae funt: 
fiue 


I 
I 
E 1, 2.361 
6 3 
> 12.3.4 —4 
y Eme 6 D — 
d= EA 1,2.3.4.3 02236 
10 
£ = D: o Me 5. 168600 
6 
691 x. 
ez —— 12.39 .. 7(—24.69t 
IO 
Nc EE 1.2.3 . . 81 20160.35 
2 
gu 3617 12.3 .. 90—:12096.3617 
30 
jx 43967 1.2.3 + . 10412:86400.43867 
42 
Nc dice Ra 1,2.3 >e 114—2362880.1222277 
IIO 
I 
n= viri 12.3 + . 12 NZ2279833600.854513 
p= o 1.2.3 + . 13M —11404800. 1181820455 
: 546 
== 15971977 1,2.3 » «14V 2109109145600.76977927 
1 2 9461029 di 
EL 23749471022 12.3 « . 15£—43589145600. 23749461029 
3 


__3615841 276005 13 
462 


-— 


pins 


&c. 


1672—245287424000.861584127600;5 
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122. Numeri ifti per vniuerfam ferierum doétri: 
nam amplifimum habent vfum. Primum enim ex his 
numeris formari poffunt vltimi termini in fummis po- 
teftatum parium , quos rion aeque ac reliquos. terminos 
ex fummis praecedentium reperiri poffe fupra annotaui- 
mus. In poteftatibus enim paribus poftremi fummarum 
termini funt x per certos numeros multiplicati; qui nu- 
meri pro poteftatibus 11; IV; VI; VIII; Sc. funt 
- k = r e 2 , &c. fignis alternantibus affetti. 
Oriuntur autem hi numeri fi valores litterarum a, E, Y, 9 
&c. fupra inuenti refpe&tiue diuidantur per numeros im- 
pares 3, 5, 7, Sc. vnde ifti. numeri, qui ab Inuentore 
Iacobo Bernoullio vocari folent Bernoulliani erunt : 


= Y 


— 
== 


|^ 8|" &I* el» aja 


h 3617 Ai 
T I dis 
L= 43867 cess Ge 
19 798 
X 174611 EO deu cdd 
21 330 m 
jr MM 854513 —$- 
ATE 138 ion 
LS 236364091 w MESS 
25 2730 
die s 0 1903 503 — NE 
27 2 
303 23049461009 01 
297 870 am 
m 8615841276005... 
30. ai Bu ER 

&c 
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13.657931 
6 


421 
-7-092456 
=549 

e B psp 


123. Iti igitur numeri Bernoulliani Y, B, E, &c. 
immediate ex fequentibus aequationibus inueniri poterunt : 


I 
1= z 
Uo t 
$&—453. ^ 9p 
ESO $ 
6. 2 
€ —23.2.919 
1.2 7 
Ben DE 8.7.6.5 
Dl meme HS 
10.9 2 10-9 


ts 
. 
t 
- 
- 


! 
| 

8 
+ 
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) 12.11, E 12,11.10.9 2 I2211:10,918.7. 91 ....2 
AC YO AAA AB 61:9 
1.2 13 1.2.3.4 13 1:2.3.4.5.6.18 
14.13 2 14.13.12.]- 2 14.13.12.1.10.9 2 
O 42377, A A O) 
E 21 US 1:2: 3:40 15 I. 2: 3. 4. 5. 6. 15 
SAU &c. 
uarum aequationum lex per fe eft manifefta, fi tantum 
. L y 
notetur, vbi quadratum cuiuspiam litterae occurrit, eius 
coefficientem duplo effe minorem, quam fecundum re- 
gulam effe debere videatur. Reuera autem termini, qui 
continent produéta ex disparibus litteris; bis occurrere 
cenfendi funt, erit eninf&verbi gratia: 


12.1 12.ILIO.9 I2.II.10.9.87 
13$——-316-2- — —- 25:5 -- ——€6€-- 
30 2 12:348 CX «- 3.2:5:4:5-6 


DIRION e 12.131, IO; S esos TI 
ILIO * € $ 399 1 — ——-——— ($9f 
1.22.85. 518. 76:08 O ARAS: 


124. Deinde vero etiam iidem numeri a, 5, y, ó, 
&c. ingrediuntur in expreffiones fummarum ferierum 
fraftionum in hac forma generali : 
I I I 1 
BE RET AR za ie? 
quoties 7 eft numerus par affirmatiuus , contentarum, 
Has enim fummas in Introdu&tione per poteftates femi- 
peripheriae circuli z radio exiftente — 1 expreffas de- 
dimus, atque in harum poteftatum coefficientibus ifti ipfi 
numeri a, E, ys 9, &c. ingredi deprehenduntur. Quo 


&ytem" haec coffüenientia non cafu euenire, fed neces- 
fario locum habere intelligatur, has easdem fummas fin- 


gu- 


— A S 


CAPUT F. 


gulari modo inueftigemus , quo lex fümmarum illarum 


facilius patebit. Quoniam fupra inuenimus effe : 


MS A. I I I 
—QO0t.—m7uEm-— - — —— >» — —— m 
2 2 m n-m nm 2n—m anim 38M 


binis terminis coniungendis habebimus : 
TE ” T I 27 2: 27 27 
A COR EINE A oio 
a z m nnm? “ga? am? 9n? =m? 1612-30? 


$i ken fore : 


I X cce 


Y p &c. 


1 7 
&c.——— -—— cot.— 7 
t 17 162? =m? amm 


PIE t 4n? =m? 


Er 


por nunc ve Y pro m ponamus v; wt fit: 


a 


1-4? RS 


E P IC I a 


I 7 
&c. — — - — cot. z us 


2uu 2u 


Refoluantur fingulae iftae fraftiones in feries : 


E uc A + &c. 
I 
us c mu is ulta + +8. 
Ka E A VEU 
ia CE va s a a 
IRA 2 u* 
uad + eS GTA RES 
ur 
125. Quod fi ergo xu wif 
1-- Legio us de cca 
1 1 
1 RA e =b 


fuperior feries transmutabicur in hanc: 


I m 
a+ bu? Tot +ou eu? 4 faxo &c.— — - —COt. 74. 
2 11 21 
Cum igitur in $. 118. litterae A, B, C, Die. ¿ta 
comparatae fint inuentae, vt pofito : 
1 A 
;— LLL Asu——Ba$—Cu5 —Du? — Eu? — &C. 


u 


fit s— E cot. iu, erit pofito zu, loco 2* feu 27u loco u 


I 4 3 
icotzu— — Ari 2 Bro 25 Og tus at Dz*at- Ko 
27 


A ES 3 
vnde per — multiplicando erit : 
u 


T I A 
f cotru m —— — 247? —23B7tu* 25CT54* — KC. 
qu Zuu 


hincque fequitur fore: 
ru—2A7?423Brtu?425C7%44 l2 ?Dz9u51&c 


Quia igitur modo inuenimus effe : 
X 7 


ML ez, Otra abu At cr er &c. 
Qu 2 
neceffe eft vt fit : 
3 


BTS 
a 1.2.09 60 E 
11 II 
Ptió A un S05 es sus 
3:253: SE E00 sd 2 


&c. 


126. Ex hoc ergo tam facili ratiocinio non folum 
omnes feries poteftatum reciprocarum , quas $. praeced. 
exhibuimus, expedite fummantur; fed fimul quoque per- 
fpicitür, quemadmodum iftae fümmae ex cognitis valo: 
ribus litterarum a, 6, y, 9, €, Sc. vel etiam ex nume- 
ris Bernoullianis 9, 99, €, D, Sc. formentur. Quare 
cum iftorum numerorum quindecim $. 122. definiueri- 
mus, ex iis fummae omnium poteftatum parium vsque 
ad fummam huius feriei inclufiue affignari poterunt : 


I I I 
Jc ol Fol A 


ERES O eh 


I : 4 . 
zs + &c. erit enim huius 


5 
2297 229% 

TOUR = ———— g39 m$. gi, 

feriei fumma 12:3: 5T 1.2.5. 30 


Hhh 
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Atque fi quis voluerit has fummas vlterius determinare, 
id continuahdis numeris a, 6, y, &c. vel his Y, B, E, 
&c. facillime; praeftabitur. 


127. Origo ergo horum numerorum 4, O5. 205 
&c. vel inde formatorum A, B, €, D, &c. potifli- 
mum debetur euolutioni cotangentis cuiusuis anguli in 
feriem infinitam. Cum enim fit 
I 
1 cot. 4 um = — Au — Bu? — Cus — Du? — Eu? — &c. 
u 
erit : 
u 
Au? + But + Cus + Dus + &c. —— 1 — 7 cot. 2 v, 
fi igitur loco coefficientium A, B, C, D, &c. valores 
ipforum fübítituantur, reperietur: 


an? Ent us dut u 
UR ME 4 + &c.—üi- — coti4 

a EA OI LO 2 
atque numeros Bernoullianos adhibendo erit: 

My? But Ey. Du? u 

AM y A Y AAA 0, 1 L GM 

1.2 EE O TARIN AC m 

ex quibus feriebus. per differentiationem innumerabiles 

aliae deduci poffunt, ficque infinitae feries fummari, in 

quas ifti numeri notatu tantopere digni ingrediuntur. 


128. Sumamus aequationem priorem, quam per % 
multiplicemus, vt fit: 


0,13 Gus y? du? uu i 
—— + ER — d &c.—ue 77 cot $ u 


1.2.3 SOS] 1.2... 7 vanos 


quae 


BAAR VE 


quae differentiata ac per du diuifa dat: 


| au? Eut us i uu 
— = y Cr1-Od5cotiul — ; 
l 1.2 1.2.3.4. 1.21556 1% AÍnza)? 


&, fi denuo differentietur erit : 
au , En yus 1 tiu cof iu 
E. — + &c.L—— coti - 
MENGER: E ur E (finis): 14). 4(fniz) 
Sin autem altera aequatio differentietur erit: 
Yu Hu? Eus Du? 
| ANT. m eS 


I 102:3| 503.225.599 VES 00.7 


u 
—— I T 
—-icotis-|- 2 
EU. t «finis* 
Ex his ergo fi ponatur 2—7, ob cotiz-— 0, & 
fingur, fequuntur iftae fummationes : 


ar? Ert yrs 07 
1==+ --— —— &c. 
Tad LAS 243.7 o 

7 


m? ar? Ext yo dr? 
1 M — — +8c. 
+ 173 Maki Taa pa 
är Ex r3 Òr? 
TI LM ---——— Kc. 
1.2.3 2:944-5 RG 7 
q yz Òr 
ku z= ae ++ ——— H +6 
101,255 1.2.3. 4.5 1.2:3...7 


a qua fi prima fübtrahatur remanebit : 


CD Qn. A o 


AS q 107 1,2430 405 ias 


Hhh 2 Tum 


F. 


CA P*UST 


Tum vero erit: 


$. 125. habebitur : 


22n—1 (6) 


q ue pae e 


Í c an—+1 y 


T. Az Hr? Crs Dr 
Fm Um 1.2.3 a d oos g CET 
A Dr? Gz* Dr 
f r= —— Ms 2 m "alten At MEA LE 
ei I eu 1.2.3 weed Meme 


129. Ex tabula valorum numerorum a, 6, y, à, &c. 
quam fupra $. 121. exhibuimus , patet eos primum de- 
crefcere tum vero iterum crefcere, $ quidem in infi 
nitum. Operae igitur pretium erit inueftigare, in qua- 
nam ratione hi numeri, poftquam iam vehementer lon- 
ge fuerint continuati, vlterius progredi pergant. Sit igi- 
tur Q numerus quicunque huius feriei numerorum 4, E, 
y, 0, &c. longiffime ab initio remotus, & fit y nume- 
rorum fequens. Quoniam per hos numeros fummae 
poteftatum reciprocarum definiuntur, fit 27 exponens po- 
teftatis, in cuius fumma numerus Ọ ingreditur, erit 
24-|-2 exponens poteftatis numero Y refpondens, at- 
que numerus z iam erit vehementer magnus. Hinc ex 


21 gan 4" 13253: (20 


1 
n nr ppt ELS ans) 


ea PUT E 


Quod fi ergo haec per iftam diuidatur, erit * 


I I 


pe e TA o ap T 
— (an-41-2) (2221-3) € 
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Quia vero z eft numerus vehementer magnus, ob fe- 
riem vtramque proxime —r, erit: 
Y Grn) (a+ LR 


Q 47? TT 

Cum igitur 7 defignet, quotus fit numerus ( a primo 
a computatus, fe habebit hic numerus Q ad fuum fe- 
quentem ip vt z^ ad z?, quae ratio, fi z fuerit nume- 
rus infinitus, veritati penitus- fit confentanea. Quoniam 
eft fere 27 — 10, fi ponatur z— 1905 erit terminus 
centefimus circiter millies minor fuo Tequente. Confti- 
tuunt ergo numeri a, E, y, ð, &c. pariter ac Bernoul- 
lani Y, BD, €, D, &c. feriem maxime diuergentem, 
quae etiam magis increfcat, quam vlla feries geome- 
trica terminis crefcentibus procedens. 


130. Inuentis ergo his valoribus numerorum 
a, E, y, 0, &c. fcu A, B, €, D, &c. fi propo- 
natur feries, cuius terminus generalis & fuerit functio 
quaecunque ipfius indicis +, terminus fummatorius Sz 


huius feriei fequenti modo exprimetur, vt fit: 


Hhh 3 
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Ss = fadx + gl iaa uLoko MHD 
6 1.2dx% 30 1.2.3.4 dx3 
di. t Tan. de gp dts 
Z3 1.2.36: $05 30 1.2.3...8dxt 
5 d? z 691 diTz 
TE $6 ragciodr? 7 2730 123 12 ETE 
eL Pa cra cc E 
6 "1.3 ...14dx13 $10 1.2.3.. 16 dx 1 5 
43867 dit 174611 d* 9; 
dou O ER 
954513 d? t; 236364091 d? 35; 
B 138 1.2.3..22dx3! . 2730 . 1.2.3...24dx33 
EE a) adiós 23749461029 d? 
6 ' 1.2.3 . -.26dx? 5 870  1.23..28dx?7 
8615841276005 d?9?s 
Ae 77 14322  . 1..3-.30dxk?9 ops 


Si igitur innotuerit integrale /z4x,. feu quantitas illa 
cuius differentiale fit — s 4», terminus fummatorius ope 
continuae differentiationis inuenietur. ^ Perpetuo autem 
notandum eft ad hanc expreflionem femper eiusmodi 
conftantem addi oportere, vt fumma fiat — o, fi index 


x ponatur in nihilum. abire. 


131. Si igitur e fuerit functio rationalis integra 
ipfius x, quia eius differentialia tandem euanefcunt, ter- 
minus fummatorius per expreflionem finitam exprime- 
tur; id quod fequentibus exemplis illuftrabimus. 

EX- 


Hi 


Deinde vero 
| de 
dx 
| dds 
da? 
d55 


dx3 


Xx 
S(2x—1) 24$ x3 — $x— E (2x—1) (2x41). 
Sic erit pofito x — 4 fumma 4 primorum terminorum 


4 
A tup mut a maie Ti de a 


I 2 


— 
— 


—— 


— 


EXEMPLUM tf 
Quaeratur. terminus. fummatorius buius feriei : 


2 x 
| ti E (201) 
| Quia hic eft &—(2x—1)* — 414471 5 
erit. [Jz dx —$x3——2x?-L-x, 
| ex huius. enim differentiatione oritur : 
| Axxdx—4xdx-- dx —zdx. 
per differentiationem erit : 


gr—aá 
8 
o &c. 


Hinc erit terminus fummatorius quaefitus : 
£x3 — 24? Jr --2xx — 2x —- $202 8$ * — E Conft; 
| qua conftante tolli debent termini i——£; vnde erit: 


EXEMPLUM IL 
Ouaeratur terminus ummatorius huius feriei : 


3 Xx 
1 +27 1234343 +... (2-1) 


CAA UTAR 


— MÀ 
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Quia 


432 CAPUT: A 
Quia eft g (24-12 8081204691; — erit: 
ds 

Jada 2240 3x y I ag 247 - 6; 

ddz 

dx? 
Quare erit S(ar-1)? = 2x4 — 4x? F 3r? — x 

-L-4x3— 6x? +31 E 

--2x?—2x-l- + 


I 


4.5. 


. d3% > 
— 48% —245 7485 fequentia euanefcunt. 


hoc et S(ax-1)?) —2x*——x*-—x*(axx—1) Sic erit 
pofito x — 4 14-27 4125343 — 16.31 — 496. 

132. Ex hac inuenta generali expreffione pro termi- 
no fummatorio fponte fequitur ille terminus fummatorius, 
quem fuperiori parte pro poteftatibus numerorum natura- 
lium dedimus, cuiusque demonftrationem ibi tradere non 
licuerat. Quod fi enim ponamus $— x", erit vtique 


I » e 4° " 
uda x15. differentialia vero ita fe habebunt : 
ni 


€——— nx?-1 


24 (g—1) xn? 


E —n(n—1) (1-2) x"75 
Z Š —mn(n-i(n-2)(0—3) (n=4) 39475 


EN a N AE Sc. 


CAPUT PF. 


Ex, his ergo deducetur. fequens terminus fummatorius 


refpondens termino generali x” ; fcilicet 

Sar RIT ti E Xn E " E An 
n+ 2 6 2 

1 9(u—ri)(z—2) SA y» 


499 21 (s 


422. 3. ^ 4. s. 


Oi np» (2 —1) t sa 6) i-r 
LE HE 

Eee C d pam 
66 ete Meri o) 

ENEAN E Aids (u-19)9 miña 
AA ar LLLI cd. AA 

d Tu. 7.139) anin (M2) 5.5 
6 1:233... xb estere qu T 


3617 né). s d : (2—14) agg 
SEO: 2d ete ent, vieta US 


diaaa? z(n—1i) . (z—16) e 
798 2.3 + : 18 
Lu I74611 z(u—1i) (z 18) sr 
330203915 «ists 20 
A2 RRA) sibi mo rera uen, 
138 2.3 . . «IDA AZ 


236364091 nia). NE 
2730 2:3 «e e ep P MIA 
nere 


a e e 
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..23749461029 M(M=1) . . Ts + (z—26) HOM 
870 139.1359 is Oni ; 

+ 8615841276005, ue (AS PS O A E &c. 
14322 A oe RIO 


quaé expreífio non differt ab ea, quam fupra dedimus, 
nifi quod hic numeros Bernoullianos Y, B, €, Kc. in- 
troduximus, cum fupra víi effemus numeris e, &, Y, Ò, 
&c. interim tamen confenfus fponte elucet. Hinc ergo 
terminos fümmatorios omnium poteftatum vsque ad po- 
teftatem trigefimam inclufiue exhibere licuit; quae in- 
veftigatio, fi alia via fuiffet füfcepta, fine longiffimis & 
taediofiffimis calculis abfolui non potuiflet. 


133. lam fupra $. 59. fimilém fere expreffionem 
pro termino fümmatorio dedimus ex termino generali 
definiendo. Ea enim pariter fecundum differentialia ter- 
mini generalis procedebat ; ab ifta autem in hoc potis- 
fimum erat diuerfa, quod illa non integrale /24- -re- 
quirebat, fingula vero termini generalis differentialia per 
certas ipfius x- functiones habebat multiplicata. Eandem 
igitur expreffionem fequenti modo ad naturam ferierum 
magis accommodato denuo eliciamus, ex quo fimul lex 
clarius patebit, fecundum quam coefficientes illi diffe- 
rentialium. progrediuntur. . Sit igitur feriei terminus ge- 
neralis z, functio quaecunque. ipfius indicis x, terminus 
vero fummatorius quaefitus fit s.: qui quoniam vti vidi- 
mus eiusmodi erit functio ipfius x, vt euanefcat pofito 
xo, erit per ea, quae fupra de natura huiusmodi 
funttionum demonftrauimus : 


$— 


134. Quia s denotat fummam omnium termino- 
rum feriei a primo vsque ad vltimum 5s, perfpicuum 
eft fi in s loco x ponatur «—1, tum priorem fummam 
vltimo termino s mul&ari: erit fcilicet 

ds dds d3 s d* s 

t --———-----—4— 0. 
di 2 dx? 6 dx? 24dx* 

ds dd s dis d*s 

ide 2= > — — +37 c. 
NEY dx | 2dx? 6 dx3 24 dx* rt 


le Ji 


quae aequatio modum fuppeditat ex dato termino fum- 
matorio s definiendi terminum generalem, quod quidem 
per fe eft facillimum. Ex idonea autem combinatione 


huius aequationis cum ea, quam $. praeced. inuenimus, 
valor ipfius s per « & * determinari poterit. Ponamus 


in hunc finem effe : 
Cddz , Dz Edtz 


Bdz ihe 
fae Side ye cero gig epos uses 9 


vbi A, B, C, D, &c. denotent coefficientes neceflarios 
fiue conftantes fiue variabiles: nam cum fit 


ds, dds d3 s dis. d3s pe 
5 —dx Cada? | 6dx? 24dx* 120d4x* : 


2» s d% dd% dis TAN 
fi hinc valores pro 9; p> 3,2? das? c. in fupe- 
riori aequatione fubltituantur, prodibit : 


FTT $E. 


Eg 


GAP DR 


SES 


F. 


Ads , Adds Ads Adts Ads 
Ei um de EE m 6 dx? saldrá 120dx5 Tec. 
Badz Bdds Bd3s | B4*s  B4ss 
"t dx T a “2 dx3 6dx*  24dx5 T&e. 
Cddz | C45 Cd*^s Cass 
dx? dx3 ada?  6dxs + 
4 
Dd? g Da*s Ddss 
CS — ades RS ES + 8c. 
Ediz eH 
dra ——— + &c. 
&c. 


quae igitur feries iunCtim fumtae aequales erunt nihilo. | 


Cum ergo ante inuenimus efle : 


135. 
nes AUS x? dds x3d3s x*d*s x5d5s & 
OSPITI adx? dx? 24dx*^ . 1i20dx5 Tire: 


fi fuperior aequatio huic aequalis. ftatuatur, prodibunt | 
fequentes litterarum A, B, C, D, &c. denominationes: 


— — — — — — — 


CaA RUP 


His igitur litterarum A, B; C, D, &c. valoribus inuen- 
tis, ex termino generali z terminus fümmatorius s — S7 


ita determinabitur, vt fit : 


Bdz , Cddz D43s , Edtz Fdsz r 
Ss D oT eT des D 
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136. Cum autem fit: 
A 

Bici: 4 
Qu 


D RET OT -L-4pex &c. 


patet hos coefficientes effe eosdem, quos fupra $. 59. 
habuimus, vnde ifta termini fummatorii expreflio eadem 
eft, quam ibi inuenimus ; eritque propterea: 


A -—USgeu—Sr 


POE Ix 
C— ¿8S1?— ix? 
D-:Sx3—— ix$ 
E =23 Srt —XH ds &c. 

ips V fibi : 
de d^s 
S T Wu 155 5 gis A T cepa. 
S came E Sep E a Se? T Sx S T Sat= &c. 
xdz x? dde a3diz ix^ ds; 
ARRA mec A c LAM 


Quodíi autem in termino. generali s ponatur X0; pro- 
dibit terminus indici o refpondens; qui (i ponatur —x, 
lii 3 erit 


438 C BUT 


xd x? ddz xid? y 


ert: 1 --&c. ideoque 


"ady |  6dx3 
ade x? ddz x3d*5 BELLA 2 
de 2dx3 6dx3. 7 a4dx* q E C. S od, 


quo: valore heros —— : 
Ss t—(x- )s— a- TS x?— x3 TET tra 
(xD e 3» ia z A -9 E Sa &c. 
Cognitis ergo fummis poteftatum, hinc 5% quouis ter- 
mino generali ei conueniens. terminus fummiatorius ex- 


hiberi poteft. 


137. Quoniam ergo geminam inuenimus exprelfionem 
termini fummatorii Ss pro termino generali s, earumque 
altera formulam integralem /2z4x continet; fi iftae duae 
exprefliones fibi aequales ponantur, obtinebitur valor ipfius 


fadx per feriem expreffus. Cum enim fit: 
n Ade Bd Edsz 
Sade i-i ad ada? VI TN 
ds ddz diz 
cuia PE Nd —— Sx ES Dl -- &c. 
erit: 
dds ie x? E 
fade—(043 peg GrH 19D ga o ad LN -I99) 
IE eum P a LN OH Sg 
5 % 
e Roue E 7L ; 
Sogod (Sx 4D) + &c 


vbi Y, B, €, D, &c. denotant numeros Bernoullianos 
fapra $. 122. exhibitos. - 
Sit 
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de dde J r 
Sit v.gr. sw, fiet do; 5, 2%; & xs hinc erit: 


Sado zz (xdi) ar oa (gax Ex yu) 41 (a3 t Ex) 


feu /vxdyzcix? 3 dat autem $ x? differentiatum vtique 
sdy: 

138. Noua ergo hinc patet via ad terminos fumma- 
torios ferierum poteftatum inueniendos ; quoniam enim ex 
coefficientibus ante affumtis A, B, C, D, &c. hi termini 
fümmatorii facillime formantur, horum autem coefficien- 
tium quilibet ex praecedentibus conflatur; fi in formulis 
$. 155. datis loco iftarum litterarum valores in $. 136. tra- 
diti fübítituantur , — erit : 

Sata Tiana 
Sx?-x? —ix3-ix-2(Sx-x) 


Sx3-x? L—ixí-ix-i(Sxtext)- P Sra) 


Sxi-x*Icixj-ixei(Sx? 9 ates ray $3 (Ss y) 
&c. jy 

Hinc ergo fümmae poteftatum füperiorum ex fummis infe- 
riorum formari poterunt. 

139. Quod fi vero legem, qua coefficientes A, B, 
C, D, &c. fupra $. 135. progredi inuenti funt, attentius 
intueamur, eos feriem recurrentem conftituere deprehen- 
demus. | Si enim euoluamus hanc fractionem : 

iz xxu% An A dl 7 Za aE bs E E od ade 

12-1 v ria? E risu --&c. 
fecundum poteltates ipfius v, hancque feriem refültare fu- 
mamus : AH 


440 C.2 P. UT. sF 
A -- B H Cz? 2— Du? H Ez* mj &c. 


erit vti ante inúenimus A=»; B-cixx—iA; &c. fic- 
que inuenta hac ferie, obtinebuntur termini «fimmatorii 


ferierum poteftatum. Illa autem fractio, ex cuius euolu- 

> E -A * exu Y 

tione ifta feries nafcitur, tranfit in hanc formam : > 
gh 


quae. fi x fuerit numerus integer affirmatiuus, abit in 
aH etH etiem ...-pL-e6-2*;  cumergo fit : 


Doest 


anir + cde aiia a TES 
2u gu? . ur6ut 
en — e. te xa: 
LES L234 ES 
$ 2723 Brut 
a Y -H — NEUE Ad AS ———— -- d 
£ tA 7172.3 1.2.3.4 de, 


e (AMADA a e y%+ 


ANN 


ideoque erit : 


sette, 


ma 1,2,.5 Iz 


—ix* 


L——— 


speed LIIISx3 —$2x$ &c. 


rU 
| 4] 
z2 


Art nexus horum coefficientium cum fummis potefta- 
tum, ante iam obferuatus , penitus confirmatur ac de- 


monftratur. 
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CAPUT. VI 


DE SUMMATIONE PROGRESSIONUM 
PER SERIES INFINITAS. 


140. 


E» generalis, quam in Capite praecedente pro 

termino fummatorio cuiusque feriei, cuius termi- 
terminus generalis feu indici x refpondens et — s, in- 
venimus : 


S5 —/3de +52) 


proprie inferuit feriebus fummandis, quarum termini ge- 
nerales funt funétiones quaecunque rationales integrae 
indicis x , quoniam his cafibus ad differentialia tandem 
euanefcentia peruenitur.' ^ Sin autem. non fuerit eius- 
modi funétio ipfius +, tum eius differentialia in infini- 
tum progrediuntur, ficque refultat feries infinita fum- 
mam feriei propofitae exprimens , & quidem ad datum 
vsque terminum, cuius index eft —w. ^ Quocirca pro- 
greffionis propofitae in infinitum continuatae fumma pro- 
dibit, fi ponatur x =a ;. hocque pa&to alia inuenitur 
feries infinita priori aequalis. 


Ada Bdg Cds gz 


— E 


1.2 dx RAZ Aar 1,2...6d45 
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141. Sin autem ponatur +0, tum expreffio fum- 
mam exhibens debet euanefcere , vti iam annotauimus ; 
quod nifi fiat, eiusmodi. quantitas. conftans ad. fummaám 
addi vel inde auferri debet, vt huic conditioni fatisfiat. 


Kkk Quo 


442 CAP UT" TL 


Quo fa&o fi ponatur x —r, fumma inuenta praebebit 
terminum primum feriei: fin “22, aggregatum pri- 
mi & fecundi ; fin x73, orietur aggregatum trium ter- 
minorum initialium feriei, & ita porro. His igitur ca- 
fibus, quia fumma vnius, vel duorum, vel trium, &c. 
terminorum eft cognita, feriei infinitae, qua ifta fumma 
exprimitur, valor innotefcet; ex hocque fonte innume- 
rabiles feries füummari poterunt, 


142. Quoniam, fi eiusmodi conftans fummae. fue- 
rit adica, vt ea euaneftat pofito. x — o, tum fumma 
omnibus reliquis cafibus; -quicunque numeri pro x fub- 
ftitüantur, fatisfacit ; manifeftum eft, dummodo fummae 
inuentae eiusmodi quantitas conítans adiiciatur, vt vno 
quodam cafü vera fumma indicetur, tum omnibus reli- 
quis cafibus veram fummam prodire debere. Quare fi 
ponendo x — 0, non pateat, cuiusmodi valorem, expres- 
fio fummae recipiat, neque igitur conftans adiicienda 
hinc inueniri queat; tum alius quicunque numerus pro 
x ftatui poterit, adiiciendaque conftante effici vt debita 
fumma indicetur: quod quomodo fieri debeat, ex féquen- 
tibus magis fiet perfpicuum. 


i42. Confideremus primum hanc progreflionem 
harmonicam : 


IL eu Ims 


e . . I I EN 
cuius terminus generalis cum fit =3»> fiet SIT & | 
ter- 
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terminus fimmatorius s ita inuenietur. Primo erit 
d : s DOS 

fade —/— — lx; deinde differentialia ita fe habebunt: 
x 


dE RU. o d mo o E 


JEU uw UR A 6 dx? SEV xe 
dtg I d5z I TE ; 
Lem —— A &c. Hinc itaque erit: 
24dx* x5? 120dx? wo 3 


I Y Da) Qon 
ax — 2x grt ^ 6x6 c Sx? > &e. 
-+ Conftante. 

Conftans igitur hic addenda ex cafu v= o non poteft 
definiri. Ponatur ergo x — 1, quia tum fit s= r, erit 
I 95:31:25 E,D 
deni e xr 
2D G SD 


i 1 ; , 
ifta conftans z—-1-—— — v —— ar. —L- &c. erit- 


que ideo terminus fümmatorius quaefitus : 


I A B € D EPN 


-+ Conft. vnde fit 


A uiri es ine 4x* Wu NE gx? 
tipa B Pues 


143. Quoniam numeri Bernoulliani Y, B, €, D; 
&c. conftituunt feriem diuergentem, hic valor conftantis 
cognofci nequit. Sin autem loco + fubftituatar numerus 
maior , atque fumma totidem terminorum actu quaera- 
tur, valor conftantis commode inueftigabitur. Ponatur 
Kkk 2 in 
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in hunc finem x ro, decemque primis terminis, colli- 


gendis reperietür eorum fumma FATE 
2,928968253968253968 
cui aequalis effe debet expreflio fummae , fi.in ea po- 
natur x-—-10, quae fit: 
I z S. 
Ho Esa A B G x 543. D 


nan 2 E ENS UI MÀ a n: &c. 


200 ' 40000 “6000000 '' 800000000 
+ C. 
fumto ergo pro /ro logarithmo hyperbolico denarii & 
loco A, B, €, &c. fubftitutis valoribus fupra inuentis, 
reperietur. conftans illa : 
G?czi6, sz x slo apo 15:3 2s] 
qui numerus ergo exprimit fummam feriei : 


ABE DA E 


I 
2 2 4 6 8 10 


144. Si pro « numeri non nimis magni fubftituan- 
tur, quia fumma feriei facile attu inuenitur , obtinebi- 
tur fümma feriei huius: 


I 2 9 
dE E = a a O ge mke — C. 
Sin autem x fignificet numerum valde magnum , quia 
aim valor huius. expreffionis in-infinitum excurrentis fa- 
cile in fraftionibus' decimalibus affignatur, viciffim | fum- 
ma feriei definitur. Ac primo quidem conftat, fi feries 
in infinitum continuetur, eius fummam. futuram efle in- 
finite magnam ; fatto enim x v fit /x. quoque infi- 
ni- 


nitus; etii c) ad x rationem infinite paruam teneat. 
dius fumma quotcunque terminorum 
valores litterarum YA, BD, €, Soc. 
decimalibus exprimamus : 


Quo autem commo 
queat; 


feriei affignari 
in fractionibus 


[a 3lar0 ariel can P m OS 


pr] 
19) 


5:16 


m 
o 


- [AE HIE TETETT HI 


Gu BRUSP 


FL 


o, 1666666666666 


0, 0757575 
0, 2531135531135 
1,1666666666666 
7,0921568627451 


' vnde ergo erit: 


t 


!] 


d 


0, 0833333333333 
O, 0083333333333 
0, 00396825 39682 
0, 0041666666666 
9; 0075757375757 
0, 0210927960928 
0,0833333333333 


O, 4432598039216 
Kkk 3 
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EXEMPLUM L | 
|" Inuenire. fummam mille. terminorum. feviei | 
I I I I I 
rco netta obo sq 
= 3 


‘Ponatur ergo x —10oo, 6 cum fit 


JO. m. 302l585092594045 6840 erit 
lx = 6,9077552789821 
Cont. — 0,5772156649015 
X T— 0,0005000000000 
qx D. L—.-— A A 
7, 4849709438836 
pl O, 00000008 
fub. —— = 2 - 33233 
2XX 7, 4849708605503 
add: B  .  0,0000000009000 


4x* Ergo 7,4849708605503 eft fumma quae- 
fita mille terminorum , qui nequidem feptem vnitates 
cum femiffe conficiunt. 


EXEMPLUM IL 
Invenire fummam millies mille terminorum feries 
1 I I 
+3 +7 +. 
D Mr S 
— 1000000, erit /x = 6.līo, ergo 


s 
lx = 13,8155105579642 
Conf. ==  0,5772156649015 
i — 


O, 0000005000000 
2x > TL 


Quia elt 


145. 
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145: Si ergo pro æ ftatuatur numerus vehemen- 
ter magnus, fumma fatis. exacte inuenitur ex folo pri- 
mo termino /x.conítante C aucto: vnde egregia corolla- 
ria deduci poflunt. Sic fi x fuerit numerus vehemen- 
ter magnus, ponaturque : 


I I I I I 
Ne ARE =$ 
A o 
DRE AR eI um d 
quia eft proxime s — Ix C, & £zcI(x--»--C; 
ly 


erit £—5s——J(xxy)—1x-— PE , ideoque hic logarith- 
mus proxime per feriem harmonicam finito terminorum 
numero conftantem exprimetur hoc modo: 
xly I I 
— z2 tH ri Wo ——. 
X «ti ^ xt2 ES decim 
Accuratius autem hic logarithmus exhibebitür, fi fuperio- 
res fummae s & + exaétius capiantur. Sic cum fit 


1 


s= +C- > & 


12XX 
LE dca ES C p T SL) erit 
USED TIG em Nae 
ideoque 
cusa rri. cU TE Lob EC A ETE 


Sin 
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Sin autem fit numerus tam magnus, vt bini termini 
viltimi reiici queant, ` erit proxime: 


pis tr Ma E E ue Wo JEAN 
z x == tatagt ES nh i: x y) 


145. Ex hac quoque ferie harmonica deriuare po- 
terimus fümmam huius feriei, in qua tantum numeri 
impares occurrunt : 


1 I I I I 

2 WE M SI Me 
Cum enim omnibus terminis capiendis fit : 

gol WE M Sm LA 
e cT E E POT. urit 

A B € 

Kar4n O peaini o BS lus de 
( x4) TAGLI ro Ter! deseo a 
terminorum. vero ordine parium : 

Lope cese cid 

2 4 24 
fumma fit femiflis fuperioris nempe: 
O eL ETT 


"x2 LAN 129 


erit hac ferie ab illa ablata: 
I I I 

ICE "mos — MET. Ec ost ER e A 
3 xli 


mb A 25 
J= Es Ml D i ————————— 
iC mm Bibl) EA 


I A 


o 
—Z+ ¿4 +% 


AX 4x? 


146. 
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146. Poteft vero etiam pergeandem expreffionem 
generalem fumma cuiusque feriei harmonicae inueniri ; 
fit enim : 
1 p I 1 Es vum 
—— + += =>5 LM. —— Lus 
| int uisi t mxlu : 


a ` H I : 
quia eft terminus generalis 9 ———3;—, erit: 
mx +2 


I "de m 
= 1/7 DURS S CURT E 
Juda zz a (mata) ; Ze CE 
ddnde e mmo n rud mee. 72,3 
adx? — (mez)3 ? 6dx3 T  (mx4u)* 
dta t] nd ALO A m5 & 
a4dx* — (mx4WM)s ? 120dx5 — (mæ+4r)" m 
Ex his ergo reperitur : 
I I S zz Bin? 
s =D+-— (mita ——— = -> 
ds GE O 2(mxlz) * A(mxla)t 
m 5 mm? 
ENE ¿GUA NO POE 
6(mx+2)0 g(mx-L2)* 
Pofito ergo x —o, fiet conftans illa addenda: 
I I 7" 25723 s 
D=— -la —— POTRES E 
7z 2 22? qnt 6n* 
147. Si vero fit zzo, quoniam feriei: 

I I I I : I 
Mc ties € n Sur! ELO qo I 
77 STAN 2g, ' 22 ^N HE 

I I I A B 
et =C- LE TAME ris AS 
fumma 7 e 17 nm me 2mx? ^ mx de. 


L11 


at 


PES CAPUT Fl 
at vero hüius ferieiqg 
Y I I I 1 
a Sirm one Paca EN ri 
2 3 4 5 mx 
famma eft = Cms E cd A = B —&c. 
2X 21m? Xx Am^ x 


fi ab hac ferie illa zz; vicibus fumta fubtrahatur vt pro: 
deat haec feries: 


I I 1 I 
hi e Hee e IM. E > 
IM 211 397 mx 
[74 [7/4 TZ mi 
70 272 372 MN 
A + I Sf 2 
eius fümma erit —/z -- — —— SEDIS &c. 
23x 2 x? Aui x 
Ax 4 3 — Ec 
2x 2xX 4x* 
atque fi ftatuatar =o fumma erit — 7». Hinc 


pro m ponendo numeros 2, 3, 4, SEC. erit: 


lo =mi A i2 &e. 
2 
ó 
I 


lje EPR a 
E AU 
ls TIP 4 52-52-35 058-5 ro &c. 
&c. 
148. Reli&a autem ferie harmonica progrediamur 
ad feriem quadratorum reciprocam , fitque: 


I I I YT 
"d ute wc uam s dune LP e 2 


xx 


i 
+ 
ol» 
ge 
e 


in 


CAP UT 7r, 


in qua cum fit terminus generalis 


Sader =- E , & differentialia ipfius 


erit 


ita fe habebunt 


2 


conftat, eft definienda. 
debet effe : 


pS y 


conftantis C non oftendit. 


TT 


effe EE 


— 
errr 


Erit ergo 


HiH 9| — BHED € — &c. — 


149. Sin autem fumma huius 
fuiffet, valor conftantis illius C ex 


fato x= a j íi ponatur 


dz I dd% I d3% I 
EU E) os Ra === 3 &e 
2 dx x3? 2/9dx9" v 34 9: 203.4 dS as 
P vnde erit fumma 
I I A, SB AED € 
¿TC-=+>=— —= -— — SC. 
Y 2XJX x3 x2 egt eir EM A- 


in qua conftans addenda Quyex vno cafu, quo fumma 
PoMüfmus ergo x — 1, quia fit 


C—i-pi——i-2-3 I — 8 -- 6 — $ -- € — &c. 
quae feries autem cum fit maxime diuergens, valorem 
Quia autem fupra demon- 
(trauimus fummam huius feriei in infinitum continuatae 


TT 
MEE 
6 > 


fiet 


TT . . 
C:= xh ob reliquos terminos omnes euanefcentes. 
o 


TT 
E 
feriei cognita non 
alio quopiam cafu, 


quo fumma a&u elt inuenta, determinari deberet. Hunc 
in finem ponamus x ==10, atque decem terminis actu 


addendis reperietur ; 
L112 


pem t 


fubtr. 


add. 


fubtr. 


add. 


fubtr. 


add. 
fubtr. 


CAPUT FL 
= 1, 549767731166540690 
| | 


=0, 1 


— 0,005 
1, 644767731166540690 
— 0, 0001 desc6skss6do66 
1, 644934397833207356 
= 0, 000000333333333333 
1, 6449349449987402 3 
=> 0, 000000002 380952381 
1, 644934066880826404 


= 0, 000000000033333333 
1, 644934066847493071 
= 0,000000000000757575 
1, 644934066848250646 


= 0, 000000000000025311 


71,644934066848225335 


— 0,000000000000001166 
7I 


tum eft 


m 1, 644934066848226430 ara Cog 
Hicque numerus fimul eft valor expreflionis => quemad- 


modum ex valore ipfius z cognito calculum inftituenti pate- 
bit. Vnde fimul intelligitur, etiamfi feries Y, B, E, Sc. 
diuergat, tamen hoc modo veram prodire fummam. 


150. 


GM PUSTA WA 


. I 
150. Sit nunc == 3 5 atque 


I I I 
sibus . > 
quia eft 

1 do RES OTE dudum. dl 
fado clu). Tue cm Qi Mau A A 
d? 1 diz 1 
1.4...5d443 o Aee 1,2... 7 de3 2x9? &c. 
erit 
t I 1 O AS 
Cr AER TE A za cd &c. 


hincque pofito xz, ob s-cr, fet: 

C—:-r- 2 —i-4-23| —455-- 16 —2 S-1- &c. 
atque ifte valor ipfius C fimul ofténdet fummam feriei 
propofitae in infinitum continuatae. Quoniam vero fum- 
mae poteftatum imparium non aeque ac parium con- 
flant , ifte ipfius C valor ex cognita fumma aliquot 
terminorum definiti debet. Sit ergo x — ro, erit: 


1 I 38 56/525 69 


2Xx 2x3 2x* 


C=s+ 


434 


E PUI WI 


Eft vero ad computum facilius infticuendum : 


= 0, 2500000000000 


=  0,0833333333333 


0,0833333333333 


lI 


[] 


O, 1500000000000 
O, 4166666666666 


1, 6452380952380 


|I 


= 8, ”7500000000000 


== 60, 2833333333333 &c. 


Hinc ergo fient termini ad. s addendi: 


=  0,005000000000000000 
= 0, 0000250000900000000 
O, 000000000833333333 
o; 0000000000004.16666 


CX 0, 000000000000000875 


0, 003025000833750875 


termini 


— 
— 


ab : 


i 


C 


ITI. 


niemus fummas omnium ferierum poteítatum recipro- 
carum in fraCtionibus decimalibus expreflas : 


OX RUDA Wf 


autem: fubtrahendi funt : 


0,,'000500000000000000 
O, 000000083333333333 
0, 00000000001 5000000 
O, 00000000000001 64.52 


O, 000000000000090060 


¡A Meu proce v 


O, 000500083348349845 
O, 005025000853750375 


O, 004524917485401030 
1, 197531985674193251 


I, 202056903159594281. 


Si hoc modo vlterius progrediamur, inue- 
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X I I 
er Heci 1,6449340668492264— 2% es 

I I I 
pe 3:4 7-1 1, 2020569031595942 
i-o E 2E &c.—1,0823232337 111381 = 29 gt 

2* 3* 4^ (0—1,0823232337 3 Mp 

I I I 

eE 1036927755106863% 
T 3 

E 1 E 55 
Me xu. UI -H &c.— 1,0173430619844491 = 3 E ys 

I I 
Errar HRe 1,0083492773866018 

I I I 27 
AA -H &c. — 1,0040773561979443 => SU 
mr RU 3: —|- &c. — 1, 00200839298260822 

I I I 22% 
e iS RARAS AO a 

Y I I 
a a -H &c. — 1, 0004941886041094. 

I I I IET 21:5 
EA o ORAA aSa aB 1; i 
ea ja 17 R67 1,0001227233475857 

^t 3 

I I I e mu 213 y 
reor cec quim us -H &c.— 1,0000612481350587 =z 5 7'! 

I 
RACES o T -H &c.— 1,0000305882363070 

I I I Der 215$ 
A Our cow ada A a vi ud 

2 3 TWO 


&c. 152. 
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152. Ex his ergo viciffim fümmae illarum ferie- 
rum infinitarum numeris Bernoullianis conítantium exhi- 
beri poterunt. Erit enim : 


140-124 m. — A — dX — 2. -L-&c.—0,57721&c. 
2 A 


A A 41 — 0$ Oe a? 
8,077798. 7€ 9D 


rii-i z o a -L-&c.—:1,2020 &c. 
E 262 ? A as: 
1-44 BAA 5.65 | 7. ger 20D | ge = B 2* 
2. 3 2. 3 243 2:3 1$12.3.4: 
3.4.5) $.6.728 , 7.8.9($ |. 9.10.12) 

ANE: A AA A O. 1,0369 (C. 
Ts i1 2.3.4. 259.4. 953.4. T 19369 & 
RAES LU O c cu c S 

IT$-2 2.3.4-5 2.3.4.5 2.3.4.5 Aa .. 6 


&c. 


Harum ergo ferierum alternae ope quadraturae circuli 
fummari poflunt; a quanam vero quantitate transcen- 
dente reliquae pendeant, adhuc non conftat: neque enim 
ad poteftafes ipfius z exponentes impares habentes re- 
vocari poffunt, ita vt coefficientes effent numeri: ratio- 
nales. Quo autem. faltem proxime appareat, quales fu- 
turi fint coefficientes poteftatum ipfius m pro exponen- 
tibus imparibus, tabellam fequentem adiunximus : 


Mmm r=} 
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I I 1 LE T 
H-H 4- &c. in infin. — —— =w 
2 3 4 ! O, 0000 
I I I m? 
tHe .. = o0———— rer 
2? e 4? 6, 90000 Md 
I I I z? 
I-d- 4 A SC... Zz———-— prox. 
2 3 4 25, 79436 
I I I m 
1-3- — 4-2; 7 a+ mau xoc . Were 
2 3 4 90, 00000 
I I I c5 
ek + eo Hr +... —u az. DIOE 
4 295, 1215 
I I I TO 
+= 2-75 —-&c . . — Le Vere 
2 3 4 945,000 
I I I z” 
otro... So 206 PIOX 
27 a 4* 2995, 286 P 
I I I m? 
A a 
2:017 55 4? 9450, 000 YSIS 
1 1 I z? 
IMd-— E E a .. — — prox. 
4» * 39 * 4? 29749, 35 P 


x 
153. Ex hoc fonte feries numerorum Bernoullianorum 
1 E 3 B 5 GE 8 9 
A, BD, €, HE, 8$, 0,9, 3, Eo 
quantumuis irregularis videatur interpolari, feu termini 
in medio binorum quorumcunque conftituti affignari po- 
terunt : fi enim terminus medium interiacens inter primum 
A & fecundum Y, feu indici 14 refpondens fuerit —p; 


erit vtique : 
icfa 


C4 P-UTER 
E Om GG. cm D 


3 I I 
ideoque. p er CRT +80. )=0,0581 $22 


Simili modo fi terminus inter B & (€ medium interia- 
cens feu indicem habens 24 ponatur — 4, quia erit: 


I I 24 
iee Se = 3 Pv 


GOL I I b NS 
fiet. 75 LL a a &c.)— 0,02541327 
Si ergo iftarum ferierum, in quibus exponentes potes- 
tatum funt numeri impares, fummae exhiberi poflent, 
tum quoque feries numerorum Bernoullianorum interpo- 
lari poffet. 


ein 
154. Ponamus nunc $-c2————- , & quaeratur 
ZA XX 
fumma huius feriei : 
I I I 1 
== —2 + e. .-M——. 
nn--x nn--4. ung n-pr-xx 


$ dx 1 I x 
uia eft fde=/f—— ; erit Jade —— Ating- . 
Qu f E xx? f u OZ 


X H 1 w 
Ponatur: Acot- — 4, erit fidr == € - «) kid 
72 L/ 


x cof nn--xx* Y Ínz* 
L e otun A. —— ZA) € AS A, 
2 fin u nn finu? "n 
dx du dx finu? 
& —--—, vnde fit «du =-—— , 
, fin z* u 
Mmm 2 Hinc 


e 
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Hinc differentialia ipfius s inuenientur hoc modo: 
2 du fin ú. cofu . ^ dxfinw?.(in2« 


| TOET En n3 T 
& ds .  f[inu*.finzw 
D 23 
ddz ., du(finucofufinzu+finu”.cof24) ^ dxfinu*.fin3« 
2dx^ i 13 [scr wy NAR ES 
& ddz , finu’. fingu. 
272238 nt 


Simili modo erit, vti iam fupra pro eodem cafu inue- 


nimus : 
de o finut.(inan. diz _ finus.finsu & 
2.3: 4x3 ^ — z5 ?) 2.3.4d4x3 — ns 2 


ex quibus formabitur fumma quaefita : 
m pon d DM finu? meaa BA fin DE 4u 
e finus. finc« , D Bini ia e 
eg y? Se D 
+ Conft. 


Si hic ad conftantem determinandam ponatur x =o, 
quo fiat s= o, erit cotu — o, ideoque z angulus 90°, 


ac proptera finz — r1, finzu —o, NUS fin 64 — 


7 7 
&c. videtur ergo fore o— — — — 
27 2 2 an 


, hinc- 


: at vero notandum eft, etiamfi reliqui termi- 


C=- 
2 nn 


Ş ~ 4 . 
ni euanefcant, tamen quia coeficientes Y, BD, €, &c. 
tan- 


FI 


CAPUT 


tandem in infinitum excrefcunt, coram fummam poffe 
effe finitam. 


461 


155. Ad hanc ergo conftantem rite determinan- 
dam ponamus effe x — v, fummam enim huius feriei 


in infinitum excurrentis fupra iam in introductione de- 


T 


3t : 5 E 1 
finiuimus, oftendimusque effe eam  —— - AT -- 


7 
n(e2nr En) 
finz—o, fimulque finus omnium arcuum multiplorum eua- 
nefcent. Cum autem in hac ferie poteftates ipfius fin z cres- 


fcant, diuergentia feriei impedire nequit, quominus valor fe- 


Pofito autem x =u, fiet « — o, ideoque 


E " T E 
rici hoc cafu euanefcat. Fiet ergo s =z; tC; vnde erit 


I 7 7 
-— E= — -HH & 
A A a(esnr—i) ? 
C A caa cred Quare fumma feriei fii 
cum tum 
su "MEET eriei quaefita 
Jue u finu? Y finz?.fin2w 
erit s Z — — -mMM 
25 D 27m 2 23 
B font fingu — £ iet i 6u 
E ——— + &c. Y —— — 
4 n D cst =1) 
Vbi notandum an fiz e: numerus mediocriter ma- 
TE 


gnus, vlimum terminum tantopere fieri 


Z (e 187 = 
exiguum, vt negligi queat. 


Mmm 3 


Ca? POUSTS PR 
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156, Ponamus effe xr», ita vt denotet : 
I I 1 


tm NS ac " * . . ————. 


i | 224-1 Zz-T4 7112 +4 1 nnum 
| 


Tum vero erit cotu Z1, & «2245? z-—.  Quamob- | 


rem habebitur finu 7 MEETS A O | 


fin 6u ——r1; m E TITO LC: | 
Hancobrem erit- 


7 I 5 
— LÁ H DEOS Duos ETA RETA T 
47 222 quna 2.2 23 dud I0.257** 
© 
A E Re diu nos 
14.277153 icri igo 


in qua expreffione tantum numeri alterni ex Bernoullia- 
nis occurrunt. Si igitur valor ipfius s per computum 
a&u inítitutum iam fuerit inuentus, hinc quantitas 7 
definiri poterit, erit jeg 


€ € 
TT qas- Ba 2 593 X EMI 
© 7 | 
7,29 "nni gen D xm 


Etfi enim in termino vltimo ineft z, tamen Quia is 
tantopere eft paruus, fufficit valorem ipfius z proxime 
nofle. 

EXEMPLUM: St^ assa erit : 


pr uu Md 50 


I 
ST — 


19) 


EA PUEFA YR 


qui termini actu additi dabunt : 


$ 0,146746305690549494 


vnde erunt termini illi : 


42$ 
I 


2z 
A 
un 


€ 


352^ 122] 


€ 


$.2 5.519 


1:2 6 grt 


3 


9.29.7219 


= 2,93492611381098988 


30,2 


— 0,00666666666666666 
3,14159278047765654 
—20,00000012698412698 
3,14159265349352956 


—20,00000000009696969 
3,14159265359049925 


—20,00000000000042666 


3,14159265359007259 
=> 625 


3,14159265359007884 


Hic valor iam tam prope ad veritatem accedit, vt mi- 


randum fit tam leui calculo eousque perueniri pofle. 


Eft 


vero haec expreflio aliquantillum iufto maior, fübtrahi 


enim adhuc inde 


debet 


ernt —i? 


cuius valor, dum- 


modo z prope fit cognitum, exhiberi poteft ; quod per 
logarithmos ita, expedietur. 


Quia. eft 


m le — 1,3643763538 


erit. Jene — ro m le —13,6437635. 
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A T T 3 
Cum iam fit Lae E MATS + &c. facile 


EBT — y ea"T g4nc 
intelligitur ad noftrum calculum fufficere primum termi- 
norum fümfiffe. ^ Augeamus ergo characlerifticam nu- 
mero 17, quia habemus totidem figuras decimales, erit : 


ir 
l4 


17,4971498 
0,6020600 


18,0992098 
fübtr. | Ze?"7 — 13,6437635 


454554463 
AT 
Ergo == 28539 fubtrahatur 
ezna 
ab 3,14159265359007884 erit 


7 — 3,14159265358979345 


quae expreffio in figura demum penultima a veritate re- 
cedit; quod mirandum non eft, cum adhuc terminum 


~ 


pow es yd) qui dat 22, fubtrahere debuiffemus, ficque 


ne vltima quidem figura aberraffet. Ceterum intelligi 
tur, fi pro z maiorem numerum vti 10 affumfiflemus, 
tum facili negotio peripheriam z ad 25 pluresque figu- 
ras inueniri potuifle. 


:57. Ponamus nunc quoque pro s fünctiones 
transcendentes ipfius x, fitque += /x , famendo logarith- 
mos hyperbolicos, quoniam vulgares facile go reuocantur ; 
fit- 
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fiique: 577 -4-/2--73-- 4-4 . . . x. 


Quia igitur et s = /x, 
huius enim differentiale dat 


de orm dis I 


ert /sdx — xlx— x, 


Deinde eft 
di% 


1 
dx x? dx* — x9? x.adx3 x3 ? 1,2.3.4dx5 «8? 


Hinc itaque concluditur fore: 


s=xlx=x—+3lx+ 


m 


€ D 


5.645 7.84? 


l&c. 


Haec autem conftans ponendo x — 1, quia fit s=/1 —o 


ita definietur, vt fit: 


Lm — &c. 


5.6 7-8 


quae feries ob nimiam diuergentiam eft inepta ad valo- 
lorem ipfius C faltem proxime eruendum. 


158. Non folum autem proximum fed etiam ipfum 
verum valorem ipfius C inueniemus, fi confideremus 
expreffionem Wallifianam pro valore ipfius z inuentam, 
atque in introductione demonítratam: quae erat: 


T 2.2.4. 4. 6. 6. 8. 8. 10. 10.12. &c. 


hinc enim logarithmis fumendis erit: , 


la—l2 2212 +214+2/16+2/18+H2/10+6c. 
— li — 2 l3 —215 —217 2/19 — 2/11 -Gc. 


Nnn Po- 


486 EHZ PUTS YT 
Ponamus ergo in ferie aflumta y= uv, & cum fit: 
h4ht4mBGlael...4/x —CloxiD-x 

ert Zl5l45H4L...-5x -——O-4(GxlDAx-ix 

& — hla446lmgp...4q hx =C4+ (4D pala 

hinc 445b... + (0x-1)=x 104 (342) 1-w 

Cum igitur fit: 

17^ ol + 214 4 216 o lar —la% 

a A fpes . > . —2l(ax—-i) 
pofito 'r—=w), erit: 
— 20 (2x41) Ix + 2x/2 — 24 — 12 


— "axix ——(2xt1)/2t2x, 


by 


la] 


7 
2 


. T 
ideoque ¿> =2C—2/2, ergo 2C—/z, & C — ihm, 
vnde in fraftionibus decimalibus reperitur : i 

C —0,9189385332046727417803297 
atque fimul fequens feries fummatur : 


2 25 G D € 
pá E ES — — HA a 2an cC. icum uy. z 
* Lado A22 d 9.10 + &c en e 


159. Cognita nunc ifta conftante C — 4/27, fumma 
quotcunque logarithmorum ex hac ferie /1 +/2 413 t &c. 
exhiberi poteft. . Si enim ponatur: 

szmdr-pia-L43-L44-R-.01 0. . Le, erit 
A B € D 
L2X 3.413 A Spa pS: 


E 


fiqui- 
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fi quidem logarithmi propofiti fuerit hyperbolici ; fin:au- 
tem proponantur logarithmi vulgares , tum in terminis 
Eham-4(x-ri)/x pro lam & le fumi debebunt logarithmi 


A 8 e 


vulgares, reliqui autem feriei termini er deu = 
237 3.4% 
multiplicari debent per 0,434294481903251827 2, 
Erit igitur hoc cafu pro logarithmis vulgaribus : 
Ir — 0,497149872694133854351268 
l2 — 0,301029995663981195213738 
127 —— 0,798179868358115049565006 
3/27 — 0,399089934179057524782503 


EXEMPLUM. 
Quaeratur aggregatum mille logarithimorim tabularium 


s=h-p-El3Hk.... . 41000. 
Erit ergo x= 1000, & /x*:Z  3,0000000000000 
vnde fit x Lx 3000, 0000000000000 
ilx—  1,5000000000000 
Fl27 =__0,3990899341790 
3001,8990899341790 


| fubtr. - 7x — 434,2944819032518 
| 2567, 6046080309272 


Deinde eft TE 0,0000361912068 

fubtr. 24= 0, 0000000000012 

| " : O, 0000361912056 
| addatur 2567, 6046080309272 


fumma quaefira $—2:2567,6046442221328. 


Nnn 2 Cum 
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Cum igitur s fit logarithmus produéti numerorum : 
De ALAN "455 9,19 6:910 IO U STOOD 
patet hoc productum, fi a&tu multiplicetur, conftare ex 
2568 figuris, atque notas a leua initiales fore 4023872 

quas infüper 256: figurae fequentur. 


i160. Ope ergo huius logarithmorum fümmationis 
produtta ex quocunque faftoribus, qui fecundum nume- 
ros naturales procedunt, proxime affignari poterunt. Huc 
potiffimum referri poteft problema, quo quaeritur vncia me- 
dia feu maxima in poteftate binomii quacunque (24-7)" ; 
vbiquidem notandum eft, fi z; fit numerus impar, binas 
dari medias inter fe aequales, quae iunCtim fumtae prae- 
beant vnciam mediam in poteftate fequente pari. Quare 
cum vncia maxima in quaque poteftate pari fit duplo maior 
quam vncia media in poteftate praecedente impari, fuf- 
ficiet pro poteftatibus paribus vnciam mediam maximam 
determinaffe. — Sit igitur zz — 27, & vncia media ita 
exprimetur vt fit: 

2z2(22—1)(22—2)(22—3) . . . . (2+1) 

MEC D. 2. 5 AEN. 7. T 
Vocetur ifta vncia media quae. quaeritur = z, atque 
ea hoc modo repraefentari poterit, vt fit : 
Ph aber ced C PING ME NE A 
IET 7. . g)? 
fumtisque logarithmis erit : 
luzzli-L-.12--13--/4--2/$-- . . . on 


— 211 —-2l2 — 2/3 —2l4—2l5 . 2. Imeall 
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161. lam vero fumendis his logarithmis hyperbo- 
licis erit : 
li--la--i3--l49-- o... - lar — 
== 1117 + (22+2) la + (22-2-1)/2 — 2: 


ge NM 
1.2.25 VALIA $.6.2515 
& alitalatral3+alate . . . +2/(8M == 
29 EJ 2 
lar} (2u4 1) ln— 21- AR &c. 
qua expreffione ab illa fublata relinquetur : 
z A 25 € 
ln—-3lr—3my2nla + T5235 r T tg. 255:- 4€ 
2 d RY 2G 
Syrie Ti 3. 413 pS 


his vero binis terminis colligendis, erit: 
247 Y 1595 63€ 255 
7 3 ¿p— mn 2 SE sy —&c. 


Ia E A 


— Var 1.2.42 | 3.4.28%,5.6.2525 ^ 7.8.27m? 


: ; 6 5g 
Sit EC. PLE 53 € IRE L&c 
3:952 ^7* 3.4.25 3 5.6.2929 7.8.2328 
=I a): erit 

22» B 
== ml A 
p o o); 
sn 2 
ideoque 3 — + B 
(a Ar UR neo 275-1 &c. I-&c Jor 


Nan 3 Erit 
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Erit vero polita ¿2.7 :m 
A B D 


5 
A (tratha PEET zh ses cies) 
A. B C D E , 
we wei mr eM ER T 
A? AB . AC AD 
Bui cmo ccr pe peu A CR 
21M 2? [771 2 
PL MR NP 
271 n 
A3 A?B AE 
MN CRUS p Mm M M 
AB? 
a Pda Sc 
A* As 
PAR ER &c. 
4m m 
As 
== sio Ke 


quae expreífio cum aequalis effe debeat huic: 


34 158 63€ IT lack a er neg 


1272 23,4 mt 5.6728 7. 8723 
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DAC-LiD TAB p qr ES 
E-—AD--BC —A*C — AB? -I-A3B — ¿A+ cue 
| &c. 
| —Á E 
162. Cum iam fit A a: $-—- Gn? 
==, A En EN. 
abr em erit; 
A= L 
We ck 
I 
S par 
| 27 
640 
23 &c. 
211.3?.5.7 
Hinc efficitur : 
227 


_ 90031 ps 
E "n 22, br ETUR 235. 219,32 FETA e) Var 


TE PU E E D à 
2400  29.35* 2233, CO 255; -&c.)" 


feuu —— Var 
vel fi ifta feriei eleuatio actu inílituatur, erit proxime : 
2 2» 
atc AA A — 
Yas(14- + 8 
7 — — — —MM M — — *d 
41 x 12823 16.128 z* e.) 


hinc 
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hinc terminus medius in (r--1)**, erit ad fummam 
omnium terminorum 22" 


1 I 5 
vti 1 ad TE ij ——"—————————- c) 
r 42 325? 12.85? 16.128 gt & 
vel pofito breuitatis gratia 47-—», erit ifta ratio : 


vt 1 ad Var( o4 zzii em 23.8.) 


2y? 


EXEMPLUM L 
Quaeratur vncia media in binomio (a+4-b)** euoluto, 
IO. 9. 8. 7. 6 
uam conflat effe = 22392. 
g ftat. eff 1./0. 3. 435) 
Adhibendo vltimam formulam pro u inuentam erit 25 


=Z 0,0500000 
42 
H — 
3az* Ec 0,0012500 
0,0512500 
I 
fübr. —— = 625 
12823 ———— 
0,0511875 
5 
fubtr. ———— = 
16.128 2* 39 


1 
Ergo vi uot = 1,0511836 


Huius log. = 0,0216784 
In = 0,6989700 
lr — -0,4971498 


1,2177982 


Gu PUAT SER 


IVnz(1-k-&c.) ^ —:::0,6088991 
a 1229 .—. ^3,0102999 
lu —: 2,4014008. 

vnde fit u = 252. 


EXEMPLUM Il 


Inuefligetur ratio, quam in poteftate centefima binomit 
141 terminus medius ad fummam omnium 220 tenet, 


Vtamur ad hoc formula primum inuenta : 


mA 20 494 158 e E NM mc 


C Var 1.2.22 3.4.2303 5.6.2555 
| in qua pofito 27 = m vt habeatur ifta poteftas (1+-1)” 
& loco Y, B, €, D, fübftitutis valoribus; fiet : 


am I I I 17 Ero: 69r &c 


————— —— ————M— 


se xui PN S s e = 
—Uyimm 4m 24 223 20725 112 77 3672? 98z2* 


| lu 


| qui logarithmi cum fint hyperbolici, multiplicentur ii per 
| k —0,434294481903251, 
vt transmutentur in tabulares, eritque 

2m k k k 17k 31% 


ds al 


Vinr 4m 24,723 2072? II2 72* 36 72? 
vnde cum vncia media fit v, erit 27:2 ratio quaefita, ideoque 


| ^ 


m 
j——Iyiumm--- 


u Am 24093 201729 112 727 3611? BaIT 


k k k 17k 31Ik 691k 


—— o REM 


— Se, 


Doo Qua- 


Gd Pug 
Quare cum fit ob exponentem m = 100 


k 
Z 0,0043429448 : zi 0,0000004343 5 


D 
k 5 
—.—À 0,0000000000: 
773 
erit : 
£ =. 0,001085 7362 
4 — > 342399 
k 
PES 0,000000018I 
247 EPNFAE PSA ST 
0,0010857181 
Tum eft lr — 0,4971498726 
lim TT  1,6989700043 
limar == 2,1961198769 
IVimxr  1,0980599384 
HE ES &c. TT 0,0010857181 ¿q 
24717 A an oT 2 
EAS 28 1,0991456565 Z272, 
2 
5100 z 
Erit ereo —— z= 12,56451, atque adeo in poteftate 
g E P 


u 
(121-1): 99 euoluta terminus medius fe habebit ad fum- 


mam omnium 2:99? vti 1 ad 12, 56451. 


163. Denotet nunc terminus generalis 2 funttio- 
nem exponentialem a7, ita vt fümmari debeat haec fe- 
ries geometrica : 

$zza-r-a?-LaP—-Lat—L.... ae 


quag 


CAPUT Zl 475 


quae cum fit geometrica, eius fumma iam conftat, erit 


a*—1)a : 
enim s= La . Modo autem hic expofito hanc fum- 


— 
x 


e . . . a 
mam inueftigemus. Quia eft s—2*, erit /52x— no 


huius enim differentiale eft «*Zx , tum vero erit: 


d d ds d 
E ata; mes; P are; ke 
" e fore : 
enit iu lt ca OET S {la)s-&c:) 
+ E : 
Ad conftantem C definiendam diii yo, ob. s—39, 
erit cm aer 4 02) — &c. 
quee fiet : 
ar + o A ti "eint &c.) 
Cum igitur fumma fit (ga, erit : 
e Y 
a A H G (a)5 
Lyra a O SS 


vbi /a denotat cian hyperbolicum ipfius 2: hinc 

fit (era a, peon. Bc end iuge 
2 (4-1) WI A, Zi 

ficque iftius feriei fumma exhiberi poterit. 


Ooo2 164. 
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164. Sitterminus generalis s == finax*, 8 
nh s—fine--fíin2a«--(naa--... . . . Hinay 
quae feries cum fit recurrens quoque fümmari- poteft ; 
erit enim 
na- finax— fin (a x) _ fina —-(1— cofa) fin ax — (ina cofax 
T 1—2 cofa—- 1 Lye 2 (1 — cofa) 


: : I ds 
Erit vero /sdx —/4xfinaxzc-——cofax, & iS a cofax; 
a ax 


dde — 6 391. " d$ Ar) Low & 
ji 44finax; gz me Ofar; as cofax &c, 


rd Ba cof ax 


— + 


Z6 -> cofax E 4 Mir q: 


Cas cofax Da? mk 
I MANTE. T 2x 3 es 


Ponatur! *==0 vt fiat, s 0; eritque: 


=z finar (racia) a i12. AR 


(1 (1 — cofax) fina 


1 Au W 43 ($55 
ore.) 


t $ ax 
At cum fit s Z 2 fin ax + ———— ido a fiet 
fin a oa 28 Aa 28 25 G a5 &c 
e IIIS a i T-dd--———————MÀ—————————————G« 
olaca + al a 1.2 O O PA 


quam eandem feriem iam fupra $. 127. habuimus. 


165. Sit nunc :s ——cofax, ac feries fummanda : 


s Z cofa +- cof2a H colza- . . . . HH cof ax 


cu- 


Gi PEPA SWR 


cuius feriei, quia eft.recurrens, erit fumma: 
H .. Cofi- 1 +cofex=tof (axta) 


- 1 +41cof4xr +21 cot20.fi1 0%, 


12 cofat t 
At vero ad fummam noftra methodo exprimendam, erit: 
I dz 
fade =fdecolar=—finaxw, & | -aünax; 
a dx 
d3% d5s 


cca finax 5 gi 4 nar; &c. Ergo 


dx? 
Yali 543 fin ax 
Y "Walinax A? lin 4X 
$rzzC---—(nax--32i de DU Du Us INS MOL JNE AN 
a DW) I.2.3.4 


Sit x—o, erit s=0, & C-—-£, hincque erit: 


d I Sfafinad Ba fin ax 
s qr $cofev-]-— fin ax — NE AR Rd o 


1.2.3.4 
Quare cum fit, s 25272 ci cofax —— à cot £a. fin ax , 
erit. vti iam. modo inuenimus : 
j 1 Ha $5.43 (£25 
Xcotia + — A A AA C. 
E32 1:253. 4. 1.2.3:45.6 


166. Quoniam fupra inuenimus, fi a denotet ar- 
cum quemcunque, effe 


22 4Hin0+Hlin20+ 5 fin30 (in 44-1- &c. 


e] 


* I 
confideremus hanc feriem, fitque s — — finex, . vt fit 
x 
;—f[ina--ifin2a--ifinga-- . . . ZEE Gor. 
X 


: da 
Hoc autem cafu fit. fede —/— fina, quod integrale 


exhiberi nequit. 
00053 Erit 


CA PIT. VIL 


Erit vero epe T cofax — LL finax : 
ax X r. 
Pen E linax — = cofa x —+ = nar $ 
-a == T cof =i ES fin ax +2 cofar pes £ fin ax; 
2 — fin ax &^ cof ax An ax cof. ax-j- Gina. 


Quia igitur neque formulam integralem /*4x exhibere, 
neque haec differentialia fatis commode exprimere licet, 
fummam huius feriei per hanc methodum definire non 
poffumus, ita ve quicquam inde concludi poffet. -Idem 
incommodum in multis alis feriebus occurrit, quoties 
terminus generalis non fatis eft fimplex, vt eius differen- 
tialia ad commodam legem exprimi queant. ^ Quamob- 
rem in fequenti Capite alias expreffiones generales pro 
fummis ferierum , quarum termini generales vel nimis 
funt compofiti vel prorfus dari nequeunt, eliciemus; quae 
teliciori fücceffu in vfum vocari poterunt. Imprimis 
autem infufficientia methodi hic traditae elucet, fi figna 
terminorum feriei propofitae alternentur, tum enim quan- 
cumuis termini generales fint fimplices, tamen termini 
fummatorii hac methodo exhiberi commode nequeunt. 
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CAPUT VII. 


METHODUS SUMMANDI SUPERIOR 
VLTERIUS PROMOTA. 


167. 


V: defe&um methodi fummandi ante traditae fup- 
pleamus, in hoc Capite eiusmodi feries confidera- 
bimus, quarum termini generales magis fint complexi. 
Cum igitur expreflio ante inuenta in progreflionibus geo- 
metricis, etfi aliis methodis facillime fummari poflunt, 
veram fummam finita formula: contentam non praebeat; 
hic primum eiusmodi feries contemplabimur, quarum 
termini fint produéta ex terminis feriei geometricae & 
alius cuiuscunque. Sit igitur propofita haec feries : 


I 2 3 4 EA 
«Cap dp ep pp e yt 
quae eft compofita. ex geometrica p, p°, p°, &c. & alia 
quacunque ferie e-bcd- &c. cuius termi- 
nus generalis feu indici + refpondens fit — y, atque ex- 
prellionem generalem inueftigemus pro valore eius fum- 

mae. s — S.yp*. 


168. Inftituamus ratiocinium eodem modo, quo 
fupra vfi fumus, fitque v terminus antecedens ipfi y in 
ferie. a- -H c- d -]- &c. atque A. praecedens ipfi 
e feu is qui indici o refpondet, eritque vp*—: termi- 
nus generalis huius feriei: 

1 À 


VIT 
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I 2 3 4 x 
AH apip A OS 
cuius fumma , fi indicetur per; S.vp*-* Cerit: 


S.vp*-1 =>5S.0p* = $.5p* — ypt HE A. 


Cum autem fit: 


"Men dy ddy d3y d^ y d5y 
U E — —_—— — — ——— DL —— "d 
y dx adx? 6dx3 * 2 ¿dat 120 dx? T&c. 
erit : 
dy I «dd 
S. A meaa } i. .ypn* E dee e 4 Asa eie 
IP Ea S.yp* s Sere? 
I dy I Gad» 
6p dx? dcr in &c. 
- qua fit : 
Sy k yp*t-Ap- 87 2p ns dano, naget O) | 
2dx? IA P | 
Si ergo habeantur -termini fammatorii ferierum, quarum 
ipu i dy ddy d3 y 
termini generales funt eR adad P ides T T Dco. 


ex iis definiri poterit terminus fummatorius Syp*. 


169. Hinc iam fümmae inueniri poterunt ferierum, 
quarum termini generales in hac forma x"p* continen- 
tur. Sitenim y-z«^, erit A -— 09, nifi fit, 72, 0» 
quo caf foret A -——31, & quia eft: 


A Hl Mos 3 y 32—1Y( 1-2, 
4... d» uos ¿do Y Y) 32 nde) q EZ 1) (z 2), n: 
des ^2dxf 4*2 dx3 1.52.1419 


&c. 
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erit : 
S. epe Cs pre Ap m 2 Sa eMe a 


DULL 


SO. yn- yx 


(nera 2) e ens, NE an-4 ps m -&c.) 
1. 2,09 3. 
Ex hac forma nunc fuücceffiue pro z fübftituendo nu- 
meros 0, 1, 2, 5, &c. obtinebuntur fequentes fum- 
.mationes; ac primo quidem íi 2 — o, fit A — 1, in re- 
liquis autem cafibus erit A — o 


grttep pex) 
RIA oS Ur IT v dv amc toL sl Aa a 
S. 0 — S. px — Lp Mans EP DRE 
quae eft fumma ilem ic geometricae cognita: 


» 


x-L1i must. + -p) 
S.xp* — xpxcM-i-S.p* PA 
p Grp qu 753 (p-1)* 
pi PERE p ptr) 
feu S.vp parum «EG s 


Spm (prt 28.xp* +S.p*) feu 


X^p*TT 2 pr gt: 
p-—i (p-1)* (p)? 
Porro eft 
S.a?p* — E (ripe S.s p* 3S xp — S.p*) 
feu 


Sua gu xe 


S. x3p* —- 


pa (p-1)*5 |  (p-1) (p-1) 
Ppp fic- 


ep sxtpeWi dad p(pptapli)(p*-1) 
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ficque vlterius progrediendo  füperiorum  poteftarum 

|n x*p*; X5p*; x*p*;. Sic. fümmae definiri poterunt, 
TE. | hoc vero commodius praeftabitur ope expreflionis gene- 
| ralis, quam nune inueftigabimus. ; 


170. Quoniam inuenimus m - 
dd 
Sy peni Ap sS Ds. EZ po -8 2 sp *-+-8c,) 


vbi A eft eiusmodi conftans, vt fumma fiat —o, fi po- 
natur x—:o: namque hoc cafu fit y—A, & yp HAP; 
hanc conftantern omittere poterimus, dummodo perpetuo 
meminerimus ad fummam quamque femper eiusmodi 
conftantem adiici oportere, vt fato x» — o, euanefcat, 
feu vt alii cuipiam cafüi fatisfia. ^ Statuamus ergo * 
loco y, eritque 


ET de pts Er E de I dde 

S. qup stupide Mr 

Y dez 1 dz d55 

6(p-1) 14 EAN s üx* EON des 
-H Kc. 


ddz | diz. 


di? ? das ? 


&c. 


; dz 
Deinde ftatuamus füccefíliue a? 
in locum y eritque : 


s. peda pas der p=ddz I ru Zi ds 


dx ^  p—1i. dx SG E Aa da? 


S. 


CAPUT FIL 
S p*dds  p*vi ddi prd? z r pedt» 


dat 7 pri da? pi das ap) dat 


483 
-&C. 


S p*d?s gt! 455 r'apgtd4s I ptz 
"das p-r. dx? pHi dat 2(p-D dxs 
&c. 
Si igitur hi valores fücceffiue fubftituantur,. S.p** 
g > P 
huiusmodi forma exprimetur : 
Pus _ apri dz 6p*tidds _ ypttI dd% 
1 (on dx | (p—1)da? (p=1) da? 
74 P 
E ep*1 d$s 
(p—1i)dx* Wero dxs Jas 4 e. 


SC. 


171. Ad valores litterarum a, E, y, 9, e, cr 
definiendos, fubftituantur pro quouis termino feries ante 
inuentae nempe : 


prb SEIR 1 IA p*dds, 1. prados 
gi =5.poe Td >: dx. 2(p-1) dx? ^ 6(p-1) das -&c. 
ptkids ¿pda mor. p*dds | E gpidids 
(p-1)dx Pda pex "dx?  2(p-1) des + &c. 
pidh aprile y 1 gD ge 
(podx* 77 dx? (p=) 
poten psa? S2 80. 
(9-1)dx3 da? 


Ppp 2 


MEET I pr dds I 'eprdieo ar p: d*s 
p-1 dx 2(p-1) ' dy? 6(p-1) das =24(pD) det 
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Habebimus ergo : S.p*s 


te. 


a o ob 
AO 
& 
Teigi PESA A 
Li 
ò 


vnde coefficientium a, E, y, 0, &c. valores fequen- 
tes obtinebuntur : 
X 


DAÑA 


p^ 
MO 
a nro i 
= (a+ 
Si (++ &c. 


ml 


IS 


- dust : aad xa 
Sit breuitatis gratia —— —4, Crt: 
PR 


4 
a4—-$4—:24--$4 

67-2- £a4-31- £4 =P 3-447 $4 

11 3-362 1-122 —754—4* +39 122^ c) 744 
0; + 3y4-16474— 24 04 1152 feu 


. feu 


tron 


AÑ 


GAP UET EPIR 


e — g5- 2 4*--i9iec TE iio 
Qz24*--4452—24* -1- i^ ESI 
feu hoc modo exprimantur : 
2 


I 


L Meer 


I. 2 


sa 60 ep 6g edes 


I. 2. 3 


72047-1800 45—— 1560 2*—— 5409? 4- 62 7? 1-4 


A A S6 


504047 +151207*4+168007* +84007* 4-180643 426g? +9 


hic eft 5 , multiplicetur. 


125; 
1 
MODICI) 
perir 
12 (pi)? 
PP Ap Er 
1.2.3 (p—1)? 


Ppp 3 


| vbi quilibet coefficiens 16800 oritur, fi fumma binorum 
| fuperiorum 1560-1800 per exponentem ipfius 4, qui 


X 
Reftituamus autem loco 4 valorem —, 
poi 


CHP UT SEIS 


ptr 1 pr 
1.2.3.4(g—1)5 — 
p^ 326p? + 66p? + 26p +1 
1212:3. 4. 5 (p—1)* dl 
p3+57p* + 302p? 4-302 p* +-57p +1 
e I. 2. 3. 4. 5. 6 (P1)? wur 
)— pe 120 p5—- 191p 17 2416p —1191?-1- 120p-1-1 
I. 2. 344. 5.6 "T E)* 
&c. 
Lex harum quantitatum ita fe habet, vt fi ponatur ter: 
minus quicunque : 
pra Ap” t Bpt-4 Cpr + Dp” + &c. 
TAAT AAA AICA 
futurum fit: 


2n(n—1i) ; 


BT 34^ — za" -—L——— 
1 q 5 


Aca? —n 


nuc) EXE nu Y) 2-2) 


Qc ni L7. n-i ; 
^ gcns 1. 2 1:02:93 
D PD Rata gni ADA s UDC NES) 
m2 cri E m2 4. 
Sc. 
vnde ifti coeficientes a, Es y, ô, &c. quousque libue- 
rit, continuari poflunt. 
174. Quodíi vero legem, -qua hi coefficientes in- 


ter fe cohaerent, confideremus, facile patet; Cos feriem 
re- 
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recurrentem conítituere, atque prodire fi haec fraétio 
euoluatur : 


prodibit enim haec feries: 


1 Ha HE? 4H yu? Y dut ens Zu -- &c. 


Ponatur illa fractio =V, & cum fit: 
V — Lo PH 
VUE « u? u3 ut & 
à A a — — —À —À —À — 
P 2 6 2 E 


—t_ vbi e eft i i 

a y il vbi e eft numerus cuius logarithmus 
per hyperbolicus elt — 1. 

Atque fi valor ipfius V per feriem exprimatur fecun- 


dum. poteítates ipfius v, orietur: 
V—=1+00+4Eu A yu Hut Heu $¿u* -41- &c. 
cuius coeficientes œ, 6 , y, 9, &c. erunt ii ipfi, quo- 
rum in praefenti negotio opus habemus. lis igitur in- 
ventis erit: 


UI SD MES CHR 
S.p*2— LUTPAT FEET eee Em due Kc.) 
+. Conft. 


quae ergo expreffio eft terminus fummatorius feriei huius: 
aloe... ups 
cuius terminus generalis eft == p*s. 
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175. Quoniam inuenimus effe V zs NE , erit 
P — en 
> 


, & logarithmis fumendis fiet 
DU CONS. 
- pV'e(pnv 
quocirca erit pV? —(p—1)V-1- nido , 
ergo eft. V= rp au 64? y 4? 34-945 -p- 625 480. 
erit : 

pY = p A-20pu -4- 26pu? + 2ypu* 4 20pu* + 2epu5 -&c. 

-]- apu? 20Epu3 + 20yput 4200pu5 - &c. 
4 EEput+25ypus +8c. 


(p—1)V =(-D+Ho(-De+HE(p-1D)u +y(p-1)u 
—+0(p-1)u -- e(g-1)45 -&c. 
-0)2V 
E = (p-a -+ 2( p-r) Eu + 3(p-1) yu? -4 4(p-1)ðu3 
-H 5 (p71) eut 46 (p-1) 045 ec. 
quibus expreffionibus inter fe coaequatis reperietur : 


£X pet 
V 


enis 
"u—KpV-pi)4V, hincg; differentiando du 


Quoniam 


(p—1)* = 1 
2 (p—D E ua (p+D 
3 (p—nD y =E (P-D ep 
4 (p—31) 9 = Y (P+D + 2087 
$ (p—1) e =0 (p+D-E20yp 1-667 
6 (p—1) Q — e (p-1- 0) 4200p -H 28yp 
y (p—1) 1 = 2 (pP zap 25% Y'yp 
Sc, ex 
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ex quibus formulis, fi pro p datus numerus affumatur, 
valores coefficientium «, E, y, 2, &c. facilius determi- 
nari poffunt, quam ex lege primum. inuenta. 


176. Antequam ad cafus fpeciales ratione valoris 


. ipfius p defcendamus, ponamus effe s — x^, ita vt haec 


feries fummari debeat : 3 
s—clper-atp*-l-jtpg-4-4tgf- o. 0.0. [t$ 
eritque per expreífionem ante inuentam : 
heres E: Vi Sip B PI AED) ya 
sS isi a ust EAS. 
le Hp) nE p2) yp d 
O (p-D* AS Lr ER 
+ C, quae reddat s — o fi ponatur x =o. 
Hinc ponendo pro z fucceffiue numeros O, 1, 2, 3) 4, &c. 
erit : 


EIT ubs c E 
spud ut pIi- o g-1 


pi Ae E FT D pios 
nob PHON pt) 
ST AS (um (Oo F 
px? — 3px* AE ac cd pp? F4p 1) 
pr Q- (p-1) E XgCD* 
pg? +4 HD 
ADA 


Qgq 


Sanz" 


goo CA -P USER 

¿pan apt y Epp trye” igp (pop) 
pri (p-1)? (p=1)* (p=D* 

MEE AS dea del TTIE Pr Tr? Trip 

(p-1)* (pi? 

pa x5 sp tyt 10 (p4p Hrs 

go (= (p—1) 

dep apr)pttret (p? pp pup opt x 


S.tp* =p 


S.X5p* purs 


(p-1* (p—1)* 


— M — M —— MM MÀ —— M P — 


p*dixs 6p*ixs m 15 (pli)prtix* 
pr Y (p=)? 
ptr pappa Vieh: sr tupu 
(p—1)* (2—1) 
6(p*-I-56p? +66p? --26p1-1) p! x 
M JE 
y Gm ter perse 
y A 


S. cm 


&c. 
i77. Hinc intelligitur, quoties z fuerit- funétio ratio- 
nalis integra ipfius x», toties ferici, cuius. terminus ge- 
neralis eft.p*z, fummam exhiberi pofle ; propterea quod 
differentialia ipfius s fumendo , tandem ad euanefcentia 
perueniatur. lta fi proponatur haec feries : 


pu 3p*--6p-pioptet- 0. AER, 
qb 


CAPUT VI 


amd ien itu ( dd, 
bb sc ———, & ifi atque gya i? 


erit terminus fummatorius : 


== y uri (21:1) q > LE amens 


Vae 2(p-)* 2(p-1)? 


(p.73)% p 
Lar amr +) Mur grum Y 
2(p—1). APD? (Dto. (pof 
Sin autem s fuerit fun£tio non rationalis integra, tum 
ifta termini fimmatorii expreífio in infinitum excurret. 


feu s—px + e 


I š 
Ita fi fit z =>» vt fummanda fit haec feries: 


I i 1 1 
A O SEA” dor 


ob 
de oa. dde. 2. diz > 2.3, dez LIB 
dk x) da* Ags 7] s C gto nat Thoi out 
prodibit terminus fummatorius : 
sis C Eus olo aga A POMAR AAAA 
C PUN C (pepe. (ponya*  (peyjat (tas 
+. C. 


Hoc ergo cafu conftans C non ex cafu s= o definiri 
poteft: ad eam igitur definiendam ponatur x = 1, & 
quia fit s =p, erit: i 


aH pli ertet 
Esp P ree Dm D" =H 8 ) 


Qqq 2 178. 


se) 
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178. Ex his perfpicuum eft, nifi p' determinatum 
numerum fignificet, parum vtilitatis hinc ad fummas fe- 
rierum proxime :exhibendas redundare. + Primum autem 
patet pro p. non poffe fcribi. 1, propterea, quod omnes 
coefficientes à, 6, y, 0, &c. fierent infinite magni. 
Quare cum feries, quam nunc tractamus, abeat in eam 
quam.ante iam fumus contemplati , fi ponatur p=I, 
mirum eft, quod ille cafus tanquam facillimus ex hoc 
érüi nequeat. "Tum vero quoque notabile eft, quod 
cafu p — 1 fummatio requirat integrale /2d4we, cum ta- 
men generaliter fumma fine vllo integrali exhiberi queat. 
Sic igitur fit, vt dum omnes coefficientes a, E, y, d, &c. 
in infinitum excrefcunt , fimul formula illa integralis in- 
vehatur.  Hicque adeo. cafus, quo # = 1, eft folus, ad 
quem generalis expreffio hic inuenta applicari nequeat. 
Neque vero hoc cafü generalis forma a vero recedere 
cenfenda eft; nam etfi finguli termini fiunt infiniti, ta- 
men reuera omnia infinita fe deftrnunt, reffatque quan- 
titas finita fummae aequalis, & congruens cum. ea, quae 
per priorem methodum inuenitur, quod infra fufius fu- 
mus declaraturi. 


179. Sit igitur p=-1, atque figna in ferie fum- 
manda alternatim fe excipient : 
1” 2 3 4 X 
—g--b—c-d4..... x 
vbi z erit affirmatiuum fi x fuerit numerus par, nega- 
tiuum autem, fi æ fit numerus impar.  Pofito ergo 


e 
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att dc aoi ams erit 
E adz , Edda — yd?w ‘dtz 
ENANA T gom 
-+ C. 


vbi fignorum ambiguorum fuperius valet, fi x fit nu- 
merus par, contra vero fi x fit numerus impar. Mu- 


tandis ergo fignis erit: 


a—b--ce—d-Re—f-- 0... +. == 
I ( eds , Edd% wd?s Mes E) 


"Rey NETA da 
| E - 
vbi fignorum ambiguitas eandem fequitur legem. 


180. Hoc cafu coefficientes «, 6, y, 9, €, €, deci 
inueniri poffunt ex valoribus ante traditis ponendo vbi- 
que p=—r. Facilius autem eruentur ex formulis ge- 
neralibus $. 175. datis, ex quibus fimul perfpicietur al- 
ternos iftos coefficientes euanefcere, - Facto enim p —-—: 
iftae formulae abibunt in 


— Q4 LC I 

— 46 cg 

— 6 = 0— o? 

— 30 — o —20É 

— 108 Z= o —20y — 66 
—i22 ZZ o —200 — 26y 


* &c. 
Qqq 3 
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vnde cum fit 6 == 0,. erit quoque à == o yi porroque 


AE 
ze 


emo, o, &c. & reliquae litterae ita determina- 
buütur, vt fit: 


e ==> 
a? 
Worst dg 
[3 ERE 20%: 
IO 
208 +-YY 
| c5 A 
e. — 2amt aye pn 
18 


181. Quo ifte calculus commodius abfolui poflit 
introducámus nouas litteras fitque : 


Pg A 
[14 — — 
1.2 
dEl B 
Wins 1: 2.3.4. 
CoN 
€ S 2.30 456 
Dx 
] 5-2 1 2.2 C05. H | 
E 


m d V NE vu | 
Eritque fumma ante exhibita: | 
Ads B4?z C45s D4'z & ) 
——— o— — — — -— ——— a 
ERA 1.2.3.4dx? L2...6dx* UR TAE y 


+ C. Co- 


CARU “BR FIA 495 


Coefficientes vero ex fequentibus formulis definientur : 


ACD 
¿B= 4? AA 
| 12.2 
| sC= $5 AB 
| I.2 
| RWE EA 8.7.6.5 BB 
| TAS AN OUT E E A 
— 10:9 10.9. 8.7 
pel E Bc 
E. 12.11,10.9 12.11.10.9.8.7 CC 
A T A BD DuC WX 2 
&c. 


quae hoc modo facilius atque ad calculum accommoda- 
tius repraefentari poflunt: 


A 


496 CAPUT- FII 


Hinc igitur calculo inítituto reperietur : 


ACER VETE 

BEC vr 

(QU s 

D = a7 

E quj EE 

E-en aO REDI. 

Gu 38837 2.7.5464 —— TE 
H z= 929569 3617.257" 

| —28820619:—43867.9-73 &c. 


182. Si hos numeros attentius perpendamus, ex fac- 
toribus 691, 3617, 43867, facile concludere licet , hos 
numeros cum fupra exhibitis Bernoullianis nexum habe- 
re, indeque determinari poffe. Hanc igitur relationem 
inueftiganti mox patebit hos numeros ex Bernoullianis 
A, $5, €, D, E, Sc. fequenti modo formari poffe: 


Aoc 2.1.53 YA — a(2*=)Y 
B 23. s D — 20 1253) 
C — 2 7.9 G& — 2(25—1) € 
D =. 215,179 —2(2*-1) D 
E = 2.3133 € = 2(27°-1) € 
FK =. 26.658 = (2-1) $$ 
G — a127129 © = 2(2!*-1) © 
H = 2255257 9 = 221-1) H 


Sc, Cum 
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Cum igitur numeri Bernoulliani fint fra&ti, coefficientes 
vero -noftri integri , patet hos faftores femper tollere 
fraCtiones; eruntque ergo: 
I 
1 
3 
17 
$31.52 155 
OTE $— 2074 
AITA RIAL 
257.3617 = 929569 
9.73.43867. = 28820619 
5.31.41.174611 == 1109652905 
89.683.854513 —— 51943281731 
3.4097.236364091 == 2905151042481 
2731.8191.8553103 — 191329672483963 
&c. 
Ex his ergo numeris integris viciflim numeri Bernoul- 
liani inueniri poterunt. 


ZzZztmn-mOomunmooOou» 


MIIE M IIA: 


183. Adhibendo igitur numeros Bernoullianos feriei 
propofitae: 1 2 3 4 5 x 
a=byc=d4e= . . . Fz, fumma erit: 
Es LTEM (2-095455 = sa Edsz (2 (*%-D)Da”z 
12d . 1.2.3.4dx? ! L2... 6dx5. 12... Bde? 
zz Chus. 


Rrr Hinc 
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Hinc antem pérfpicitur iftos numéros non cafu'in hatc 
expreffionem- ingredi ;; quemadmodum enim. feries pro- 
pofita oritur, fi ab ifta : 
a--b--c-d-Md o... . +2, 

vbi omnes termini fignum habent + fubtrabatur fum- 
ma alternorum 2 -4- df- &c. bis fumta; ita quo- 
que expreffio inuenta in duas refolui poteft partes, qua- 
rum altera eft fumma omnium terminorum figno. += 
affe&torum , quae erit: 


part AS 
r.22r — 1.2:3.4dx? ' 1.3...6 dw5 

Summa vero alternorum pari modo inuenietur, quo fupra 

vfi fumus. Cum enim vltimus terminus fit 2 indici x 

refpondens, antecedens indici x— 2 refpondens erit : 

2d% 2?dds 23d3s 2tdtz 

de adx? 1.2.3dx3 Pia uil 


-&c. 


3 

quae forma ex illa, qua ante terminus antecedetis. expri- 

mebatur; oritur, filoco x fcribatur "E Habebitur ergo 

fumma alternorum, íi in fümma omnium vbique loco « 
; x ; 

fcribatur x quae propterea erit: 


2d 2398455 25 d% 


Lady 1,2.3. 1.2.3.4 dx? rides 0 


1 

— [z dx g-L--— 
2 

cuius dae. os fi a fumma praecedente fübtraliatur; 'exis. 
tente x numero pari, vel fi praecedens. fumma a duplo 
huius fi x eft numerus impar fubtrahatur, refiduum 
oftendet fummam feriei : 


(a 


CAPUT VI 
1 A E oes x 
a— b eae do e GS o ES 
quae ergo erit: 
a (2-1) Ads (0-1 Bas 
F(s ada E 1.2.3.4 dx3 + to. ) + C. 


quae elt eadem expreílio, quam modo inueneramus. 


184. Sumatur pro s poteftas ipfius x, nempe x^, 
vt reperiatur fumma feriei : 
1 — 2” 3" — 4” .... +*%. 
dz 2 d35 z(1—1) (2-2 
ei —> 3 : K&G 


A AS ni. — 
Ob dat? Eag IS AD 


erit adhibendis coefficientibus A, B, C, D, &c, 
fumma 3 o 
+ vi A el B n(u-ru-2)., EE C z(rerXne2Xu-3YXn-4) y 

4 1. 293 DES Wa 0 9 


Lid AA a+ &c.) -1- Conft. 


vbi fignum fuperius valet fi fit + numerus par, inferius 

vero fi impar.  Conftans autem ita definiri debet, vt 

fumma euanefcat, fi x — o, quo cafu fignum fuperius 

valet. Pro z ergo cenne numeros O, 1, 2, 3, &«. 

fubftituendo fequentes prodibunt fuimmationes: 

k a—1-Ri—uMRoe..057BILMÉOM-E 
fcilicet fi numerus terminorum fuerit par, fumma erit 
=o, fin impar erit —-1- 1. 


Rrr 2 II 


ei iig tima pui d 
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IL :—2--3—4-d- .0. s PTE) 
| fcilicet fi numerus terminorum fit par, fumma erit —-ix 
a & pro numero terminorum impari —Lix-i. 


llb i——2)-pgs0O—]4j]Lo2. atm ta) 


fcilicet pro pari numero TZ ¿0040 
& pro impari numero HE 4 3% 
3 O ER Ex 
IV. 1—2?-|-33—43-1- . . pra) 
fcilicet pro pari Lz—1i2x—22«x* 


& pro impari 


Vi raat 3*4 tarta) 


fcilicet pro numero pari TZ — ixtri tir 
& pro numero impari —Z Ext 
&c. 


185. . Apparet ergo in poteftatibus paribus prae- 
ter 2 — o, conftantem adiiciendam euanefcere, hisque 
cafibus fummam terminorum numero fiue parium fiue 
imparium tantum ratione figni discrepare. Quodfi ergo 
x fuerit numerus infinitus, quoniam is eft neque par 
neque impar, haec confideratio ceffare debet, ac prop- 
terea in fumma termini ambigui funt reiiciendi: vnde 
fequitur huiusmodi ferierum in infinitum continuatarum 
fummam exprimi per folam quantitatem conftantem ad- 
iiciendam. i 


Hanc- 
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| Hancobrem erit: 
| 1—1 -i—-1--&c.ininfinittum = I 
| e A (22-19 
23 —4 HC... = ves DADA 
| 1—2? g= +80. P G 
| : 

B 25-1 
1——23--33—43-I-&c. . . . SR ER. cua 
1——24-pa4í—4*--&e. o 

C 26-1 
r—35-55—45-|-&c. . . . zm ——l B 9e 

I2 6 
1—25-]-35— 4*-1- &c. 51119 

D 8. 
1——2/--3'—4'--&c. . . . = 32: e DD 

16 g 

&c. 
Quae eaedem fummae per methodum fupra traditam fe- 
ries, in quibus figna + & —— alternantur, fimmandi 
inueniuntur. 
186. Si pro  ftatuantur numeri negatiui , expres- 
fio fummae in infinitum excurret. Sit 2 —I, erit 
fumma feriei : 


I I 1 I 1 ES c OMEN 
l-—— + (A —— 5 —— 5 6 -- <. © +. e$ pi uda 
A B C D 

ed ced -- UD &c)4 Conft. 
Hic autem quia conftans non ex cafu =o definiri 
poteft, ex alio cafu erit definienda. Ponatur x — :, 
Rrr 3 at- 


zoz CAPUT YII 
atque ob fummam == r & fignum inferius erit: 
csi rfi Acn C 
Cont. — 1 — G Es) feu 
nd A 5 dd 
Conft. CEBIT S nt Yq "1279 -l- &c. 


a I 
Vel ponatur x — 2, ob fummam >, & fignum fu- 


perius reperietur : i 

Cot i-e: (idee +80) 

feu . Conft. — p S B e E, — &c. 
fin autem ponatur x= 4, erit: 

OS 


Vtcunque autem conftans definiatur, idem prodibit valor, 
qui fimul fummam feriei in infinitum continuatae, quae 
eft =/2, indicabit. 


187. Ceterum ex his nouis numeris A, B, C, D, E, 
&c. fummae ferierum poteftatum reciprocarum parium, 
in quibus tantum numeri impares occurrunt, commode 
fummari poterunt. Si enim ponatur: 
I 


E ohn qm 4c EE Em f o 


21» 3 an 5 2n 
1 1 dl 
XT Tm T^g AO uz 
quae ab illa fübtracta, relinquet : 


I (Ds 
2m Ge <= aan s 


Cum 


CA PEU TA FI 


Cam igitur valorës ipfius s pro fingulis núineris 7 iam 
fupra exhibuerimus: (125), erit: 


- f 2 

i E MAE ACE 

3 I.2 4 

gi me 

4 Er Y 

G mi 

A oa: uh T gc &e =— L 

2.9801 A 

Lj 

ee + rs == 25% 
E ge 


p A ud gro da &c. aat icu. 


&c. 
Sin autem omnes numeri ingrediantur, fignaque alter- 
nentur quia erit: 


I I Y (2791) $— s 
— — == ASA. 
I: 2285 e: E AT 1 &c E 22n 
habebitur : 
A-=2 2 Dil 
Er em ume 80 CAD CAM pa 
2 1.2 4 1. 2 
RTE I Siaa — &c rs PUE m4 GDS za 
x: s E LI 
e 0, x ute T5 
Pd 4 NB L6" 
pb obo a D-a O s 
SA Ce LM PEENE.. g 
a E I —(E-28) z'9 (2*-)€ 
z be 4 5 ARO ARENAL. ¿210 P4 
e &c. 


188. 
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188- Quemadmodum hactenus feriem fumus con- 
templati, cuius termini erant. produéta ex terminis: pró- 
greflionis geometricae p, p?, p?, Sic. & ex terminis fe- 
riei cuiuscunque 2, b, c, &c. ita poterimus fimili ratio- 
ne profequi feriem, cuius termini fint producta ex ter- 
minis duarum quarumcunque ferierum , quarum altera 
tanquam cognita affümatur. Sit feries cognita : 


I 2 X 
A+B E - . » -Z altera vero incognita 
a-b o 5$ 
atque quaeratur fumma huius feriei : 

Aa-r-BP-JA-Cce-- o. 070 Zs 
quae ponatur — Zs. Sit in ferie cognita terminus pe- 
nultimus — Y, atque pofito x —z loco x. exprefílio 
fummae S.Zs abibit in 

ds dds d3s dts 

a ii aT e) 

Quae cum exprimat fummam ferici Z s termino vitimo 


Zg multatae, erit: $ b : 
ds ddy 3d3g 
DAA Ys A Pe 


quae aequatio continet relationem, qua fumma Zs pen- 
det ab. Y, Z & s. dies 


189. Ad hanc aequationem refoluendam negligan- 


: apres : i ER 
tur primum termini differentiales, eritque s= 72y?’ 


ponatur ifte valor I eg fit que reuera s—=P*+p, 


quo 


- 


GA PTUTEA FIL gos 


quo valore in aequatione fubítituto fiet : 


Y ¿P: Y44P*: 
CS AET AA e, 
d, d 
ra om E Eo a. 
2dx? 
dP: ddP: 


inque YP, & cum Px— AES Be: 
addatur vtrinque YP*, $ cum x dp: &c 
fit valor ipfius P=, qui prodit fi loco x ponatur x—:, 
fit ifte valor — P, eritque 


d, y 
ZA NP: E TI A EE iE aie. 
vnde neglectis differentialibus erit: p = rec > 


Ponatur a te —Q:, fitque p—Q:-1-7; fit 
— YORE ID", Y(42Q* 31-444) 
(LY apicc RII eR 


pofitoque Q pro valore ipfius Q*, quem induit fi loco « 
fcribatur x ——:, erit: 


Y4 Y dd; 
(Z—Y)4-4-YQ: =Y0— 24 — &c. 
vnde negle&tis differentialiBbus fit y = 34:093 2 
Ponatur pater — RJ? fitque. reuera ?—R'-1-7; 


; : Y I 
ac fimili modo reperitur us AM ; ficque proce- 
dendo erit fumma quaefita : 
Zs — Z (P QHR: Hkc). 
Sss 


+ 
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190. Propofita ergo ferie quacunque: 
Aa-I-B2-- Ce-- o... 5... --Y3--2Zs 


eius fumma fequenti modo definietur : 
Ponatur pofito *— 1 loco x 
iu == Pts. abeatguea Po un P | 
v mcd —Q:; "abeatque Q* in Q | 


N —R:; abeatque R* in R | 


"a = Si; abeatque S* in S 
&c. 
His valoribus inuentis epit fuma ferici == 

ZP: 9+7Z0: ZR? -H ZS* + &c. 
+ Conftante , quae, reddat ,füummam = o ;. fi ponatur 
*x — o, feu quod eodem redit, quae efficiat, vt cuipiam 
cafui fatisfiat. 


191. Formula haec, quia nullis differentialibus eft 
implicata, in plurimis cafibus facillime adhibetur, atque 
etiam veram fummam faepenumero exhibet. Sic fi pro- 

SE e 
ponatur haec feries: 
pH ap t op? Hippie . . o. 4 ep” 
fat Z-—:p* & &zc-«*, ent Y parque 
Y : 
A A ins fict 
Z-—YX p—1 im 


prs 
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E e i taa adi e 
= o p—1 ? p—-1i 
ii cmo ir LX. d ¿LEPE 
A € gu 
2p t 2p 
RATA Ré EOS 
Unir (p=1)? 
SiS o, & reliqui euanefcunt omnes ; 
vnde erit fumma 
px* 2pe+p ) p [PER 
x mum — M — 
Mi com on oie I 
a SII reds 
— y x-4- SEES s 
A tado da 


quemadmodum iam fupra inuenimus. 


192. Simili modo, quo ad hanc fummae expres- 
fionem peruenimus, aliam inuenire poterimus expreflio- 
nem, fi feries propofita non ex duabus aliis fit compo- 
fita: quae illis potiffimum cafibus in vfum vocari pote- 
rit, cum in praecedente expreífione ad denominatores 
euanefcentes peruenitur. Sit igitur propofita haec feries : 

I 2 3 4 a 
repu o dopm ram St 
quoniam pofito «-—1 loco x, fümma vltimo termino 


truncatur, erit: 
ds dds d?s d*s 
itn xav 
ds dds d3 s d* s 
feu % RC dd Tip rae &c. 


Sss 2 Quia 


$—3$ 
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Quia hic ipfa fumma s non occurrit, negligantur differen- 
tialia altiora, fitque s — /$4x, “ponatur /sdxx = P=, 
cuius valor abeat in P fi pro æ fcribatur «———:: fitque 
reuera 5;—P'-|-p; erit: 


ug. ddP: dp ddp > 
a CUB T acc HE WP. 
; dP: ddP: 
quia eft Bem P: eq PICO — &c. 
i dp ddp 
E. a I Lx QUNM E VR ES 
erit 2 P +P =i a &c. vnde fit 


p=/(+—P:+P)ldx. Si porro ponatur /(+—P*4P)4r=0Q2, 
hicque valor.abeat in Q_ pofito x——: loco x, fit 

Fr — P 4P— QHQ) —R* —Q* —/(07—0) 4x 

porro R* —J(R:—R)4x—S'; &c. erit fumma quaefita: 
s =P 0: R: St &c. + Conft. 


qua vni cafui fatisfiat. 


193. Mutatis aliquantum litteris ifta fummatio huc 
redit. Propofita ferie fummanda : 
I 2 3 4. v 
s$zca--.bà--ce--4-—L o... +3 
ponatur pofito :x—x1 loco x 
fadr =P abeatque P in, p 
P — /(P—g)édx -——Q. abeatque Q_ in g 
Q—/(Q—244x-R abeaque R in 7  &c. 
quibus valoribus inuentis erit fumma quaefita ; 


szzP-L-Q--R--S-&c. 
hac- 
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haecque expreífio expedite oftendit fummam, fi formulae 
iftae integrales exhiberi queant. ..Sit, vt vfum eius ex: 
emplo illuftremus, | $ == xx eritque 
PERE pa E 
P—p=xr— 3 & SPpPdr—z30 —¿x 
Q= ir Hr GAMA EG 
Q—¿=x— 8% SNO0—D lx Z irge i e 
R= ic 5 
R—r=3 3 Jf(R—n04x—i* 
S—o, reliquique valores euanefcunt. Quare fum- 
ma quaefita erit : y P 
$4 dix 
-L-ixx-L-ix-ix$-bax-EExcieGbi) ic) 
—+—3*. : 
Hocque ergo modo omnium ferierum, quarum termini 
generales funt funCtiones rationales integrae ipfius x, 
fummae- ope integrationum continuarum inueniri pos- 
funt. Ex quibus facile perfpicitur, quam amplum- occu- 
pet campum doétrina de fummatione ferierum , neque 
omnibus methodis, quae tum habentur tum adhuc ex- 
cogitari poflunt, capiendis plura. volumina fufficere. 


r= ix—£ 


194. Ha&enus fummas ferierum inueftigauimus a 
termino primo vsque ad eum cuius index eft x, quibus 
cognitis ponendo x = wm ipfius feriei in infinitum con- 
tinuatae fumma innotefcet. Saepenumero autem hoc ex- 
peditius pracítatur, fi non fumma terminorum a primo 
Sss 3' yS- 
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vsque ad.eum cuius index eft x, fed fumma omnium 
terminorum ab: ifto; cuius index eft v; in infinitum vs: 
que quaeratur , hocqué cafu imprimis, exprefliones vlt 
mae fiunt traCtabiliores.. . Sit igitur. propofita feries cu- 
ius terminus generalis feu indici x refpondens fit = s, 
fequens indici x —+1 refpondens fit — z1, huncque vl- 
tra fequentes fint 211, 211%, &c. quaeraturque fumma 
huius feriei infinitae : 

x, Xr, xXi2, x3, c. 

$23 + 321220 3 + Sc. in infinitum. 

Haec igitur fumma s erit fun&tio ipfius x, in qua fi 
ponatur +1 loco x, orietur fumma prior termino y 
truncata. Cum ergo hac mutatione 5 abeat in 

ds dds 


$ ad xd erit : 
dp aspi denad bag adir pue 
$225 7 2dx* ' 6dx3 ^ 24dx* I + $. 


A a PA 
feu oms a dx? 6dx3 24 dx* 120 dx* TRA 


195. Si nunc vt ante ratiocinium inftituamus, fiet 
negle&tis differentialibus fuperioribus; s — C — zdr: 
Ponatur ergo J2dx =P, fitque reuera s — C —P--z 


JP ^ gap "ep 
eniro 22 PEG e 
dp ddp d?p 
o AE paler + &c. 


d 


Abe- 
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Abeat P in P*, filocó x ponatur v-r, eritque: 
dp ddp d3p 
o o imm ¿des Se 
Hinc neglectis differentialibus altioribus fiet : 
p/NP*-Prde—P. Statuatur /(P* -P) dx - P-—Q, 
fitque p —-—Q-1L7, erit: 
Yu 524Q. dd dq ddp jq 
ox z-}P-P Dya "bbs, e A PRG 


2 dx? 2 dx? 


Abeat Q in Q* fi loco x ponatur s-r eritque 
d2 ddg 
— wr p I m — PRE 
o—a--P-P:4-Q-Q:-- E EL + e, 
vnde fequitur ¿=/(0:—0Q)dr— Q. Quamobrem fi 
comma cuique quantitati infixum denotet eius valorem, 
quem induit pofito x-j-1 loco x, ponaturque 


Fader P 
P= SOPE Eds c 
Q—f(Q— Qux —R 
R—/(R:—R)4x — S &c. 


erit feriei propofitae 2 —- s1—- zu sir svp. &c, 
fumma —C——P——Q — R— S .— &c. vbi conftans C 
ita debet definiri, vt pofito x = va tota fumma eua: 
nefcat. | Quia autem applicatio huius expreffionis inte- 
grationes requirit, hoc loco eius vfum declarare non 
licet. 

196. . Vt autem formulas integrales euitemus ; fta- 
tuamus (ummam ferici — ys, exiftente y funGione ip- 
fius 
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fius." quacunque cognita, cuius valores y*, y", &c. 
qui prodeunt ponendo «1-1, 4-2, &c. loco x, erunt 
noti. "Si iam ponatur x-1-: loco v prodibit fuperior 
feries termino primo mulétata, cuius fumma propterea 
. ls dds d3s 
it » cavas E OA 17 7S Mns — ys— 
odit s (e i Lis gus o 8e) ==. * 
ua, dde ds nc y! 
fh dup Mac susce 295 
vnde negle&tis differentialibus oritur s= —À. Sta- 


tuatur Es =P, fitque reuera s=-P-+p, erit: 


ydP. ydp: ydp 


"me uer ar alor oe dtu oput , 
ydp , 3 ddp | Up oae Omm Af 
de Tao Vips TE 


$ ldp  y'ddp , yids 
ideoque e Z EE H &c. =P Pp. 


(Pi 
Statuatur Q = > , fitque p=0-+72; erit: 


d dd 
y (Q'—- Q) 27»! GT -+ &c.) z-'-34. 


da 

«(Qt 
Statuatur Rc, fitque yg =-R +r. 
Hocque modo fi vlterius progrediamur. Seriei propa: 


fitae : sp ab H n jH a paw XC. 


fumma fequenti modo inúenietur. 
Sum- 
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Sumta pro lubitu funGione ipfius », quad fit =I, 
ftatuatur : 


PTE 


pa E ES 
AY D 
_ y. PP) yaP 
Q = y-93. A EN E AP 


yy "57 Ay 
A fees JAR AR 
S == p RC M 
&c. 


Hincque erit. fumma- quaefita : 
= C — Py + Qy — Ry + Sy — &c. 
Sumta pro C eiusmodi conftante, vt pofito «ww fum- 
ma euaneícat. 


192. ‘Sumaur y=2*, ob jy'/—a*-!, erit: 
y —y=a*(a—1), vnde fiet: 


Ep 2 em al 
AAA 

2d Bi 1. o bon ps 0) 
eu EU 77 o a* (a—1)? ? i d a*t 1(a—1)? 
RAS «(0-0 Hd 00% 

5 a—1 AM a* (a— 1)3 

— &(R'-R) ., s///—3az"-—-3a*s!—a*5 
pocos A Tee 

&c. 


Ttt 
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Quocirca fumma feriei propofita erit : 


C 2 gl—a% slt aas — qs | 
EST (a—=1)? Ca — 1)? | 


glll — 5 azll 43 92 24 ar 
(a— 1)* 
&c. 


Haec vero eadem fümmae expreffio iam fupra eft in- 
venta Capite primo. Hinc autem aliis pro y valori- 
bus accipiendis infinitae aliae expreffiones erui poterunt 
vnde ea, quàe cuique cafüi maxime fit accommodata, 
eligi poteft. 
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DE FSU CALCULI DIFFEREN: 
TIALIS IN FORMANDIS 
SERIEBUS. 


198. 
V num adhuc calculi differentialis vfum in doctrina 


ferierum commemorabimus, qui in ipía formatio- 
ne ferierum confiftit, & ad quem iam füpra prouocaui- 
mus , cum quaeftio effet de fractione , cuius denomina- 
tor fit poteftas quaecunque functtionis cuiuspiam , in fe- 
riem euoluenda. Ifta methodus autem: fimilis eft ei, qua 
iam aliquoties fumus vfi, dum funttio in feriem con- 
vertenda aequalis fingitur cuipiam feriei, in fingulis ter- 
minis coefficientes indeterminatos habenti, qui dein- 
ceps aequalitate conftituta determinentur. Haec autem 
determinatio faépenumero mirifice adiuuatur, fi ante- 
quàm -ea fufcipiatur ad differentialia cum prima, tum 
nonnunquam quoque «ad. fecunda aequatio perducatur. 
Quae methodus cum in calculo integrali amplifimi (it 
vfus, eam hic diligentius exponemus. 


199. Primum igitur breuiter repetamus , quae fu- 
pra de euolutione fractionum in feries fine calculi dif 
ferentialis fubfidig attulimus. — Sit fratio quaecunque 


propofita ; 
tte A- 


CHP UT PHI 
A -- Bx -i- Cr? -- Dx? + &c. 


quami in feriem fecundum poteftates ipfius x proce: 
dentem conuerti oporteat. . Fingatur pro s feries inde- 
terminata : 
szy- Br- Er H Dr + €x *-1- $5 + 5 4 &c. 
Cum igitur fra&tione per multiplicationem fublata fit : 
A Br Cr? Dx5 2- Ert- Ex 5-1- Gx 5-1- Gc. 
=s (a-p Ex- yx dret (x5 -41- 5:5 + &c.) 
fi pro:s feries fi&a fubítituatur prodibit fequens aequatio: 
A--Bx-T-€C€x?-L-Dxx3-LEx*-L-Fx»s-p&c.— 


9[a 1-98 ax -4- Ga.x? Dar? Eart -H $a x5 —- &c. 
+ -- BE -H G6 -1- $6 +€ Hee, 
-- Uy + By + Gy + $y --&c. 
+ 3910 +B + €J +<c. 
+ Ye + De +4<. 
+ Al —+8x. 
Aequalitate ergo inter fingulos terminos, qui easdem 
ipfius x poteftates continent , conítituta fiet : 
Ja — A — ó 
Ba + 9[6 — B ——o 
Ea + BE + Ay — C — o 
Da + €6 + By + Ad —D—=0 
Ea + DE + Gy + BI + Ae —E=0 ^^ &c. 
ex 
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ex quibus aequationibus cocfficientes fi&ti A, 95, €, D, Ko. 
determinantur, ficque feries infinita inuenitur : 

A HBr- € x? HD + Ext -L- &c. 
fra&ioni propofitae s aequalis. — Atque in hac forma fi 
tam numerator quam denominator fraétionis s finito ter- 
minorum numero conftent, omnes feries recurrentes 
comprehenduntur, de quibus iam fupra fufius eft trac- 


tatum. 


200. Quodíi autem vel numerator vel denomina- 
tor vel vterque ad dignitatem quamcunque fuerit ele- 
vatus, tum: hoc modo feries difficulter obtinetur ; prop- 
terea quod negotium, nifi fun&tio eleuata fit binomium; 
perquam fit laboriofum. Calculo autem differentiali ifte 
labor euitari poteft. ^ Adfit primum folus numerator, 


fitque : s — (A--Bx-- Cx»x)^, 

vnde- quaeratur feries fecundum poteftates ipfius » pro: 
cedens huic trinomii dignitati aequalis ;; quam. quidem 
finitam. fore conítat, fi exponens z fuerit numerus inte- 
geraffirmatiuus. Fingatur iterum pro s feries indefinita : 
s= YH Brp Cx? Da + Gx* 1-85 417 8»? E &c. 
cuius terminum primum % conftat effe — A”: fi enim 
ponatur x — o, ex priori forma propofita fitt sasAT, 
ex ferie autem fita s — A. > Haec autem primi termi- 
ni determinatio ex ipfa rei natura eft petenda, fi ad dif 
ferentialia defcendere velimus ,.quia hinc primus termi- 
nus non determinatur, vti mox patebit. 


ie: 
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201. Cum fit s—— (A -I- Bx -|- Cx?)5, erit 
logarithmis fumendis |/s — z4 (A + Bx -E- €C»*), 
hincque- fümtis differentialibus habebitur : 

ds |... nBdx--2zC€x4dx. 
s "7 A+Bx Ca? ^ 


(A -+ Bx Cx?) e = as(B+23C4%). 


Ex ferie autem fitta eft: 


feu 


ds 


d; 85 --2€ x7 3Dx* Ex? + 5811 + &c. 


d 
fi igitur haec feries loco Z >. & pro s ipfa feries ficta 


fubftituatur , prodibit fequens aequatio : 
A35-I-2A Cr 3A x? -4-4AG rH 5 AS rt c. 
+BB +2BE€E +3BD --4BG -r-&c. 
+ C35 +2CE€ —+3CD Tre 


¡€ —À A — M AAA — — 


¿BA-+ ¿BB + zBG + zB3) -+ zBG Bi edis 
anA --22C98 2200 -LazC$y —+8c. 
Aequalitate ergo hic inter terminos eiusdem ipfius * 

poteftatis conftituta erit: 
ee z B Sr 
y "tidy 
Sean. si 2n OCA CC 
2 A 


(1n— 2 BE -—-(22—1)C38 
Reo ROOT AAA 


E. 
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E z= (73) B -1-(24—2)C€ 
== A 
= (a BG--(02—3) CD 
g - ZE : 
&c. 


Cum igitur vt ante. vidimus fit Y — A”, erit 
$5 — 4 A7—B, hincque reliqui. coefficientes omnes 
fucceffiue determinabuntur. Lex autem, quam ipfi fe- 
quuntur facillime ex his formulis patet, quae vehemen- 
ter obfcura manfiffet, fi trinomium actu eleuare voluis- 
femus. 


202. Haec eadem methodus. füccedit, fi polyno- 
mium quodcunque ad quampiam ` dignitatem  eleuari 
debeat. Sit 

s zz (A -HBr Cx? + Dr? -Ert —+ &c.)” 

fingaturque : 

s TA] Br- Ex? — Dar? + Er? &c. 
ert YA”, qui valor colligitur, fi ponatur x — o; 
Sumtis iam vt ante logarithmis , eorumque differentiali- 
bus reperietur : 
ds n Bdx-l-2nCxdx-—- 32 D x? dx 3-42 E 4% de &c; 
Fas A Bx- Cx? Dr -Ext tH Re 
&u (AFBrYCo Dr -.-Ex* E eE — 

s (4B 4 240x +32Dx?+42Ex3 m Sc.) 


Cum 
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Cum igitur fit: 
o AS 
Exit his feriebus pro s & 77 fübfliutis: 
A35-1- 2AGx -41- 3A x? -1- 4A Er? + 5A Sx* -- &c. 

-p BS +256 +3B0 


aB9[-4- BD + BE + zB 
2a CA --22035 —+21:0E 
--35D9E  +32:DB 

—47E9 


Vnde deriuantur fequentes determinationes : 
AB= zx "BA 
2A€ —(2-1)BB + 22 CA 
¿AD=(0-2)B € +(22-1) CBH+ 57 D9I 
4AG—(1-3) BD -4 (2272) C€ + (32-1)DB +49 EA 
s AS —(n-4)BG-4 (2-5)CD 4 (31-2) G HEB sF 
&c. 
vnde quemadmodum coefficientes fi&i Y, 95, E, D, &c. 
a fe inuicem pendeant, hincque determinentur, cum fit 
A — A”, luculentiffime apparet. - 


203. 
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203. Quoniam, fi quantitas. A Bx Cx? Dx? 4-&c. 
ex finito terminorum numero conftat, numerusque. # 
fuerit integer affirmatiuus , quaecunque poteftas finito 
etiam terminorum numero conftare debet: manifeftum 
eft hoc cafu, formulas modo inuentas tandem euanefce- 
re debere, atque cum omnes termini adeffe debeant, vt 
primum vnus euanuerit, fimul omnes fequentes euanes- 
cere debere. Ponamus formulam propofitam AFBx+Cx* 
effe trinomium, eiusque cubum quaeri, vt fit 7 — 3, erit 


A= A? ideoque; 9[— A? 
AB — 3BY 1 8 c MARE 
2AG — 2BB-+6CA 5. € = 3AB? 3A*C 
¿AD=ABO+H5CB ; (O— B*-L- sABC 
¿AE = 0: +40€ ; (&—3B'C--3;AC* 
;AS—- BE-+3CD ; $ =3BC* 
cAG—-2BF+2C6E ; G-—C?* 
2A$-—-3B6--1C8 ; $-—o 
gAS;—-4B$--9o $5 — 
Quoniam igitur iam bini funt — o, fequentiumque qui- 
libet a duobus praecedentibus pendet, patet, omnes fe- 
quentes pariter euanefcere debere. Hancque ob caufam 
lex, qua hi coefficientes a fe inuicem pendere funt in- 
venti, eo magis eft notatu digna. 


204. Si » fuerit numerus negatiuus, ita vt s aequale 
fat fra&tioni, feries in infinitum excurret. Sit igitur 


Vyvv mio 
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ra 


=a ~H Ex yr Ef H ext &c.)* 
fingatur pro eius valore haec feries : 
sA- Br €x? Dr? Ext + 8x5 4 &c. 
Atque fi in fuperioribus formulis pro “litteris A, B, 
C, D,,&c. ponantur a, 6, y, 0, &c. fimulque 
fiat z népatiuum, fequentes determinationes coefficien: 
tium A, B, €, D, &c. prodibunt : 
1 
HA mot rnt ac - 
aB ——269[ — o 
2o (€ ——- (z-: 1698 Hary — o 
305 —L- (7-2) 6 C- (224-1) 38 1 3703] = 0 
40€ ——- (24-3) 50 - (2242) y € +-(324 183-4240 
543 -1- (74) 6€ -Hant 3)Y 7I (324-2298 —L- (42-4 1)88 4 502U—o 
&c. 

Quae formulae eandem continent legem horum coeffici- 
entium numerorum, quam iam fupra obferuauimus in 
introduétione; cuiusque adeo veritatem nunc demum ri- 
gide demonftrare licuit. 


205. Haec ita fe habent, fi numerator fraGionis 
fuerit vnitas, vel etiam quaepiam ipfius x poteftas, puta 
x"; pofteriori enim cafu tantum oportebit feriem prio- 
ri inuentam A+ Be + € x? Dx? + &c.. mnul- 
tiplicare per x7... At fi numerator- conftet ex duobus 
pluribusue terminis, tum füpra quidem legem progreftio- 
nis 
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nis non obferuauimus , quamobrem eam hic' per diffe- 
| rentiationem inueltigemus. Sit igitur: 


| A E i nib 


fingaturque pro valore huius fraftionis fequens feries : 
¡A+ BrE €x? + D? + Ext 3 8 Ko. 
cuius primus terminus YA vt definiatur, ponatur x — o, 


: Apis A 
eritque ex priori expreffione +=, ex fi&a vero s — 9f, 


A : 
vade neceffe-eft; vt fit 9| — —. Quo: termino deter- 
g” 


minato reliqui per differentiationem innotefcent. 


206. . Sumtis. loparithmis - erit : 


IÇA -- Bx +04 +Dx? + &c.) 


"n 
— alka Ex yr? 0.+ ext &c.) 


hincque differentiando orietur: 
| ds Bdx --2 Cds + 3Dx*dx + &c. 
| $4777 ABr H Car Dae &c 
M nEdx — 2nyxdx — 4g0x*dx — Be. 
Bb yr? Elda Bo 


Sublatisque per multiplicationem fra&tionibus erit : 


Vvva (Aa 
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Aa Alr+A yx? 2- A 0x3 e. 
--Ba« +BE By --&c(4:.,.: 
r-Ca. ACE ac dx 777 
--De. +80c.j 
Ba-- B6xr-- Byz? Bdx3 + Bex*--&ca3 
--2C«a +2C6 +2Cy 20% -r&c. 
--8D« 3DE . --3Dy —+éc.> $ 
--4E«  --4EG8  -r&c. 
+5Fa +| 
A Em +44Aex3? +5A£x* + &c 
+ BE +2By +3B0Y -r4Be +6. 
3 +. C6 -r2€y:; 2-3€8^ RE 454 
+ DE -—+2Dy teel 


; + EG. --&c. 
Cum nunc fit zin 95 -1-2€x + 3D4? +4€r? -L- &c. 


erit fa&tis fübftitutionibus : 
AeH +2A584A —BaYA — o 
2 Aa G 4- (77-1) AGB -1- 27A 9E 21- (1 1) B69I — 2 Ca3] — o 
3Aady-i- (442) ABE +(22+1)AyB+ 32 ATA 
+ Baf n BEB+-(22-1) By -IX 
— d CaB + (2=2) CEA] == 
: — 3 Da% 
4Aa(S +(1+3) AED +(22+2)AyE+(37+1) A0B+ 4n AeA 
+ ¿BD +—(2+1D)BEC -- 2% By8+-(32-1)B9A] 
+ o Ca € -- (4 —1) C6:8-i-(22-2)Cy9I ¿0 
~ 2 DaB --(2-3)D69I 
— 4E 
Hinc 
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Hinc lex, qua iftae formulae progrediuntur, facile perfpici- 
tur: prima enim cuiusque aequationis linea eandem fequi- 
tur legem, quam $.284- habuimus. Tum vero coefficientes 
fecundarum linearum oriuntur, fi a coefficientibus fuperio- 
ribus fübtrahatur zr, fimilique modo ex linea fecunda 
formatur linea tertia & fequentes, a coefficientibus fúperio- 
ribus continuo fubtrahendo 2+1 ; ipfae autem litterae guem- 
vis terminum componentes per folam infpettionem facilli- 
me formantur. 

207. Sin autem quoque numerator fraftionis fuerit 
quaepiam poteftas : fcilicet 

_ (ABr Cr2 Y Dx? -H &e.)” 

Tr (a—- 8x Hyr? Hirs ex* —L-&c.)* 

fingaturque s= A-H Br Er? Dri Ert + &c; 


m 
erit 9[ — TERME reliqui vero coefficientes ex fequenti- 


bus formulis determinabuntur : 
Aa95——- 2A6 mn 
—mB A) 
240€ (a+) AEB 22 Ay 
— (m-—1) Ba BD la-m) BSA - EEG 
— 2m Cay 
AD- (1*2) AEC- (2241) AYB- 3 n AIM 
— (mm2) Ba € —L- (z-mi1)B628—L-(2z-7m)By9I,. a 
— (2-1) C928 --(r22)C83I | 77 
— 3m Da3I] 


«eO 


o 


AAxG--(74- 3)A6--(2752)AyG--(351)A08 -- 4 » Aem 
— (m3) BaD A-(i-m2 )B6G.- (2 2-mi)By989- (32-2) B 231 
— (27-2)C08+(2-2 100884 (22-222) Cy Y Vo 
— (3271)Da23-- (7—32)D691 
Kc, — 4H EaYAjLex 
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Lex, qua iftae formulae vlterius continuantur, ex infpec- 
tione facilius apparet, quam verbis defcribi queat. Des- 
cendendo autem coefficientes diminuuntur differentia 
£——7.5 horizontaliter autem progrediendo augentur con- 
tinuo differentia z — 1. 


208. Hoc igitur modo doctrina de feriebus recur- 
rentibus amplificatur, dum iftum defe&tum füppleuimus, 
atque legem coefficientium definiuimus , fi non folum 
denominator fraCtionis fuerit poteftas» quaecunque, fed 
etiam numerator ex quotlibet terminis conftet, ad quam 
legem detegendam fola induétio non fufficiebat. Prae- 
ter plurimos autem vfus ferierum recurrentium, quos 
iam expofuimus, maximam quoque afferunt vtilitatem 
ad fummas quarumuis ferierum proxime inueniendas : 
cuius fpecimen iam in Capite primo huius fettionis ex. 


hibuimus, dum feriem fübftitutione ~x = Y 


Iz) 
aliam transmutauimus , quae faepenumero E Marx 
numero finito conftet. Eaque methodus vlterius exten- 
di potuifet, fi pro x aliae functiones fübítitutae fuiffent. 
Quoniam vero tum lex progreílionis ferierum, quae lo- 
co poteftatum ipfius x poni deberent, non fatis luculen- 
cer conftabat , in hunc locum iftam amplificationem re- 
feruare vifum eft; cum. memorata lex iam penitus effet 
deteCta. Interim tamen re diligentius perpenfa compe- 
rimus idem negotium fine hac progreffionis lege expe- 
diri poffe, in fubfidium tantum vocando methodum, qua 
hic ad hanc ipfam legem inueftigandam fumus vá, 


209. 


quam in aliam transformari oporteat , 


procedant. Quo igitur a íimplicioribus incipiamus, po- 
| namus efle : 
A Ba Ex? Dar? 
| O O O AOS 
| aequalitate illius ferei cum hac expreffione conftituta, 
multiplicetur vbique per &—— 6», fetque: 
Aa4-Bax-4- Cox? +Dax? + &c. Be Ex? 
+AC+BE Y CE ML alex (uix) T e 
ftatuatur 9[— Aoc; fitque: 
AS + Ba — At 
BS -+ Cu — B: 
Cé- Do — C: 
DE +Ea=D:  &c 
erit diuifione per x inftituta : Hs 
iy Tap 2 03 — Ex 
ArY— Bu Ct? Di? + 870. bn ES 
Multiplicetur denuo per a-+8Ex, pofitoque 
A16 +B!a — Au 
B:6 + Cia — Bu 
Ct -H Dia = Ci «e, fiet 
Atg- Any Bux? -1- Cu? 4 &c. Ga Ex _Du? 
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soo. Sit igitur propofita feries quaecunque 
s— A-2-Bx-- €x? 4-Dx3 4-Ex* -4-Ex5 -—&c. 


cuius termini fin- 


guli fint fra&iones, quarum denominatores fecundum po- 
teftates formulae huiusmodi «—L- 6x —-- y x? +03 4- &c. 


Sit 


ater (a 8x)? 1 &c. 


528 CAPUT TIn 


- 


Sit igitar B Ala; atque operationefn vt ante infti- 
tuendo , fi fiat : 

AxG-rLBae-— Au | Aug + B00g == Av 

B16 -Cra — Bu | Buf + Cta — B 

cug Dug 4 Cug Dua —Cuw 

&c. | &c. 

ent E = Ala; DT Ata; CZ Ava; c. 
vnde fumma feriei propofitae hoc inodo exprimetur, 


vt fit: 
A Atax Angy? rg Ang xs 


A (abe) O 63) 
Quae eadem feries orta fuiffet ex fübftitutione 


s 4- &c. 

b 

aper ^ 
ay 

i— fy 


[cu cap m 


aro. Haec transformatio optimo cum fücceffu ad- 
hibetur, fi feries propofita A--Bx-I-Cx?-L&c. ita 
fuerit comparata, vt tandem confundatur cum ferie re- 
currente feu potius geometrica ex fraftione cs orta. 
"Tum enim valores Az, Bt, C', Dx, &c. tandem eua- 
nefcent ; hincque multo magis litterae Av, A», Av, &c. 
conftituent feriem maxime conuergentem. Poterimus 
autem fimili modo denominatores trinomiales & polyno- 
miales quoscunque adhibere, qui vfum habebunt eximi- 
um, fi feries propofita tandem cum recurrente confun- 
datur.  Propofita ergo ferie : 

s=A+PBx-+Cx?+4Dx? —LEs*-L-E«5-[-G&c. 

fta- 
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A+ 95x Yrat + Bird 
&--6x-|- yx? (a--6x-- yx2)* 
Yurt Buy S[ury6 -1— 95 nr? 
(mH Eryr) ! (a Er e yx*)* 
Multiplicetur vbique per «--6x + yx?, pofitoque 
Ay -4-B6 2- Ca zc A: 


ftatuatur s —— 


9[ — Aa 
BY CO Da = Bi & 
FDO BackQu. o A St Ba 
&c. 


orietur aequatio priori fimilis, diuifione per ++ inftituta : 
Ai—- Bix-[L- Cir? -4-D:x3 -- E245 -- &c. — 
MD Yu? Bu 43 Yurt 98m 45 
adCxrbyxx | (akErqyxx) (arta 5 &c. 
Si igitur vt ante operatio inílituatur faciendo 
Ary + B:8-I-Cta — Au 


Y: — Ata 
By + C18-4-D'a — Bu E : 
Cy Dic Eer e M6 4H Ba 
&c. porroque: 
Ary Bue YC Am y 
Bu Cug Dua — Bu zw 
enr --Dzua I HUA - Bua 


Cuy +Du6+ Enga Cu 
Sc. 
ficque vlterius valores fimiles inueftigando erit: 
eec 
Aa--(A64-Ba)y (Ams--(A164- Bia)wJa? (An (Au6 4 Bras 
a Ox yan (a + Ex Tyxx)* (aq Expyax)a — 
+ fo, 


Xxx 


211. 
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211. Si ponatur x — 1, qua pofitione amplitu- l 
dini nihil decedit, cum a, €, y pro lubitu accipi pos- 
fint, fueritque 

s= A+B+C- D4- E-I- F4- G 4- &c. 
Cum putentur füccíliue fequentes valores: 

Ay-- B6-L- Ca — A/ | Aty BE 4- C/a — A 
By-- C64- Do —B/ | B^y--C/6 -4—D/a— B^. ficque 
Cy-1- D6-I- Ea — C/ | Cy 4—D/6—— E/a— C^ porro 
&c. &c. 
infuper vero brevitatis ergo ponatur: 
a +E -H ynom 
obtinebitur fumma feriei propofitae hoc modo expreffa | 
4 
Gc aco e Re) | 
/ H Bul | 
-= 0 Rl. &c.) 


73 mé 


ma z* 


$— 


212. Eodem modo denominatores ex pluribus ter- 
minis conítantes accipi poffunt; & quoniam operatio ex 
praecedentibus facile perfpicitur, hic tantum cafum pro 
quadrinomio euoluamus : Sit ergo 

;— A-4- B-17- €4- D4- E-4- F-4- G-4- &c. 
Quaerantur valores fequentes : 

Að + By + €6 4- Da — A! 
B-- Cy 4- D6 -- Eo — BP” 
Cà --Dy -4- ES -41- Fa — C 
&c. 


CAPUT VII 


A! + B/y + C'E + D'e — A! 
B/9 -- C^y + D'E + Eu — B/ 
C4 -D'y + El + Fa — C^ 
&c. 
AM 4- By 4- C'/6 1- Da — A4 
B^$-- Ciy- D^6-r- Ea —B/4! 
Ciò- D^y + E/6——EF'/a — Cu! 
Sc, 
Tum vero fit a- E- y-+ô= m; eritque 
exe (Ë Em AO +) 
e co A) 


713 725 

C4 Qui 

—+ a CC. quac -= E 
9 22? 7:3 DR + &c.) 


vnde fimul progreífio', fi adhuc plures partes denomi- 
natori zz tribuantur, clariffime perfpicitur. 


213. Neque vero abfolute opus eft, vt denomina- 
tores fraCtionum, ad quas fummam feriei reducimus, (int 
poteítates eiusdem formulae œ + 8x + yx? + &c. 
fed haec ipfa in fingulis terminis variari poteft. . Quo 
hoc clarius pateat, fümamus primo tantum duos termi- 
nos, fingaturque feries 

s ABr- Cx? + Dx? + Ext --F x5 80, 


in hanc feriem fractionum conuerti : 


Xxx 2 gm 
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9r Wx Wa? 
(aF 6x) (a 8) (aE) 


FI Mitad. 
> 
Multiplicetur primum vtrinque per a -|- &x, ponaturque 
A6 -- Ba — A! 
BE Cao —B. & Y Aá 
C6 -4- Da C 
&c. fietque per x diuifo 
Ml JUN 
A/+B/x+ QUOC +D/x3 L&c.— a 18x 7 (uw 6) (a TEL) 
+ Sc. 
Deinde fimili modo multiplicando per «/ + 6x; tum- 
que per a4 6x, & ita porro, fi ftatuatur : 
AE 1 Biat — A" ANG! J Bla — An Agi Billigt — ANU 
BE p Osa! —B“; B15"+ RUM BG" Chiatti —B^^4 
CE +D'0! CN Cuen D/a—C'" Quel d- Dg —C" 
&c. &c. &c. 
fiet 9V — Ald; Y — Aat ; Qi Aall; &c. 
atque hinc feries propofita conuertetur in hanc: 
E NO Aaa Ala 


die a4 6x me CANCEL giz (a4 6x) (EE) (a E 84x) 
+ &c. 


vbi valores a, E, al, El, all, 6", a, EU, &c. funt 
arbitrarii ; quouis autem cafu ità accipi poflunt, vt ifta 
noua feries maxime conuergat. 


& 


214. Applicemus hoc quoque ad factores trino- 
miales, fitque propofita ferie quacunque : 


f£: 
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$—A-LB--C-4-D-L-E--F--G--&c. 
| A y 4- B 6-4- Ca — A! | Aly! -1- B/6 + C/a/ — A" 
| By+C8+Da—B/| Biy! -+ C/6/ -D'al — B^ 
| o cl ra oos dd 
&c. &c. 
| Aty + BUEUC o= AN A HyHIL A BUE CHI A HU 
| B/^y'-- C/ 8 !-- Da/!—B" Billyt 1 CHO A Dll Bud 
| Cy DIG A-Ettalt =C Clty!!! -DEH -Ellly —CHuté 
"Sc. Sc. 
Deinde ftatuatur breuitatis gratia: 
a +E +|y —m 
al +6 +y! — mt 
all —— El + yl — m” 
all eu + y/t— milit 
Sc. 
eritque feriei propofitae fumma : 
i i e e al (An BA) al (A CL Bl) 
m 


mmi mm m! m mm! m mild 
EA GI A! EN All El Atu 
! p gun unt qu 220 12d mm ani gi H &c. 


215. Quoniam haec tam late patent, vt vfus minus 
clare pereipi poflit, reftringamus transformationem $. 215, 
traditam, fitque +—-—r, vt habeatur haec feries : 

s=A—B+C—D+E—F+G— 8c. 
ftatuaturque : 
A333 B- 
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a ncc B/—35A//— A!" BHL — 4A — AU 

C — B—B'/IC/—2 B/——B/|C/—3 B/—B Ciy B"! —Bu 

D-C-—C'/D'/-2C/— C" D—3C — CDyu- ¿CUIT Cli 

E-D= D/E/—D/—D/EA—3D^ —Dwlg"— 4D Du 
&c. &c. Sc. &c. 


Quibus valoribus inuentis, erit fumma feriei propofitae 
aequalis fequenti feriei : 


ELA Al At Al AN 
a ra 
2 23 3.3.4. RRAS 2:3. 4-5. 6 


Simili igitur modo feries quaecunque propofita in innu- 
merabiles alias fibi aequales transmutari poteft, inter 
quas fine dubio feries maxime -conuergentes reperien- 
tur, quarum ope fumma propofita vero proxime inda- 
gari queat. 

216. Reuertamur autem ad inuentionem ferierum, 
quarum progreílionis legem. calculus differentialis decla- 
rate Cum igitur hoc in quantitatibus algebraicis iam 
fit praeftitum,.progrediamur ad transcendentes, quaera- 
turque feries huic logarithmo aequalis : 

sz (1 ax- Ex? + yx? Hirt $ ex5 + Sc.) 
fingatur quaefito fatisfacere haec feries: 
¡== Y H 98x? + Er? -1- Drt 4 Er 31" H &c. 
Cum. igitur ex illius aequationis differentiatione fequatur 
ds | ap 26x 3 yx? + 4033 + 5 6x* + &c. 


de 1-4- ax d Ga? -4- y x5 dx + ers Y &c. 
erit : 


Garter prat pet Fec) Ea 42804 ayaa 4 403 4 &c. 
Quia 
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Quia vero: ex fitta aequatione eft : 
CUY BE -E 4925 Es Ert -I- &c. 
fa&a hac fubftitutione oritur haec aequatio : 
A+ 2D E 58 «* -- 410.4? 717-5 Er 4 &c. 
Y 92-2982 + 3€0 -- 482 + &c. 
+ AS -4-2956 +3€É5 -r&c. 
+ Ay +H+2By + &c. 
+ Hd +éc — 


athabr=oe3yt lalo? —L sex* + &c. 
Ex qua fequentes determinationes obtinentür : 

A a 

B=— ¿Ya -- 6 

€ — — $354 — BE — 19€ + y 


D= — ¿Ea —2BE—39A y +0 
E=z=— ¿Da —¿ECE—2ByY— A +He 
&c. 


217. Propofita nunc fit quantitas exponentialis ; 
&x bx? ya —-9x* +.ex5 + &c. 


— 


CE T -y 
in qua. e, denotet numerum , .cuius- logarithmus hyper- 
bolicus eft — 1, atque fingatur feries quaefíta : 
TH Ar HD? YE Dat Er &c, 
iam enim ex cafa x — o patet, primum terminum effe 
debere vnitatem. Cum igitur fumendis logarithmis fit 


[e 
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I; — a dp 6x? ya do Expos pe Qu 4 - &c. 
erit differentialibus fumtis: 


£i m s (e as q aya? 4 ab Ios est +80) 
At vero ex aequatione fitta erit: 
k —39[-1-288-1- 5 €«* -1- 4 0 x3 +5 Ext 80. — 


—— 


a+ 9[ax Bar? + Ea? -H Dart + &c. 
+25+>29 +2856+2€8É + &c. 
+ 3y +37 +3By +«ec. 
+ 49 + 490 + &c. 
-H se +6éc. 
ex quibus fequentes prodeunt litterarum Y, 25, C, D, &c. 
determinationes : 
A a 
$5 — 6-1-£9[a 
€ — y -r-3216-2—- $58a 
D=} Ay- $956 -1- ¿Ca 
6 —2:--i310-2-235y-1-2G6-::4 «e. 


218. Si quoque arcus, cuius finus vel cofinus quae- 
ritur, exprimatur binomio vel polynomio, vel etiam fe- 
rie infinita, hoc modo quoque eius finus & cofinus per 
feriem infinitam exprimi poflunt. “At vero quo hoc com- 
modiflime fiar, non fufficit ad differentialia prima pro- 
cefliffe, fed opus eft, vt differentialia fecundi gradus in 
fubfidium vocemus.. Sit igitur | 


$ 
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s= fin (a -]-6 x* 4 ya? + frt -jH ers 4 &c.) 


fingaturque feries quae quaeritur : 
s=Yr+Bx? Ex? + Dr? + €x* + &c. 

primum enim terminum conftat euanefcere: quia vero 
ad differentialia fecunda defcendendum eft, coefficientem 
Y quoque aliunde definiri oportet, quod fiet fi x pona- 
mus infinite paruum. Tum enim ob arcum = ax 
finus ipfi fiet aequalis, eritque ergo Y= «. — Ponamus 
nunc breuitatis gratia 3 — ax —- 6x? ——- yx? + &c. vt 
fit s — finz, erit differentiando ds = dz cofz, denuo- 
que differentiando dds = ddz cof s — dz? fin ze Quia 


ia ds 1 
igitur et  fina=s € cofs= z) erit 
5 


adc dsddz 


i: — sd, feu dadds-|-sds? = dsdds. 


219. Ponamus arcum s tantum binomio exprimi 
effeque s — ax -- 6x? 5; erit 4s —(a-1- 26x) dx, 
& pofito dx conftante, ds —264x* ; atque 
dz? — (a? + 6a* 6x + 12a6?x? + 863x?) Zx?. Deinde 
ob sZ 9| -- Br? + €x? + Drt + &c. 


ART. 
erit e = 9| -- 298» -—- 3€ x? -- 450 x? + &c. 


dd 
& DE 235 + 6Ex + 12 D x* + &c. 


Quibus valoribus in aequatione differentio - differentiali 
fubítitutis fiet : 


Yyy dz- 
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daddg |. 
P 1.225 4-i-2.3 $a 2—- 3.489 ax? 3- 4.5 fax? + Eo, 


-1-2.1.2 95 6 + 2.2.3 CE +2.34 DE — &c. 

A Rm + Ja + Bas + Cas +60. 
+ 6Ya b + 625a?6 + &c. 

+12 Yab? + &c. 


à M — M — 


dsddz 
tec 2 YE DN BE OM E A 


Vnde coefficientes fequenti modo definientur : 


296 
AR 
= (Ope o Ana 
p=.28f . 63a6 . Bar 
40 3.4 3.4 
g — 596, 230. 6 Bas: Ent 
50 4-5 4. 5 4-5 
g 5896 19888 6Ea8 Da 
ua 60 5.60 5.6 5.6 5.6 
q—= 152 88E 1656 cab Eaz 
Ex. va 6.704 6.7 6.7 6.7 


&c. f 
Quibus valoribus inuentis erit : 
fin (ar+Ex?2)= Ar +BDx? + Ex3 + Drt &c. 
exiftente Y= a. 


* 


220. Pari modo cofinus cuiusque anguli in feriem 
conuertitur, quia autem arcus rariflime per polynomium | 
ex- 
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exprimitur , oftendamus: vfum differentio - differentialium 
in invenienda ferie pro cofinu arcus +. Sit ergo s= cof, 
& fingatur: 

s=1—9Yx? + Br — lx” + Dr? — &c. 
Quia eft ds —=—drfine 8 dds—=—dx?colr=-=sdx?, 
erit dds-sdx? =o; fubítitutione ergo fata fiet: 


dds ° 
7 Ta Ag 49522 5. Ert. 8 Drm Ko, 
E i — Ax? + Prt — Cr? H Ko 
& ex coaequatione terminorum fequitur : 
I 
9 = — 
1,2 
9f Y 
BDB=3=735 
3.4 od 
B I 
CE mpe e 
5.6 1.2.3 6 
I 
oa=£=——. ee 


a A AS 
Patet ergo quod iam fupra fufius demonftrauimusefle : 
x? fot XE x8 
AS 2c EE" 
cof 1.2 1.2.3. 4 12:9 6 1,253,258 


prior vero feries pro finu pofito 6 — o & a= 1 dabit: 


—— 


221, Ex his feriebus pro finu $ cofinu notifi- 


mis deducuntur feries pro tangente, cotangente, fecante 
Y yy 2 & 
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& cofecante cuiusuis anguli. Tangens enim prodit fi 
finus per cofinum, cotangens fi cofinus per finum , fe- 
cans fi radius 1 per cofinum , & cofecans fi radius per 
finum diuidatur. Series autem ex his diuifionibus ortae 
maxime videntur irregulares; verum excepta ferie fe- 
cantem exhibente reliquae per. numeros Bernoullianos 
fupra definitos A, B, €, D, &c. ad facilem progres- 
fionis legem reduci poffunt. Quoniam enim füpra $.127 
inuenimus efle : 

2 4 6 8 
Yu bs Bu (de Eu a Du 


1. 2 1,234 1,2.3...6 1,2 3.08 


“u 
+8C.—=1—-> cot Fu 


erit pofito «v= «x; 
1 229x . 21812 25 E xs 28D? rus 


x e m 1.2.3.4 1,2. 31100 Le... 8 

atque fi ponatur ix pro x, erit: 

2 29[x 2 $543 2($x5 2 Dx7 
cotit mu __ E —&c. 


m i.2 I:.2.3.4 1,2,3...6 1.2,3...8 


222. Hinc autem tangens cuiusuis arcus fequenti 
modo per feriem exprimetur. 


2tang x ^ 
Cum fit tang 2X = ">=, erit : 
1—tang Y 
I tang x 
COAng. 21 EL — E cot * — 3 tang x ; 


ideoque tang x = cot x — 2 cot 2x. Cum igitur fit 
I  2?9[x 21Bx? 2b Ers 29a 


ROLES z 
bu X 1,2 1.2.3:4r Ross  I,2.8 


— &c. 


2 Cot 
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1 249Í[x 2895.3 2128 x5 25D? &c. 


AER TE oh a. 06. 43 1,7 
erit hanc feriem ab illa fubtrahendo : 
2?(2?-1)9Ix O co id -1)Ex* ici 1] Da? 
MERA. o +. 8 
-H &c. 
Si ergo hic introducantur numeri A, B, C, D, &c. 
$. 182. inuenti, erit : 


tg4— 


2Ax 23 Br? 25 Cs 2D. 
o y 1 + AA EDI —— + &c. 
cos 1.2 1.2.3.4. 1:2, 246 I.2...8 


423. Cofecans autem fequenti modo inuenietur. 
. I 
Quia et cot« — tang + 2 cota == 2.C0t 2% 5 
erit cotx?L2cotx.cot2x-|-r, & radice extraéta : 
cotx — cot 2x + cofec. 24, unde fit 

cofec 2x — cot x — cot 2x, & x pro2 x, pofito 
cofec. x — cot ix — cot v. | Quare cum cotangentes 
habeamus fcilicet : 


172 je CIRCE oar 
erit hac ferie ab illa fübtracta: 


cofec. x — A E A Eo Ca 2(2 lt 


* 152 1.2.3.4 A. 6 


Y yy 3 
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224. Per hos autem numeros Bernoullianos fecans 
€xprimi. non poteft, fed requirit alios numeros, qui in 
fummas poteltatum reciprocarum imparium ingrediun- 
«tur, Si enim ponatur : 


199360981 
19391512145 
2404879661671 


COPUT'SFPFII 


ex me valoribus AI 


E € 

fec. r—0. + re xt gas ASAA 

teg a 2. F 4 + ESG + 

225. Vt autem nexum huius feriei cum numeris 

a, E, y, à, &c. oftendamus, confideremus feriem fupra 
traCtaram : 


: Y 
molar dá Ego cei. iq de po 


2+ m 21 — m 2n- 32 — 75 
Ponatur m = 4 z——£, eritque 


Y 


e qvos A ES: 


feu kz—nzx,.-erit 


7 7 


——À — — &c. 


ATEAK 3"z—2nx 
feu 
2 2 


uU E EU 


T=2X | mox 37—2x 3S3m-Tl2x jT— 2x 


= 47 . 5% T 
fec. > EA HA o ei 


B MAX? 9m?—4Xx 25B HAKE 497?- -AXX 


fi 
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fi nunc finguli termini in feries conuertantur, fiet: 
I I I 1 
T e dubie age L— &c.) 
* 5 e : - ri ^ 


2*x? I I I I 
(rm 4e rir 8e.) 


IE GL eL 4 Bic.) 


quarum ferierum loco fi valores fupra aífignati fubfti- 
tuantur, prodibit eadem feries pro fecante, quam de- 
dimus. 


226. Hinc fimul patet lex, qua numeri a, €, 
y, 0, &c. quibus fummae poteftatum imparium coníti- 
tuuntur, procedunt. Cum enim fit 


6 y A à 
Enf imt 1.2.3.4. ATTE 


neceffe eft vt haec feries aequalis fit fraftioni 


T&c. 


pnA———— JP——— aan————— ——— X 
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| a £ y 
| did (4i 142 risas i 
0 6 
C NAR ens Bot S 
0% 
rar. emer ed 
jig 
vnde fequuntur hae aequationes : 
E 
ETA 
1.2 
| .3 O LI 
à SEXE GE ES "ia d 
HE 1.2.3.4 
6. 6.5.4.3 GL iesu 
di yu 
L2" vote, Bet HEN 
8.7 8.7.6.5 8-.-3 8 1 
com: à — CARD 
1,2 Py VEL ER >. 8 I ge 
Sc: 
Ex hisque formulis inuenti funt iftarum litterarum va- 


lores, quos in $. 224. exhibuimus ; & quorum ope fum- 
mae ferierum in hac forma contentarum , 


fi n fuerit numerus impar, exprimi poffunt. 


$46 we o gS 


CAPUT IX. 


DE.FSU CALCULI.DIFFEREN- 
TIALIS IN AEQUATIO NIBUS 
RESOLUENDIS. 


227. 


(Contiratonem aequationum ad fun&tionum rationem 
reduci poffe fupra iam fatis oftenfum eft. Deno- 
tet enim y functionem quamcunque ipfius x , fi pona- 
tur y— o, in hac forma omnes omnino aequationes fini- 
tae fiue fint algabraicae fiue transcendentes comprehen- 
duntur. .Aequatio autem y = o refolui dicitur, (i is ip- 
fius x. valor definiatur, qui in functione y fubftitutus, 
eam aétu nihilo aequalem reddat. ^ Plerumque -autem 
plures eiusmodi valores pro x dantur, qui aequationis 
y=0 radices vocantur. Si igitur ponamus numeros 
f, gz; h,i, &c. effe radices aequationis y — o, funttio 
y ita erit comparata, vt fi in ea loco x vel f, vel g, 
vel 4, &c. fubítituatur, fiat reuera y — o. 


228. Quoniam igitur funétio y euanefcit, fi in ea 
loco + ponatur f, feu x- (f— x), exiítente f radice 
aequationis y — o, erit per ea,.quae fupra de funétio- 
nibus demonftrauimus : 

A (Fa) dy , (f —x)*ddy. (fa By 
SESA Ba METIA kis 6dx3 — ze. 


ex 


CAPUT 


ex qua aequatione valor radicis f ita definitur, vt quic- 
quid pro x fuerit pofitum, indeque valores quantitatum 
dy ddy. 
I dx? 2dx?? 
rum valorem ipfius f exhibens. Quo hoc clarius per 
cipiatur, ponamus effe y —x*—2x*-1-3x —4,; erit 
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&c fübftituti, femper refultet aequatio ve- 


d d 
34 —4x--35. 373839725 & cA 
ms valoribus fubftitutis oritur: 
omr? — 225-3 4 Raen d Eas) 
+ r3 r2) (—2» 
feu multiplicationibus actu inftitutis : 
faf TH 34 —=0 


oritur fcilicet aequatio fimilis ipfi propofitae, quae prop- 
terea easdem continet radices. 


229. Quanquam autem hoc modo ad nouam ae- 
quationem non peruenitur, ex qua valor radicis f faci- 
lius definiri queat; tamen hinc ingentia fübfidia ad in- 
ventionem radicum deduci poflunt. Si enim pro x as- 
fumtús fuerit valor iam proxime ad quampiam radicem 
aequationis accedens, ita vt f—x fit quantitas valde par- 
va, tum termini aequationis : 


qu. dy, (fx) 44y T2) dy 
PERITE e EN ada? EA + &c. 
vehementer conuergent, hancque ob caufam non mul- 
tum a veritate aberrabitur, fi praeter binos terminos ini- 
Zz22 tia- 
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tiales reliqui-reiiciantur. -Erit ergo fi pfo v iam valor 
cuipiam. aequationis y = o' radici prope aequalis fuerit 

ydx 
dy 
ex qua formula. etli non verus; tamen admodum pro- 
pinquus radicis f valor reperietur, qui deinceps denuo 
loco x fübftitutus, -multo adhuc propiorem valorem pro 
f füppeditabit; ficque continuo propius ad verum radi- 
cis f valorem accedetur. 


" —x)d 
affümtus, proxime- o — y qup? fcu f : 


230. Hinc igitur primum radices omnium digni- 
tatum ex quibuscunque numeris extrahi poffunt. Sit 
enim propofitus numerus 4?—|-2 ex. quo radicem po- 
teltatis z extrahi oporteat. . Ponatur x* — a” b feu 


x? an — bo, vwtfit yxan h; eris 

c Eram ddy a o d*y zu tare Je ios 

dre ? adx? 1.2 ? 6dx3 1.12. 3 2 
&c. 

Hinc fi radix quaefita ponatur — f; vt fie F— v(a*-4 D) 
erit : 

o —=x*-ar—b n(f— ayana p 07D Gg. y eni e, 


Si igitur pro v iam ftatuatür numerus ad valorem radi- 
cis quaefitae f prope accedens, quod fiet ponendo 
x — 2, fi quidem 2 fit numerus tam paruus, vt 


a"——L-(a—-1:)"; erit b = za"—(f—24) proxime, ideo- 
D iE. 
que 22-32 uL , vnde valor radicis multo pro- 


pius 
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pius cognofcetur. : Sin autem adhuc tertium terminum 
affumere velimus; vt fit 


t= nam od) p ED ue gay, fe 
(fa) == - DEA RN ideoque 


dinh ap de X aa +) feu 
E (Da Y Cae 2(z—1) 5: 2277). 


Quare ope extraétionis radicis quadratae valor radicis f 
ádhuc propius reperietur. 


EXEMPLUM. 
Quaeramus radicem quadratam ex numero quocumque €, 
feu ft xx — c y. 
Ponatur ergo numerus radici proximus —2, & btaa, 
ob.aa—- bc, & quia eft z — 2, fiet prior formula 


c—aa cif 
fia ee TERRE altera vero dat f = Ve, quae 


eft ipfa radix uti Cum igitur fit proxime radix 


A 
^ , hic ipfe valor. pro æ fcribatur, eritque propius 
: ote: 6 nacat E } 
radix f= » rbi i aum 
yan aie ce ba) Sit verbi gratia c— 53 


I "E 4 > 
erit ex priori formula f= I +]. Ponatur ergo: 12; 


Z223 erit 


LI | 

A 
M 
y 


(d 
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erit /— 2,255 nunc ponatur a — 2,255 fiet /— 2,256111, 
ftatuatur porro a — 2,236:1r:, erit f2,2360679, qui 
valor imn minime a vero difcrepat. 


231. Simili autem modo radix cuiuscunque aequatio- 

zt e : "m dx 
nis inueniri poteft proxime ope aequationis n dy 4 
poftquam fcilicet pro + aflumtus fuerit valor parum a 


quapiam aequationis radice difcrepans. Ad huiusmodi 
vero valorem pro x inueniendum, fübftituantur fucceffiue 
pro x varii valores, inter eosque is eligatur, qui func- 
tionis. y minimum hoc eft cyphrae proximum valorem 
indicat. Sic fi ft y — x* —2xx--3x-—4, 
pofito x—o fitt y———4 
XL E o eea] 
Em uc 
vnde videmus radicem contineri inter valores, 1 & 2, 
: d 
ipfius x. Cum ergo fit 5 Z 3xx-——24x-+H3, ` habe- 
bitur pro radice f aequationis x3—axx--3x—4--9 
inuenienda haec aequatio : 


pde A GS irr Er) 
T A —— E OE E 
f dy zer == 433 


Sitdfgo x. —15;.fiet f=1 += 2. Nunc ponatur 


12 ; 12 
a L3, fet f=2— PAGA Sit ergo s = 55 


erit 
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12 10 2812 : . 
E ls Lip iei E 1.644. Si vlterius pro- 
7 1701 I7OI 


gredi velimus, logarithmis commodius vtemur. 
Ponatur ergo x= 1,653, eritque 
Wr —:0,2182729 — 1,653000 
1x? —0,4365458 | en 2,732409 
1x3 — 0,6548187 i X3 22044516673 
x? —L— 4,516673 
3X — 4,959000 


95475673 34x ]-3—115,157227 
&xXd-4 9,464818 4x — 6,612000 
num. 0,010855. den. — 4,585227 

l num. — 8,0356298 
"]den. = 0,6613608 X— 1,653000 
I fra&. — 7,3742690 ; fra&tio — o, 002367- 
f= 2,650633 


qui valor. iam proxime ad verum accedit. 


232.  Citiores autem approximationes .ex generali 
expreffione deducere poterimus. Cum enim pofita func- 
tione quacunque 5 —o , fi radix huius o fuerit 

Zf, inuenerimus efle: 

—w)d —x)?dd —2x)3 d3 
E p ALL UM T ute IRE 
fit fx, ita vt fic radix f— x-|-s, atque ponatur 


erit: 
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in qua aequatione fumto pro x valore quocunque, ex quo 
fimul' y, p, q, r; $, &c. determinantur, inueniri debet 
quantitas s, qua inuenta habebitur aequationis propofitae 
y= o, radix f= x +z. Inid ergo eft incumbendum, 
vt quam commodiílime ex hac aequatione valor incognitae 
3 eruatur. 


233. Fingatur pro 2 feries conuergens haec: 
== A--B--C--D--E--G&.. 
atque fa&ta fubítitutione erit : 


s= 
pz = Ap + Bp -+ Cp + Dy -+4 Ep + Kc. 
ysr A27- AB7 HACI -— AD; -+ &c. 
-- ¿BB7+BC7+ &c. 
Lydi £LA*SQI-IABe-RA?COrÓnL &c. 
——IAB*;—L- &c. 
audet Z,A*:-I-IASB:-L &c. 
int, zig A%t + &c. 


Vnde obtinentur fequentes aequationes: 


| A er 
P 
BI — 194 
."T2p3 
e DAT TA 
C = 2p? 6p* 
4 53 n 4 
D= — 33:2 5X 7" TEAMS &c. 


Tape ^. 24pà 
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ideoque erit: 


dns rali cron PEA IRR AR an IR 9 
3 355? 6p* gp? a2 2v d so 
pM P P P p?  24P 


EXEMPLUM. 
Sit propofita haec aequatio X5 —-2xX 
Erit ergo y — 45 --2x*x— 23; 


e =p. = 54242 


AA 


== £4 = 204? 
Le A OA 


eos O tC: 


Ponatur autem nunc x — 1, quia hic valor parum a ra- 
dice discrepat, erit: 


YI pZz73 42-203 + 605 55-120. 


vnde fiet : 
X IO 200 IO $. 1000 $00 $ 
*Sm————— im. ue -- Ea 
7 75 7 71 q 75.75 
A 1 10 130 1745 + 3 
feu 222 — — — — — —— — ——- &c. eritque 
7 75 73 2 3 
ergo =-=—0,18, & radix f= 0,82, qui valor fi 


denuo loco x fuübftitueretur, prodiret radix maxime ve- 


rae-propinqua. 
Aada”) 234. 
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234. Inuenimus ergo ferien infinitam, quae cuius- 
vis aequationis radicem. exprimit: ea autem. hoc laborat 
incommodo vt tum lex progreflionis non pateat, tum 
ipfa nimis fit perplexa atque ad víum non fatis accom- 
modata. Alio igitur modo idem negotium fufcipiamus, 
feriemque magis regularem inueftigemus, cuiuscunque 
aequationis propofitae radicem exprimentem. 


Sit vt ante propofita aequatio y — o, exiftente y func- 
tione quacunque ipfius x ; & quaeftio huc redit, vt va- 
lor ipfius x definiatur, qui loco x fubítitutus functionem 
y reddat nihilo aequalem. Cum autem y fit functio ip- 
fius x, viciflim x tanquam functio fpeétari poterit ipfius 
y, atque hac confideratione adhibita quaerendus eft va- 
lor ipfius fun&tionis x, quem induit, cum quantitas y 
euanefcit. Si igitur f ponatur defignare iftum ipfius x 
valorem, qui erit radix aequationis y —0, quoniam x 
abit in f, fiftatuatur y — o, erit per ea quae fupra fine 
demonítrata : 

da 2ddx 

FEE E rial UE 2dyi + 
in qua aequatione ftatuitur differentiale dy conftans. Si 
igitur ponatur : 

dx Y dp ATRE TL 

dj 3 e 5 dy — ^5 dy 
erit his valoribus introduétis, vt confiderátio differentia- 
lis conftantis exuatur : 


1 1 ài Y 
June pn — e LE n 


y3d3x dro 


6dy? 24dy* 


EL OC. 


5 + &c. 
35* 
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455. Tributo ergo ipfi ~ quocunque valore, fimul 
valores ipfius y, atque quantitatum p; 4, 7, $> &c. de- 
terminabuntur ; hisque inuentis habebitur feries infinita 
valorem radicis f exprimens. Sin autem aequatio y= 0 
plures admittat radices, tum eae prodibunt, fi pro x di- 
verli valores affumantur : quia enim y eundem valorem 
induere poteft, etiam(i ipfi x diuerfi valores tribuantur, 
mirum non eft eandem feriem faepenumero plures való- 
res fuppeditare poffe. Quo igirur his cafibus ambigui- 
tas tollatur, fimulque feries conuergens reddatur, pro x 
affumi debet valor iam prope ad valorem eius radicis, 
quae quaeritur; accedens. Hoc enim modo valor ipfius 
y fiet admodum paruus, ferieique termini vehementer 
decrefcent, ita vt paucis terminis fumendis iam fatis ius- 
tus valor pro f inueniatur. Hic igitur valor fi deinceps 
loco x fübítituatur, quantitas y multo minor euadet, fe- 
riesque multo magis conuerget ; "hocque modo ftatim 
radix f tam exa&e innotefcet, vt error futurus fit mi- 
nimus. Hincque fumma huius expreflionis praerogatiua 
prae ea, quam ante elicueramus, manifefíto perfpicitur. 


236. Ponamus extrahendam effe radicem. potefta- 
tis 2 ex número quocunque N. Sumta igitur proxim£, 
poteftate exponentis 7, numerus propofitus facile refol- 
vetur in hanc formam NÆ 4” 4-7. Erit ergo 


ae" zzan--b & y Ear emae h; vnde fit: 


Aaaa dy = 
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de Y 
aj em pa Y a . e — N ma as 
dy — BROTA aur c "en 
qn i (sb di deis gue cori eacg 
P nx? E: dy ^74 ans 
- -I)7v d : -I)(22- 1) 
bipes (C DX(257-1)42» , 97 s s NUS) CANT 
2 22h jo ay PE Comet 
pores (n-1X27-1X(32-1)2 . ;& ¿e MD DG) 
n? x 3n an ga" 
E 


Ponatur nunc x-— 25, eritque 5-——£, atque radix 
n 
quaefita f= e 4^—- b) hoc modo exprimetur : 


FEAR (2-15) (2-1) (22-1)03 


Za ?—t 72.28.12? 7.27. Zn. (4—X 


(2-1) (22-1) (32-1) 7* 
2427. 37. 42 Q 4»—1 


E Kc. 


ficque prodit eadem feries, quae vulgo per euolutionem 
B s 
binomii (4?——2)" erui folet. 


2537. Poftquam ergo in a&uali extraCHone radix 
proxime vera a fueritinuenta, fimulque refiduum 2 fue- 
rit repertum , tum ad radicem infuper addi oportet va- 


Tu b : 3 . 
lorem frattionis zan» quo propius vera radix obti- 


: N-2 
neatur. Erit autem |. 2^—* = 5 ob N= ar}. 
lt 


At vero hoc modo radix iufto maior inuenietur 7 quo- 
niam tertius terminus fubtrahi debet, ^ Quo igitur per 
diui- 
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| diaifionem refidui 7 radix multo propius ad verum ac- 
cedens inueniatur idoneus diuifor debet inueftigari , qui 
fingatur elle 245-1 + a) + Ebb + yb + &«. 
Cum igitur debeat effe : 


b —À 


nara ab Ep? + y Pp &c. 


LE (m=1)bb , (m1)(2a-1)03 (era 1)7* 
DAR- VNS ME OATI 6 z?aq3?-1 2424041 

E &c. 
fiet multiplicatione per nera b 4502 y 13 480, 


E uw 


inftituta : 
(n=1)bb , (m1 Jrs (2-1) (2n=1 ld &c. 


um 62242? 2423 a3? 
ab? (2=1)a b? d (2-1) (22—-1)a5* 
na” i 272g4n-Y E 6nia 
6b (2—-1)62* 
nar—* 2 
y^ 
ds ume 
Hinc deducuntur fequentes determinationes > 
2— 
a == —— 
24 
e— (z-1)9 (2-1)(22-1) _, (2-1) (23: 1) 
AREE OUT Granti ~ 122 49 EY. 
Ed (2-1)6 is (1-1Y(22-1)& hiat (z-1) (22-1) (32-1) 
™ anar 67242 zantan —— 
(+1) 
EE A T Frac- 


2440211 d 
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Fraétio ergo ad radicem iam inuéntam e infuper. ad- 


denda erit: j 
mc e Car uA kia (mi-1)5) (2-1) 43 . 
ti 1220941 24 nañ+ı 


238. Quod fi ergo radix quadrata extrahi debeat ex 
numero N, atque inuenta iam fit radix proxima = 2,5 
cum refiduo = 2, ad radicem inuentam infuper addi 
debet quotus, qui oritur, fi refiduum ^ diuidatur per 


b Ab »- 5t 8rc. Si di 
E io cn H3 OEC. in autem radix cu- 
bica extrahi debeat, tum refiduum 7 diuidi debet per 
b 2 bh 93 
30 + — a e A Sc. quarum formularum 


vfum in his exemplis declarabimus. 


EXEMPLUM L 
Extrahatur radix quadrata ex numero 200. 


Ponatur N — 200, & cum proximum quadratum fit 196, 
erit 2— 14, & refiduum $ — 4, quod propterea diuidi 
, 1 X I I 
debebit per 28 AMETS ^ (DET. E 
ergo diuifor — 28,142155, per quem fi 4 diuidatur, ob- 
tinebitur fraCtio decimalis ad 14 addenda, quae iuíta erit 

ad xo figuras & vltra. 


eritque 


EXEMPLUM II. 
Extrahatur rádix cubica ex numero N =10. 
Proximus cubus elt 8, & refiduum —2, vnde 1:—2 
& 
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Qu BOUT 


sta 1 
& bz, atque diuifor = 12 Hric 71539444 


Quare radix cubica quaefita erit proxime 
f 2 ds 10000 


2 =2=—. 
12,9444 64722 

239. Series pro radice inuenta etiam confiderari po- 

teft tanquam recurrens orta ex quapiam fractione, hoc enim 

modo plures termini feriei ad multo pauciores, qui numera- 

torem & denominatorem fra&tionis conftituant, reuocabun- 


. Sic leui attentione adhibita perfpicietur fore proxime : 


4-629; 
(aha? —— atque adhuc propius 
pens 
i 4019,54 V ib 
(a-A- D 0 
P Maa =2) y a N aa Tee L2 i 


Simili modo plures terminos E fraftiones 
adhuc accuratiores obtineri poffunt : 
(ai) —— ar, 

-- C39 ai LESE ppap CoD CARD d 


a3 — ED NOD DN ar (32D -2Y2— z-iys i 
2 120 
Quin etiam huiusmodi forma generalis exhiberi poteft, 


ad quam commode exprimendam fit : 
AS 
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pure os 
Cc— A | e= 22 Am B 
Sc. | &c. 


His autem valoribus determinatis erit: 
Ms iria H Amh B am: ——-Can-b3-L-&c. 
(a+ b) = gM Mam) YB M2 2. Es m-3)3 -r&c. 


240. Si igitur hic pro z fübítituatur numerus frac- 
tus, iftae formulae ad extra&tionem radicum apprime erunt 
Ji accommodatae. Sic fi radix quaecunque poteftatis z ex- 

E trahi debeat ex forma ar-—+H6b, 'fequentes formulae in 
i vfum vocari poflunt: 
n | E 2 anar + (11) 

| d Cim 1 f anar + (n—1)b 
cria EA lantar na. 
122? 4 + 6z(22 —1)a"b——(22—1)(z —1 jbh 
Sin autem ponatur  a”+-2N, vt fit ar =N—)0; 

erit : 

2 a N— (2-1)4 
"22 N— (1)5 
(anb ZEA 1272 N2— 62(22 —1:)Nb -— (2 —1) (a—=1)bh i 

124?N?— 6a(2u4 1)Nb— (24+ 1) (04 1)bb 

241. 


(arab) "a 
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241. Formula igitur generalis pro radice cuiusque 
aequationis inuenienda in aequationibus, quae ex pluribus 
terminis conftant, eundem praeftat. vfüm, quem folita re- 
gula binomii ad refolutionem aequationum purarum x*—-c 
afferre folet, atque adeo hoc cafü in regulam illam ipfam 
abit. Sin autem aequatio fuerit affecta vel etiam transcen- 
dens, expreflio noftra generalis femper aequali fucceflu in 
vfum vocatur, feriemque praebet infinitam, quae valorem 
radicis exhibet. Quamobrem cum in hoc negotio fum- 
ma vis iftius formulae generalis confiftat, eius vfum hic ali- 
quanto fufius oftendamus. - Sit igitur propofita haec aequa- 
tio affecta tribus terminis conftans : 

x? + cx N, 
denotantibus c | & N quantitates- quascunque datas. 
Ponatur x?-cx—N-—y, erit dy— (zx1-L-c)4x, 
I 
P—— grrr? 
dp BESO dw de ya z(z-1)x"-t i 
(nr 0)? 


hincque fiet tum eft 


(nati? 


d 
Simili modo ob . r = z - 


so 8 i 
— e reperietur : 


2? (n-1)(22—1) x2?-4 — n (2-1) (1-2) cx? 
nar )* 
18 anÓ(z- Y (ann Go-Da-6 447 (1-1)(2-2)(27-1)c x-5- n(a-1(m2)(1-3)c2x"4 
x : NS. (ERE REN O 
n4 (nA Gra (amo Xam-iY(29n-m)cxomer 
tz Tat (u- v2 2X7 2)(22-1(-29)c*x wa- i 6—n(n-1) (2-2)(2-3)X(1—-4)c? an-s 
"(axn- nxn-—i -- c E 7 
&c. 


Bbbb Qui- 
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Quibus Mecca inuentis, erit aequationis propofitae radix 
1 
fp -00—2 nog et TE ein ee 


quicquid enim pro x (Bh : id P mul litterae 
Yə P> > Y, Sc. valores determinatos induunt , fumma 
ferici aequabitur valori vnius radicis. 


EXEMPLUM L 
Sit propofita haec aequatio X? —- 2x — 2. 
Erit c—2, NZz2, & 2223, atque y—x? -4- 2x— e, 


— it y— ctra a se 844 
Ponatur 41, erit yr, RPG q E 
6.90 Ae 2 s 
eb, 3p &c. atque aequationis radix erit: 
ss 
1 14 60 E 
== —$— Eee. 


Ponatur nunc *2=0,77, & quia eft y — x? —-2x—2 ; 
I — . „— ^ a . 
dre) q——6pix; r-c9xxp5—12p5; atque 
-—- 216o0p'x?-|-720p!x ; habebitur logarithmis ad- 

hibendis : 
le — 9,8864907 | ES 0777 
]x*— 957729814 | x? 0,5929 
1x3 9,6594721 | x?— 0,456533 
, 2% — 1,54 


43-L2x — 1,996533 
Ergo y —2-0,903467 


CAPUT 


IX 


lay = 7,53995385 340 2-2 3,7787 
Ip. — 9,42265755 (Gr *2)— 0,5773424 
I-py = 6,96261135 —gy-2 0,000917511 
Agr oc ARA. AIDA 
lp? = 8,2679725 
lx = 9,8864907 
13 — 0,4771213 
ly? — 5,0799076 
jalus 3,7114922' 7 49) 20000000514 + 


Ergo radix f = 0,770916997, quae vix in vltima 


figura a vero aberrabit. 


EXEMPLUM ii 


Sit propofita aequatio x* — 2 XX—-4X — 8. 
Ponatur y——4*—a2xx-|]-4x —8, erit dy—=4dr(a3—x41) 
1 dp -— 3xxti 


pL x -zxii) jor a (a3 ue 1)? Ergo 
=n x dq -o 21X1—12Xx—3 & 


dus T (x3— 4-1)? ) de 16(x3— x41) 
20 —I244 73 j 
yc 64 (x3 —ri) &c. 
ex quibus erit radix aequationis propofitae : 
3. DY (gx*o-axx y? &c 
4(x3— x41) g32(X3—x-p1)? r28(x3-x1)5 Ds 


Wm 


Oportet ergo ipfi æ idoneum valorem tribui, quo ferios 
ita fiat conuergens. Primum autem perípicuum eft, fi 
Bbbb:a ipfi 
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ipfi x tribueretür talis valor, quo fieret **—*41:—20, 
tum omnes feriei terminos praeter primum euadere in- 
finitos; neque adeo exinde quicquam concludi poffe. 
Conuenit ergo ipfi x eiusmodi valorem aflignare, quo 
& y fiat exiguum & x? — vı non admodum 
paruum. Si x-—-r, ert y =o—s, & 


m rr qm 
PR lee pde 


; ee 125 
vbi cum tres termini vt re — $75 —- -congruant 
4 I6 64 . 


; > 5 > 
cum progrefflione geometrica, cuius fumma, eft 3 eit 


EHE I 2 A 2 
circiter f = * .: Statuamüs ergo kem, erit ETT 
& rim. vnde fit: 

3 I M E E 
=2+- —— Y — — 80. — 1,61. 
AD 64 256.529 3 
Ponatur nunc ^x — 1,613 erit: 
lx =0,2068259 | x — 1,61 fit Art 


]x?—0,4136518 | 1? 2,5921 
1x3 — 0,6204777 | X?— 4,173281 
1x*5— 0,8273036 | x*— 6,718983 
hinc 
ly =8,4016934 | y =-0,025217 
15 05518502 | y — 3,563281 


1-3—7,8498432 | 
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I4 =0,6020600 | 

12471832 | E 
L[gxx=1)0,8309926 

1y* — 6,8033868 

7363437924 

IzS —— 156555506 

5,9788298 
132 — 1,2041200 | (arr? — 0000005952 
4,7747088 | 325 
Ergo f —=-1,6117632. 

242. Methodus haec inueniendi radices aequatio- 
num proxime aeque patet ad quantitates transcenden- 
tes. Quaeramus numerum x, cuius logatithmus ex 
quocunque canone defümtus ad ipfum numerum datam 
habeat rationem vt 1 ad z, atque habebitur ifta aequa- 
tio x—zix-:o: fi autem k modulus horum lo- 
garithmorumr, ita vt ifti logarithmi obtineantur, (i loga- 


rithmi hyperbolici multiplicentur per £, erit Fo aad 


QQ 


= 0,0017692 


el 


| 3x1 6,7763 


x 
Ponatur ergo. x —2/x-—:y, fitque f valor ipfius x 
quaefitus, qui reddat x = 7x. Cum igitur fit 

knd isa 

y=x— alx, erit dy — dx A = dx(x-kn) 
" x 
& EAD T E 5 vnde dp ERCA. ergo 
dp ju nx __2kaxdo+k?n? do 
PE AEEA I Ee S4 es SEXT 
dy Gon) (kn) 
dg |. _knx«(2xtkn) 
a Qua- 
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Quare fiet : 
fumo ro MN RUXIY — — kn y(a zn) 
TUM x— ku 2(x—kn)’ 6 (x — kn)’ 
Infra autem oftendemus hoc problema folutionem non ad- 
mittere, nifi fit &zz- e, exiftente e numero cuius logarith- 
mus hyperbolicus eft — 1, feu debet elle -kz 2,7182818. 


— &c. 


EXEMPLUM. 
uaeratur numerus praeter Yo , culus logarithmus tabu: 
laris aequetur- decimae parti ipfius numeri. 


Quia de logarithmis tabularibus quaeftio inftituitur, 
erit A—:0,43429448190325, atque ob z— 10 habe- 
bitur £2—4,3429448190325.. Fatto iam x — 1, erit 
1 2.17 14724. 

253419 5. 3,3419), . e 
ficque proxime erit £— 1,37.  Statuatur ergo. x — 1,37, 
erit /x — 0,136720567156406, & ob. y — x — 10/x, 


jzzr,' eique FESTA 


erit y —0,002794329843503; & 
—x--ki2-222,9729448190323- Fiat ergo 
lx —0,1367205 
ly — 7,4462773 


755829978 
I(ku—x) == 0,4731866 


X9 223 
1,1098112 xke" 0, 00128769. 
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Deinde cum fit tertius terminus adi ois E Gui s 
er it : 
| I. = — 7,1098112 
ly = 7,446277 
lkn È 0,6377842 


5,1938527 , 

Kkn-x)* — 0,9463732 

452474995 

I2 —= 0,3010300 

Itert. term. — 3,9464695 

L term. x — 1,37 

IL term. == 0,00128769 
Hl term. == 0,00000088 


f — 1,37128857 
If — 0,137128957- 


243. Si aequatio fuerit exponentialis, ea ad loga- 
rithmicam reduci poterit; ita fi quaeratur valor ipfius 


x, ve fit x = a, ert xx = Jj; Quare pofite 
y= xlix — la, fiat dy —dxlx 4dr, 
r a — I 
& A ÍA: Tumque 


dumm 


$63 


— dx dp "eT 
doc S Pg 
4 xapa? E dy 7 xi EA) 
— dx 3dx : 
g= arios AA > ideoque 
di A 


I E: é 
dy € a 4x)* pi a+ la)s 3 p 


_— 2dx rods AMR 
= Pap 7 ae apa TE | 
10 “15 | 


& 


NY 2 nd e li 
URS G, AT? 

RC 6 TI 40 I0; — 105 — | 
= 2 O GHN O ata Hy O OEP 


ELE: E I E eee AE 
“— isa)” xs (ix)? EN 


Hinc ergo fi verus valor ipfius x fit =f, ita vt fit 


Jf — a erit : 
BNET ucro voe E TE 
! JEA GE) ax) arapa BGH Betah 
M pueda? sim) copia i8 GET 
| ~ Gx (q la)t a2x?(-x)9 grt(141x) 


] | y* ys | 
| SE | 

5 
— aoxt(14/x)* 


Haec 


&c. 
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Haec ergo expreffio in infinitum continuata, quicunque va- 
lor pro.« ftatuatur, fumto y — x lx — la verum ipfius f£ 
dabit valorem. - Sic fi ponatur += 1, erit y =:—/2, & 
Ten daa 2(l2)3. noat , 32(1a)* 625(la)% 2 
y x circus EM CU am SY 
vbi notandum et efe /; logarithmum hyperbolicum 
ipfius a. 
EXEMPLUM. 
Quaeratur numerus: £, vt. fit 12-300. 
Cum fit a=100, & yzzxlx—lacxix—i100, quia 
patet effe f>3 & <4, ftatuatur 
xci; eritque /r—1,25276296849 
wle 4,38467034972 
1100 4,60517018599 
Y =-0,22049983627 
1-1 2,25276296849 
Hinc erit logarithmis vulgaribus adhibendis ; 
[-y— 9,3434083 
(1+/x)= 0,3527156 
8, 9906927 ; = = 0,0978797 
1y2= 8,6868166 "T7 
31(1+/x) = 1,0581468 
= 7,6286698 
lax 217 — 0,8450989 


6,7835718 = 0,0006075 


y? 
2x(1 Thx) 
Ergo proxime: erit. fÆ 3,5972722 
fequentibus vero infuper terminis 
fumtiserit F = 3,5972852 
Cece 
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244. Praeterea autem: calculus differentialis infig- 
nem habet vfum in refolutione aequatiotium, fi quaepiam 
relatio, quae: inter radices intercedit, fuerit cognita. ` Sit 
propofita aequatio y — o, iñ qua fit y funttio quaecun- 
que ipfius x. Si iam verbi gratia conftet, duas huius 
aequationis radices inter fe differre quantitate data 7, hae 
duae radices facile inuenientur fequenti modo. ^" De- 
notet x harum duarum radicum minorem, erit maior 
—x +, quare cum functio y euanefcat, fi x fignifi- 
cet vriam ex radicibus aequationis y — o, euanefcet quo- 
que y, fi loco x ponatur x-1-«. Quocirca erit: 


a a*ddy 
“adx 


a3 d3 y 


ad 
a + Ea ko. 


o= HG 


Vnde cum fit y — o= erit quoque 


a3 d*y 
24dx* 


a? d3 I5y 
'6dx3 


addy y 
Z + ig 3t + &c. 


quae duae pe fimul fümtae per methodum eli- 


minationis dabunt valorem illius radicis +, quam alia ra- 
dix fuperat quantitate a. 


EXEMPLUM. 


Sit propofita haet aequatio 


x* — 24x? --49x*xX — 36 20, 
quam undecunque conflet, habere duas radices vnitate 
differentes. 


Pofito 
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Polito y mas —244? --49xx —— 36. erit: 
dy. Lo yy*—— yart E egy 


= 104! — 72x -l- 49 
— 10? — 24 


a a c e, 


TROU (CS 
Tods T * 
Jam ob a = t erit: 
A...3x*--10x3 — 62x?-1-31x-]-26 — 0. At eft 
B... x5 — 24x? + 49xx — 36 — 0. 
Multiplicetur fuperior per x & inferior per 5, alte- 
raque ab altera fubtralta relinquet: 
104*-1-58x3 — 214x?-1-264-1-180 — o feu 
Q...5x*--29 x3 — 107 x* -4-13x-1- 90 — o 
a qua prima A fubtratta relinquet : 
D... 190 — 4532 — 18x -] 64 =o 
sx 95$ x* — 2251 — 9o x* + 320x — o 
A9... 95x* + 1904? —n78x* ——589 x + 494 —0 


Eo... eso 415% —1088x?—-—269 x -F 4940 
D.415 -se . «e e 7885x*—18675x^ —7470x- 4265600 
B219:U 1x5. .. 7885x?—20672x*-L-5111x4-9386—0 


o —M— ae 
——— 


F cs 50.5 leia a de 19974? — 12581x 17174 0 
(76:0 6.2 D.247 
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D.247 .. E 469318 1TTTG x?——4446X -|-158608 — 0 | 
E.32... 13280%3——34816 x?—- 8608 HI 5808 0 | 


a e 


— 


8587x3——23701x?——13054*——0 
pr eed: . 8587435—-23701x-1-130542—0 
P8587... 17148239:?—108033047x-1-147473138 —0 


G.1997 . . . 17148239 x*— 47330897 x -1-26068838 0 


60702150X — 12140430020 
Ex qua aequatione fequitur. x — 2, 
ac propterea quoque radix aequationis erit x — 3, quo- 
rum vterque valor aequationis fatisfacit. 


ul 245. Poteft autem haec operatio abfolui fine fubfi- 
| dio calculi differentialis , propterea quod eadem aequa- 
tio, quam calculus differenrialis fuppeditanit, prodit fi in | 
ipfa aequatione propofita ponatur x-1—2 loco x. Cete- 
rum vero haec methodus: eliminandi nimium: eft- ope- 
rofa, &, fi aequationes effent altioris gradus , labor pe- 
nitus foret infüperabilis ; ex. quo multo minus in aequa- 
| tionibus transcendentibus locum habere poteft. Quod fi 
autem ponamus duas aequationis propofitae y — o radi- 
ces inter fe effe aequales, tum ob a= o, aequatio diffe- 
BEF d . 4 
| rentialis abit in hanc Z = o. Quoties ergo` quaepiam 
| L . 
aequatio y — o habuerit duas radices aequales, toties 


d ; ; 
erit = =o; atque hae duae aequationes coniunctae 
ax 


praebebunt eum ipfius x valorem , cui binae radices funt [i 
aequa- 
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aequales, Vnde viciflim fi ambae aequationes y —o $ 


d: 3 : š 
J — o communem babeant radicem, ea erit radix du- 


dx 
plex aequationis y — o. Euenit autem hoc, fi poftquam 


quantitas x ope duarum iftarum aequationum y= © 


Ls — o penitus fuerit eliminata, perueniatur ad aequatio- 
nem identicam. Sic fi proponatur aequatio : 
x3 — 2xx—4x--8-—9 
erit quoque 3xx —4x —4— 0, cuius duplum ad eam addi- 
tum dat .x3--4xx—1i2x-c0 feu xx-|-44—12—09 
cuius triplum eft. 34xw—1-12x——36 =0 
fubtrahatur 3xx—— 4x — 4 0 


ma 


16x — 320 
E =o 
Cum ergo prodierit += 2, fubftituatur hic valor in vna 
praecedentium grr — 4x — 49, & prodibit aequatio 
identica 12 — 8—40, vnde colligitur aequationem 
propofitam x? — 2xx—— 44-80 duas habere radi- 
ces aequales, nempe 2. 


246. Si igitur habeatur aequatio algebraica quot- 
cunque dimenfionum : 


x5 Y Axm j Brr Cyr- + Da 7-4 — &c.— 0 

quae duas habeat radices inter fe aequales, erit quoque 

nr (1 x) Ax" (2-2) Bx»3-4- (2-3) Cu*-4-- (2-4) Dxv-s 
—+ &c. — 0. 

Ccccs Scili- 
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Scilicet illius aequationis. radix duplex fimul erit. radix 
iftius aequationis. X Multiplicetur illa per z, ab eaque 
haec per + multiplicata fübtrahatur, prodibitque haec 
noua aequatio : 

A x23 2 Bar Y 30393 Y 4D x7-« + &c. — 0. 
Nunc addantur prima per « $ haec per 4 multiplicata 

erit : 

ax n—-(a-4-D)Axn--— (a3 2 0)Bx*-3—--(a4- 30)C 1734 &c. — 0 
quae aequatio cum ipfa propofita coniuntta monítrabit 
radices aequales, fi quas habet propofita. ^ Cum igitur 
quantitates 4 & b pro lubitu affumi queant, coefficien- 
tes a, ab, a-]-2^, &ec. progrellionem quamcunque 
arithmeticam repraefentant. -Quamobrem ` fi aequatio 
quaecunque habeat duas radices aequales, eae inuenien- 
tur, fi finguli aequationis propofitae termini multiplicen- 
tur per terminos cuiusuis progreílionis arithmeticae re- 
fpettiue; noua enim aequatio hoc modo. refültans -eam 
rádicem, quae in propofita bis ineft, quoque continebit; 
Sic aequatio : 

an e Are Bes Y Cx Dre + &c. — 0 
fi eius termini multiplicentur per progreflionem arith- 
meticam hanc: 

az a--b3 a+2b;5 a--53b; a--45; &c. 
prodibit noua aequatio haec: 

ax" 04D) Ami - (a4 2b)B17 24404 30)Cx "34 &c. —0 
quae cum illa coniuncta radices aequales oftendet. Haec- 
que dft- regula fatis cognita inueniendi radices aequales 


cuiuscunque aequatioris. 
247. 
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247.. Si aequatio y = o tres: habeat radices aequa- 
les non folum erit z = o, fed etiam erit 2 o; fi 
quidem pro x ftatuatur eius radicis valor, quae in ae- 
quatione y — o ter ineft. Ad hoc oftendendum pona- 
mus aequationem y= 0 tres habere radices huiusmodi 
x, xa, & x}, quae primum interuallis finitis « $ 
b a fe inuicem difcrepent; & quia y euanetcit, fi loco x 
tam x-j-2, quam 0 fcribatur, erit: 


y 2o 
ady a?ddy 23 dy a*d*y aS 
o EN cgit" Seve 


bdy ` Pddy | Py Vy ge 
e epe a BOT O 


de 2 dx? 6dx3 24dx* 


a quibus binis pofterioribus fi prima fubtrahatur erit: 


dy , addy a? d3y a3d*y ET. 
qu unite at ae ecce 


dx 
dy. bddy , Pdy , vd A 
L4 a ^ SUME a TO 


Subtrahantur quoque hae a fe inuicem, diuifioneque per 
4— b fatta erit: 
ddy. , (a+b)dy (ab EM CR 2i 


2dx? 6 dx? 24d x* 
Ponatur iam 4 — o & b= o, ita vt tres illae radices in- 
ter fe fint aequales, eritque ob terminos euanefcentes = 


"o pronto i ddy , 


A epos ga wee 


248. 
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248. Quoties ergo aequatio y — o, tres habent ra- 
dices aequales puta f, f, f, tum ifta quantitas f erit 
dy 


quoque radix non folum huius aequationis ico fed 


3 Gala! ; E 
etiam huius 5—- — o. Hinc manifeftum eft, cum f fit 


dx? 
i å AVES doy a : , 
radix communis dequationis ure & eius differentia- 
[/ 
. ddy : i É dy NC 
2 — o, eam in aequatione — — o, bis ineffe de- 
lis PT n aeq 2 o de 


bere, per ea quae ante de binis radicibus aequalibus os- 
tendimus. ^ Quare fi aequatio: 


HA Bar Y Cars Dira + é8c. =0 


tres contineat radices aequales f, f, f, fi eius termini 
per terminos progreffionis arithmeticae cuiusuis multipli- 
centur, tum aequatio refültans binas habebit radices ae- 
quales-f & f: quamobrem ea denuo per progreflionem 
arithmeticam quamcunque multiplicari poterit, vt pro- 


deat aequatio eandem radicem f femel complectens. Ob-. 


tinebuntur ergo tres aequationes communem radicem 
f habentes, ex quarum combinatione haec ipfa radix fa- 
cile elicietur. Si enim eiusmodi progreffiones arithme- 
meticae eligantur, quarum vel primus vel vkimus termi- 
nus fit — o, tum aequatio prodibit vno gradu inferior, 
ficque eliminatio eo facilior euadet. 


249. Simili modo oftendetur, fi aequatio y — o qua- 


tuor habeat radiges aequales f, fy f, /, tum pofito « — f 
non 
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* d P 
non folum fieri f = 0, Z =o, & dis —9) fed etiam 


d? y E. : : 
fore 55 — 0. Scilicet vti aequatio y — o quater con- 
A 
j : 4 . dy 7 
tinet radicem x =f; ita aequatio 7" eandem rádicem 
ddy 3 


ter; aequatio vero 57; — 9 bis, & aequatio 73 = 


femel compleétetur. Hoc quoque facilius perfpicietur , 
(i perpendamus fun&ionem y hoc cafü huiusmodi for- 
mam (x—/)*X habere debere, denotante x fun&tionem 
quamcunque ipfius x. Hac forma aflumta erit : 
d x—f)4X . 

der (aL 227), ideoque per (x—f)? 
diuifibilis. Similiter porro habebit 22 fattorem (+=f)2, 


d3 i 

& = factorem x—/; ex quo perfpicuum eft, fi radix 
xf in aequatione y= o quater infit, eam in aequa- 
dd 
dx? 


. d A : A 
tione z =o ter, in aequatione z= o bis, atque in 


d ern femel adhuc ineffe debere. 
da? 


e o € | 
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DE MAXIMIS ET MINIMIS. 


250. 


hi S. fun&tio ipfius x ita fuerit comparata, vt crefcentibus 
| valoribus x ipfa continuo crefcat vel decrefcat, tum 
ifta fun&tio nullum habebit valorem maximum minimum- 
ve. Quicunque enim huius funétionis valor confidere- 
tur, fequentes erunt maiores, praecedentes vero minores. 
Huiusmodi funétio eft x3 —-x, cuius valor crefcentibus 
+ continuo crefcit, decrefcentibus vero «+, continuo de- 
crefcit; maximum ergo haec fun&tio valorem alium in- 
duere nequit, nifi ipfi x valor maximus, hoc eft infini- 
tus tribuatur; fimilique modo minimum obtinebit valo- 
rem, fi ponatur x —-—co. Nifi autem funétio ita fue- 
rit comparata, vt crefcente x continuo creícat decres- 
catue, maximum vel minimum alicubi habebit valorem; 
hoc eít eiusmodi valorem, qui fit vel maior vel minor, 
quam antecedentes & fequentes. Sic ifta functio xx — 
i 2x—1-3 minimum valorem induit, fi ponatur x —r, qui- 
cunque enim alius valor ipfi x tribuatur, perpetuo func- 
tio maiorem- adipifcetur valorem. 


251. Quo autem natura maximorum ac minimo- 
t rum clarius perfpiciatur, ponamus y eiusmodi effe func- 
| tionem ipfius +, quae maximum obtineat valorem, fi 
ponatur x — f; atque intelligitur, fi + ponatur fiue ma- 

ius 
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ius fiüe minus quam f, tum valorem ipfius y inde ori- 
undum minorem fore illo, quem induit (i ponatur x—J. 
Simili modo, (i pofito x =f, functio y minimum obti» 
neat valorem, neceffe eft vt, fiue ~ ponatur maius quam 
f fiue minus, femper maior ipfius y valor refultet: haec- 
que eft definitio maximorum & minimorum abfolutorum. 
Praeterea autem. quoque fun&io y maximum valorem 
recipere dicitur pofito verbi gratia x =f, dummodo ifte 
valor maior fuerit quam proximi fiue fequentes fiue an- 
tecedentes, qui oriuntur, fi x aliquantillum fiue maius fiue 
minus quam f ftatuatur ; etiamfi aliis valoribus loco x fub- 
ftituendis fun&tio y maiores forte valores recipiat. Similiter 
fun&io y minimum valorem recipere dicitur pofito x =f, 
dummodo ille valor minor fuerit iis, quos induit, fi loco 
x valores proxime fiue maiores fiue minores quam f 
fübítituantur. Atque in hac pofteriori fignificatione iftis 
maximorum & minimorum vocabulis vtemur. 


252. Antequam autem modum oftendamus haec 
maxima & minima inueniendi, notari conuenit hanc in- 
veltigationem proprie in iis tantum ipfius » functionibus 
locum habere, quas füpra vniformes vocauimus, & quae 
funt ita comparatae, vt pro fingulis ipfius x valoribus fin- 
gulos pariter valores recipiat. Biformes autem & mul- 
tiformes fun£tiones vocauimus, quae pro fingulis valori- 
bus ipfius x binos pluresue valores inducunt, cuiusmodi 
fun&iones fant radices aequationum quadraticarum & plu- 
rium dimenfionum. Si igitur y huiusmodi fuerit func- 
tio ipfius «+ vel biformis vel multiformis, tum proprie 


Dd dd 2 dici 
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dici nequit, eam pofito x =f valorem fiue maximum 
fiue minimum induere: quoniam enim pofito x =f vel 
duos pluresue valores fimul obtinet, atque praecedentes 
aeque ac fequentes fint numero plures , diiudicatio ma- 
ximi minimiue non tam facile inftituitur: nifi forte om- 
nes funtlionis y valores, qui fingulis ipfius x valoribus 
refpondent, fint imaginarii praeter vnum ; quo cafü hu- 
iusmodi fun&tiones fpeciem funétionum vniformium men- 
tiuntur. Primum ergo functiones vniformes harumque 

{peciem mentientes contemplabimur, tum vero quomo- 

i do iudicium ad multiformes accommodari debeat, indi- 
cabimus. 


253. Sit igitur y funétio ipfius + vniformis, quae 

propterea, quicunque valor pro x fübftituatur, femper 

| vnum recipiat valorem realem, denotetque + eum va- 
| lorem, qui funétioni y maximum minimumue valorem 


inducat. Priori ergo cafu, fiue loco x fubítituatur 
x} a fiue x——s&, valor ipfius y minor erit, quam 
fi «zo, pofteriori vero cafü maior. Cum igitur 


pofito x -|-« loco x funétio y abeat in 


2 
jupe ET TESTS Sir Pr Us S 
at pofito * — «a loco + in 


ady a?ddy a3 d3y 
Pria pc atm st 
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neceffe eft ve cafu maximi fit 


dx 2dx* 
ady a? ddy g? d3 y 
Jm3— de 2 dx? TIRAN ii 


254. Quoniam haec euenire debent, fi a denotet 
quantitatem minimam, ftatuamus a tam paruum, vt eius 
poteftates altiores reiici queant ; debebitque tam pro cafü 


dud vpn ida ad 4 
maximi quam minimi effe 72 a. Nifi enim ET 
X 


effet —— o, neque valor ipfius y maximus neque mini- 
mus effe poffet. Hinc tam pro maximis quam pro mi- 
nimis inueftigandis haec habetur regula communis, vt 
differentiale propofitae y nihilo aequale ponatur, eritque 
ille ipfius x valor, qui functionem reddit vel maximam 
vel minimam, radix iftius aequationis. Vtrum vero va- 
lor hoc modo inuentus ipíius y futurus fit maximus an 
minimus, incertum relinquitur ; quin etiam fieri po- 
teft, vt y neque maximum neque minimum fit futurum: 


d'y 


tantum enim inuenimus vtroque cafu fore Je 9, ne 
ES 


Dddd 3 


que 
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pir - yer fly : 
que viciílim affirmauimus, quoties fit de — 9, toties quo- 


que valorem pro y prodire vel maximum vel minimum. 


255. Interim tamen ad cafus, quibus valor ipfius y 
vel maximus vel minimus euadat, inueftigandos haec 
prima operatio inftituenda eft, vt differentiale funétionis 

dy 


propofitae nihilo. aequetur, atque ex aequatione 7 — 9 


[/ 

omnes ipfius x valores eliciantur. Quibus inuentis de- 
inceps difpiciendum erit, vtrum iis funétio y maximum 
induat valorem , an minimum , an neutrum? oftende- 
mus enim fieri poffe, vt neque maximum neque mini-. 
dy... 
dx - . 
feu vnus ex valoribus ipfius x, quem obtinet ex aequa- 
D 
doin 
ddy | d3y. 
gran MTS 
udi pcr Sic.  Abeat autem funétio ipfa y 
pofito f loco x in F, atque fi loco x ponatur f+04, 
ifta funGtio abibit in 


E NE TNT. 
e acia y POP r+“c, 


mum locum habeat, etiamfi fit Sit f valor 


tione o, hicque valor fübftituatur in expreffionibus 


OMS dd 
&c. fiatque hac fubítitutione da =P; 


fin autem loco x ponatur f—« prodibit 


Fj A atup ap &c. 
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vnde patet, fi p fuerit quantitas affirmatiua, vtrumque 
valorem. maiorem fore quam F, faltem fi « quantitatem 
valde paruam denotet, ac propterea valorem F, quem 
fun&io y induit pofito x — f, fore minimum. Sin au- 
tem p fit quantitas negatiua, tum valor += fundioni 
y inducet valorem maximum. 


$83 


256. Quodíi autem fuerit p — o, tum fpeĉtari de- 
bet valor ipfius 4, qui fi non fuerit —o, valor ipfius y 
neque maximus erit neque minimus; nam pofito x= 


fa erit FZ ag> F & pofito x—f-—a erit 


E — > a37 <F. Sin autem quoque fuerit 4 — o, ad 


quantitatem r erit refpiciendum , quae fi habuerit valo- 
rem affirmatiuum valor funétionis F, quem recipit po- 
fito x — f, -erit minimum; sfin autem + habeat valorem 
negatiuum, erit F maximum. . At fi quoque » euanes- 
cat iudicium ex fequentis litterae s valore erit petendum, 
quod fimile erit illi; quod ex littera 7 formauimus. Sci- 
licet fi s non fuerit — o, functio F neque maximum 
erit neque minimum; fin autem fit quoque s — o, tum 
fequens littera £, fi habeat valorem affirmatiuum indica- 
bit minimum, fin autem habeat valorem negatiuum, in- 
dicabit maximum. Verum fi & haec littera 2 euanes- 
cat, tum in iudicando vlterius eft procedendum eodem 
prorfus modo, quo in cafibus praecedentibus fumus vfi. 
Sicque de qualibet radice aequationis ¿zo indagabi- 
tur, vtrum fun&tioni y inducat valorem maximum an 
mini- 
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minimum, añ neutrum ; atque hoc modo omnia maxi- 
ma & minima, quae quidem functio y recipere poteft, 
inuenientur. 


à PESI ; 
257. Si ergo aequatio 2 — o duas radices habeat 


dx. 
aequales, ita vt faCtorem habeat quadratum (x——/)*, 
dd: . 
tum pofito x — f fimul 777 euanefcet, eritque p — o, 


non autem 4. Hoc ergo cafu funétio y neque maxi- 
mum neque minimum valorem induet. Sin autem ae- 
P S ; d 
quatio CJ —o tres radices habeat aequales, feu a 
dx da 
faftorem cubicüm (x —7)*,' tum pofito x — f, fiet 
ddy d3y d*y 
—o & -< =o; non autem —. 
dx? dx3 ? dx* 
termini valor fi fuerit affirmatiuus indicabit. minimum, 
fin negatiuus, maximum. -Judicium ergo ante explica- 
' 1 d j 
tum huc redit, vt fi expreffio T. fattorem habuerit 
(x—f)", exiltente » numero impari, funttio y, fi in ea 
ponatur x — f, valorem fit acceptura vel maximum vel 
minimum ; fin autem exponens 2 fuerit numerus par, 
tum fübftitutio x =f neque maximum neque minimum 


valorem producat. 


Huius ergo 


258. Deinde inuentio maximi ac minimi faepenume- 
ro non mediocriter adiuuabitur fequentibus confiderationi- 
bus. Quibus fcilicet cafibus fun&io y fit maximum vel mi- 
nimum, iisdem cafibus. fiet quoduis eius multiplum «y, fi 
qur 
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quidem 2 fuerit quantitas affirmatiua, itemque y3, y*, 5"; 
&c. atque generaliter ay”, fi quidem 7 faerit numerus 
affirmatiuus impar, pariter maximum vel minimum; quo- 
niam huiusmodi formulae ita fünt comparatae, vt cres- 
cente y crefcant, & decrefcente y decrefcant.  Quibus 
autem cafibus: fit y maximum vel minimum, iisdem ca- 
fibus — y, — 4J, b— ay, & generaliter 7 — ay” 
exiftente z numero affirmatiuo impari, fiet ordine in- 
vería vel minimum vel maximum. Similiter quibus ca- 
fibus y fit maximum vel minimum, iisdem cafibus for- 
a a a 

yovys Aja 


. a 
mulae hae & generaliter FT +b, deno- 


tante a quantitatem affirmatiuam & 2 numerum affirma- 
tiuum imparem , fient inuerfo ordine vel minimum vel 
maximum ; fin autem a fuerit quantitas negatiua , tum 
iftae formulae maximum impetrabunt valorem, fi y fue- 
rit maximum, & minimum, fi y fit minimum, 


259. Ad poteftates autem pares haec non item tra- 
duci poffunt: quoniam enim, fi y valores recipit nega- 
tiuos, eius poteftates pares y?, y*, &c. valores affirmati- 
vos inducunt, fieri poteft, vt dum y minimum valorem 
negatiuum fcilicet recipit, eius poteftates pares fiant ma- 
xima. Huius igitur conditionis ratione habita. affirmare 
poterimus, fi y fuerit maximum vel minimum, exiftente 
eius valore affirmatiuo, tum eius poteftates pares y?, y%, 
&c. quoque fore maxima vel minima. Sin autem valor 
ipfius y negatiuus fuerit maximum, tum eius quadratum 
yy accepturum effe valorem minimum, $ contra (i valor 

He ee ipfius 
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ipfius y negatiuus fit minimum, tum y?,'y*, &c. fore ma- 
ximum.  Quodíi vero exponentes ipfius y pares fuerint 
negatiui, tum contrarium eueniet. | Ceterum quae hic 
de exponentibus paribus & imparibus annotauimus, ea 
non folum pro numeris integris valent, fed etiam pro 
fra&tis, quorum denominatores funt numeri impares; in 


° ` . I I 
hoc enim negotio fractiones $ I ; 7 MT» 3 c. 


pd : 2 4 2 4 6 
numeris imparibus, at —, —, —7> 7» 7» «c. nume- 
3 2 3 sy: 


ris paribus aequiualent. 


260: Sin autem denominatores fuerint numeri pa: 
res, tum , quoniam fi y negatiuum habet valorem , eius 


X. 3 . . . 
poteftates y? 5 y* ; Sc. fiunt imaginarias ; hoc tantum de 
iis affirmari poterit, fi valor ipfius y affirmatiuus fuerit 


3 I 


E E 
axi 7 ini REOS FC D cae Nm 
maximum vel minimum, tum quoque 3^5 5 Y* 5 &c. 
fore pariter. vel maxima vel minima ; contra autem 


pju 


y A as y &c. minima vel maxima. Quia autem 
haec irrationalia fimul geminos valores habent, alterum 
affirmatiuum , alterum negatiuum , de negatiuis contra- 
rium erit tenendum , quod hic de affirmatiuis diximus. 
Sin autern valor ipfius y negatiuus euadat maximum vel 
minimum, tum quia huiusmodi poteftates omnes fiunt 
imaginariae, neque maximis neque minimis annumerarl 
poterunt. His igitur fubfidiis inueftigatio maximi & mi- 
nimi faepe admodum reddetur facilis, quae alias futura effet 
vehementer difficilis. p 

261. 
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261. Quoniam haec proprie ad fun&iones rationa- 
les, quippe quae fant folae uniformes, pertinent, primum 
fün&tiones integras éuoluamus, atque, maxima minimaque 
quae in ipfis occurrunt indagemus. Cum igitur huius- 
modi fun&iones ad hanc formam referantur : 

y" Y Ari Bara Y Corrs + &c. 
primum patet earum valorem maiorem fieri non pofle, 
quam fi ponatur x — c»; tum vero fi x=-—u valor 
huius formulae prodit = a”, fi 7 fit numerus par, at 
— ta^ fi n fit numerus impar, qui propterea valor erit 
omnium minimus.  Dantur autem praeterea faepe alia 
maxima & minima eo. fenfu, quem his vocibus attribui- 
mus, quae fequentibus exemplis illuftrabimus. 


EXEMPLUM I. 
Iuueuire valores ipfius x, quibus haec functio (x —2)n 
fit maximum, vel. minimum. 


be 
Pofito (x——2)" — 55, erit e 2(x—a)”-1, quo 


AE d 
pofito — o, fiet x= a. Cum igitur z factorem ha- 


beat (x —2)?-1, ex $.257. intelligitur y maximum mi- 
nimumue effe non pofle, nifi fit z——: numerus impar, 
feu z numerüs par. Quia autem dum fit 

d" y 

dac 800—319) (2—2) ... . I 
hoc eft numerus affirmatiuus, fequitur, valorem ipfius y 
poíito x =a proditurum effe minimum. Quod quidem 
Eeee: faci- 
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facile patet; nam pofito x — a fit y=0; & fi x pona- 

tur vel maius vel minus quam 4, ob 7 numerum parem, 

accipiet y valorem pofitiuum hoc eft nihilo maiorem; fin 

autem z fuerit numerus impar, tum functio y — (x— a)” 

neque maximum neque minimum admittit.  Perfpicuum 

autem porro eft hoc idem valere, fi 2 fuerit numerus 
p 


fractus fiue impar fiue par. Scilicet (x—4) " fiet pofito 
xa minimum, fi w fuerit numerus par & v impar; 
fin autem vterque fuerit impar, neque maximum dabitur 


neque minimum. 


EXEMPLUM II. 
Inuenire cafus quibus valor huius formulae xx + 3x 4-2 
ft maximum vel minimum. 


. dy " 
Ponatur xx-r-3x--2 =y, erit 72043, 


Statuatur ergo 24-1- 30, fiet x ——2; qui cafus vtrum 
maximum an minimum producat, cognofcetur ex valore 
ddy 3 - : XR Adr 
EE , qui cum fit affirmatiuus, quicquid fit +, indi- 
2x 

cat minimum.  Pofito autem x ——2 fit y ——2, & fi 
alii quicunque valores ipfi + tribuantur, valor ipfius y in- 
de oriundus perpetuo maior erit quam —%. - Ex natura 
quoque ipfius formulae x —1—3:-1-2 perfpicitur, eam mi- 
nimum valorem habere debere; nam cum in infinitum 
excrefcat fiue ponatur += w fiue rw, necefle 
eft, vt quispiam valor ipfius + ipfi y omnium minimam 
quantitatem inducat. 

EXEM- 
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EXEMPLUM IIL 
Inuenire cafus, quibus expreffio haec x? —axx--bx-c 


maximum minimumue valorem accipit. 


.4 
Pofito. y zza3— axx +bx —c3 erit Xm gax — a ax +b 


Statuatur ergo 


druide —oa bo; erit «HU, 
ex quo intelligitur, nifi fit «a> 30, formulam propofitam 
neque maximum neque minimum effe habituram. — Sin 
autem fit aa > 37, duobus cafibus fit maximum vel mini- 


je cdd 
mum. Hinc vero oritu Les =— +V (aa— 3b), vnde intel- 


pe | a4-Y (a4— 5) 
ligitur nifi fis 24 = 35, valorem x= Vio) 
reddere formulam. 9 = x3 — 4xx-]-)x——c mini 


4 —Y (44— 3t) ; 
iuam; alterum vero .u— ===" maximam. 


3 
Quanti autem. futuri ifti fint ipfius y valores , cum fit 


— ^ E Jg — ne. 

gxx 2arH+btzo feu x Zaxx bx 0; 
. 200 

erit y=- jor +3 bx=c & ob. £axx— 


ab aa(aa—5D)....- 2(44—3P)V (aa—3P) 

— 2 P Di+—— a A e P A 
y—36 aa)x 3 CL. 37 — 27 

3 


3 ab 0). M 

> ru n r a EEA 4 
vbi fignum füperius valet pro minimo , inferius autem 
Ecee 3 pro 


21 


+s, fue y =- 
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pro maximo.  Refítat ergo cafus: quo :na— 3b, in quo 


> ddy w d 
cum fiat ——- —o, fequens vero terminus Sri 1 
x 7 ax 


ax 
non fit —o, fequitur hoc cafu formulam propofitam ne- 
que maximum neque minimum efle recepturam. 


EXEMPLUM. IV; 


Inuenire cafus quibus haec functio ipfius X ; 
xt — 8x? —- 22x? 


24X —- 12 | 


fit maximum: vel minimum. 


Polito y—x*——8x?—]-224? 2417-1235 erit 


FR 3 AE sl el 
de = 4x3 — 24x* 441 — 24 
dd J 
T L— 6x? —24x--22 
dy 
Statuatur nunc c 4X3 — 2407 — av — 24 70 
feu - x3. —— 6x? —— 11x — 6 — o, orientur tres valores 
reales pro xs oLox —15 dL. x25 ML. 301. Ex Di 
ddy A "ab z 
mo valore fit Td T t ideoque pofito-« —a - functio 
2 dX 
propófita fit minimum. ` Ex fecundo valore: — 2. fit 
| 
dd T 5 $ | 
LA —.-2, ideoque fun&io propofita maximum. Ex | 
28X 


. ddy T E 
tertio valore x — 3 fit E —--4, ideoque functio 


propofita iterum minimum. 
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EXEMPLUM. V. 

Propofita fit haec fundlio y —x*—$x* 75x? = 1, quae, 
quibus cafibus fiat maximum minimumue 
quaeritur. 

dy 4 3 : 
Cun he S 3% 2047 ager, formetur aequatio 


x*—4243-1-3xx — o, cuius radices funt. E. & IL x—0; 
Henry, IV.em3. Quoniam prima & fecunda ra- 


dices funt aequales, ex iis neque maximum neque mini- 
d3 


UN re Id. y y " 
mum fequitur, fit enim 70, at 5 non euanefcit. 
dx? 2dx3 
ddy 


2dx? 


Tertia radix autem x=, ob — 10% 3042 + 15x% 


dd : : 
praebet IT 5, hocque ergo cafu functio fit maxi- 


> c d dy e 
mum. -Ex quarta radice += 3: fit —74 — 4$, ideo- 


2 6X 


que funétio propofita minimum. 


EXEMPLUM VI 
Tuueuire cafus quibus. haec formula 
yz 10 A 12x -]-45xt-—- 20X3 +20 
fit maximum cel minimum. 


: d 
Erit ergo 2) — 6o0x5 — 60x* + 6o x3 — 60x?, & 


dac 
ddy 
RA xt — 4137431? — 2x1. | Formetur aequa- 
d. 
tio x5—-x*—L-x3-— xvx--o, quae cum in factores 


res refoluta fit x?(x—1:)(xx-1-1)—— o, duas habet ra- 
dices 
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dices aequales x — o, & praeterea radicem. *=1, duas- 
que infuper ex «x--riL—o imaginarias. | Cum igitur 
binae radices aequales x — o neque maximum neque 


minimum exhibeant, tantum confideranda fupereft radix 
d dy > . 
*=1, ex qua fit —— = 2, cuius valor affirtnatiuus 
? q 60 dx? A 


indicat minimum. 


262. Determinatio ergo maximorum 6 minimo- 


rum pendet a radicibus aequationis differentialis 0 


d. 
cuius poteftas fumma, cum fit vno gradu inferior quam 
in ipfa fun&ione propofita y, fi quidem haec fuerit func- 
tio rationalis integra : manifeftum eft fi in genere pro- 
ponatur haec füncio: 

x"—L- Axmm Byra Y Cros Dx + &c. — y 
eius maxima & minima determinari per radices huius 
aequationis : 

2x74 (g—1) Ax: (2—2)Bx 734 (2—3) Cx "74 &c.—o. 
Ponamus huius aequationis radices reales fecundum or- 
dinem quantitatis difpofitas effe a, E, ys ô, &c. ita vt 
o fit maxima € <a, y <E, Sc. Ac primo quidem fi 
hae radices omines fuerint inaequales, vnaquaeque for- 
mulae propofitae y inducet valorem maximum vel mini- 
mum ; totque idcirco funétio y habebit maxima vel mi- 


a S TION d : a ] 

nima, quo aequatio 7 —o habuerit radices reales in- 
X 

aequales. Sin autem duae pluresue radices inter fe fue- 

rint aequales, res ita fe habebit, -vt duae radices aequa- 

les 
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les neque' maximum neque minimum. exhibeant; ternas 
vero radices aequales vni aequiualeant : atque. in genere 
fi numerus radicum aequalium fuerit par, nullum inde re. 
fültat maximum minimumue; fin autem fit impar, vnum 
inde oritur fiue maximum fiue minimum. 


263. Quaenam autem radices maxima, & quae mi- 
nima producant, fine fubfidio regulae ante traditae ita de- 
finiri poterit. . Cum funétio y pofito += fiat pariter 
infinita , neque valores. ipfius. #uintra limites co & a, 
vllum. producant fiue maximum fiue minimum; perfpi- 
cuum eft valores fun&tionis y, dum loco. x: fucceffiue vå- 
lores ab «o. vsque ad œ- fubftituantur, continuo decres- 
cere oportere; ideoque valor x = a-p} w: funttioni y ma- 
iorem valorem inducet, quam valor v= «: vnde cum 
x— a maximum minimumue producat, necefle eft, vt 
hoc cafu fun&io y fiat minimum.  Vlrerius ergo x di- 
minuendo: feu ponendo w =la — w; valor ipfius y ite: 
rum crefcet, donec fiat += 6, quae eft fecunda: aequa» 


AEREN! ; > ia 
tionis s =o0 radix maximum minimumue producens: 
P 


quare haec. fecunda radix x — 6 maximum praebebit, & 
valor, — 6 — w. minorem efficiet funétionem y, quam 
x =8, donec perueniatur ad x — y, quae. confequenter 
iterum minimum generabit. Ex quo ratiocinio perfpi- 


k ddp eu : y ; 
citur, radices aequationis E =o primam, tertiam, quiii- 


tan, &c. minima, fecundam àutem , quartam, fextam &c. 
maxima exhibere. .. Simul. autem. hinc intelligitur. in cafu 
Ffff dua- 


$94 CARON 


duarum radicum aequalium maximum & minimum coa: 
lefcere, ficque neutrum locum habere. 


264. Si ergo in fun&ione propofita 
yx” H Ax" + Bor -- Qx-3 -- &c. 


maximus exponens z fuerit numerus par, aequatio 

d 

2 = xr- + (2—1)Axr= + &c. — 0; 

E: 
erit gradus imparis, ideoque: vel vnam habebit radicem 
realem, vel tres, vel quinque, vel. numero impares. Si 
vnica radix fuerit realis, ea dabit minimum ; fin tres fue- 
rintreales, maxima praebebit minimum; media maxi- 
mum, $ minima iterum minimum; & fi quinque radi- 
ces fuerint reales, funCtio y tria habebit.minima & duo 
maxima; ficque porro. At fi exponens z fuerit nume- 


; id : 
rus impar, aequatio E. = o ad gradum .parem pertine- 


bit, ideoque: vel nullam “habebit radicem. realem ; vel 
duas, vel: quatuor, vel fex, &e. Primo cafü funttio y 
neque maximum habebit neque minimum: altero cafu, 
quo duae dantur radices, earum maior minimum, minor 
autem maximum indicabit: quatuor autem radicum pri- 
ma (quae eft maxima) & tertia minimum, fecunda vero 
& quarta maximum producunt. Perpetuo autem quot- 
cunque radices fuerint reales, maxima & minima fe mu- 
tuo alternatim infequuntur. 


265. Progrediamur ad functiones rationales fractas, 
quibus altera fpecies funCtionum vniformium conftituicur. 
Sit 
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Sit igitur y — d exiftentibus P & Q . funGionibus qui- 


buscunque ipfius x; ac primo quidem apparet, fi ipfi x 
eiusmodi valor tribuatur,: vt fiat Q.— o, nifi fimul P 
euanefcat, functionem y euadere infinitam, quod vtique 
maximum videatur. Nihilo vero minus iíte cafüs pro 


Q 


maximo haberi nequit; cum enim fraétio inuería P iis- 


>. ; P s 
dem: cafibus fiat minimum, quibus propofita a fit maxi- 


Q: 


mum, deberet fractio 7 fieri minimum , fi Q_ euanes- 


P 


cit; hoc autem non femper euenit, propterea quod ad- 
huc «minores valores , negatiuos fcilicet , induere poffet. 
Hoc igitur dubio exemto, fimul regula ante data con- 


firmatur, quod maxima & minima ex aequatione E o 
ici i a dy Q4P=P4Q 
elici debeant. ~ Fiet ergo cafu propofito == "02r 


ideoque: Q7P-P4Q —0; huiusque aequationis. radices 
efficient fun&tionem y vel maximum vel minimum. At: 
que fi dübium fit, vtrum maximum an minimum locum 


7 dd 4, » 
habeat, confugiendum eft ad valorem e , qui fi fuerit 


affirmatiuus minimum indicabit, fin autem fit negatiuus 


. - : dd 
maximum. . Quod fi vero &.hic valor 2 euanefcat, 
dx? 


2d 
quod euenit, fi aequatio z = 0: habent duas pluresue ra- 
piA HEEE dices 
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dices aequales ; perpetuo tenendum eft radices aequales 
numero pares neque maximum neque minimum pro- 
ducere. 


EXEMPLUM T. 


è E j x . 
Inueuire cafus uibus unio — ——— ft maximum 
, quibus. fi Lon 


vel. minimum. 
Primum quidem apparet, hanc functionem in nihilum 
abire cafibus tribus.» =u, x — o & x-c-—u , vnde 
ad minimum duo recipiet fiue maxima fiue minima. Ad 


quae inuenienda ponatur 5 eritque 


epa 
2—5 Hry ? 
dy I— xx ddy |. 6x--2x3 


p: LIT Gn: dx* Ee Gr? . Jam ftatuatur 


en o, erit 1——xx—c0, & vel 141 vel x —-—r. 
Priori cafu v+: fit E == E ; ideoque y maxim. — 4, 
pofteriori x —-—1 fit n um et ideoque y minim.—-—£. 
Haec quoque facilius inueniuntur, fi fra&tio propofita 
; — inuertatur , ponendo y = E =xw + E A 


dummodo recordemur tum. quae maxima inueniuntur. 


in minima & viciffim transmutari debere. ^ Erit autem 
ddy 2 dy 

- —— A —— Statuto ergo: 0, üt 
dx xx dx? x3 ca HS : 
y= o, indeque vel r&i vel + 3-1 vt ante: 


Atque 
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Atque calu x —--: fit uw —2, ideoque y minimum, 


& formula propofita 5 maximum. Cafu autem »—- r, 


dd F 1 UD 
fit Ja s =-2, vnde y maximum & i minimum. 
EXEMPLUM IL 
Inueuire cafus quibus formula — 2X DLE fit maximum 
1 34 3X--XX 
vel minimum. 
— ATi. Pu --2 2 dy 6 x? — 12 
Polito y — —— erit 7- PESE I mes 
mm ui rr (ex 3e 2)? 
dd EPON AK 2904-72 d 
EA 7 . Statuatur S —o , fiet 
Pa 7 (xx--3x-4-2) dx 


vel x—--YVa vel x———V2. Priori can x —-1-Y2, 
ddy = 48V2 + 72, 


dx? — (4--3V2)* 
nominatorem affirmatiuum: hinc erit y minimum == 


erit ideoque affirmatiuum , ob. de- 


dyes "n QM ips 
ponds cu Ed vi t n 725. nes cafu 
y  48V2-L-72. 24(3—2V2) 
x = — V2 fit E AR A 
dx? — — (4——3V2) T4 3V2)? 


cuius valor ob numeratorem affirmatiuum & denomi- 
natorem negatiuum erit negatiuus, ideoque y fiet maxi- 
mum — eet: ——12V2——17L—— 33,970562 
4-3Va3 — — 33) 36274. 
Qui valor etfi minor eft quam prior minimus, tamen ideo 
e(t maximus, quod maior fit contiguis proximis, qui ori- 
Ffffs un- 
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untur, fi loco x vel aliquantillum maiores vel minores 
valores quam ——Y2 fubítituantur. Cum igitur V2 in- 


ter limites 4 & m contineatur, probatio facile infticue- 


2 


tur hoc modo: 


fü xc “4 fe ==*=-o0 0285 
3 a "ALTE : 
fi x= Va fit y =12V2-17-0,0294 minimum 


i r= 2 fe ==t=.u0 0285 
2 * 35 j 
1 “==> fit y 35 : 
fi x-—-V2 fit y=- 33,970: maximum 


fi == fit y =-35. 


EXEMPLUM AH. 
XX —X +1 
XX-]-X——1 
vel minimum. 


Inuenire cafus, quibus formula fit maximum 


Ponatur y eritque - X CI & 
a =- O . Statuatur nE o, erit vel 
x =o vel r=2: priori cafü fit ES £, ideoque 
erit y maximum ==—r, Pofteriori cafu w = 2 fit 
TATUS „ideoque y minimum == T etiamfi illud ma- 


ximun 
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ximum minus fit quam hoc minimum. Probatio pate- 
bit ex his pofitionibus : 


I : 13 
fi r=-=3 ert “y === 
X GE y X 
fi xci o; . . y—-a maximum 
I "i 
a E 
3? 2 5 
I . 19 
ie =2-=3 erit y= — 

3? o 31 
A a 5 minimum, 
I 37 
e it rm 
1 ure J. es 


Quod autem, fi ponatur += 1, fiat y — 1r, ideoque 
7 —1, caufa eft, quod inter valores ipfius x, o & 1 con- 
tineatur vnus, quo fit y— v. 


EXEMPLUM VL 
3 ! . X?4x : 
Quaerantur cafus, quibus haec fractio xe fiat maxima 
ud I 
vel minuna. 
3x „o dy, x8—4x* -Axxtx 
—————, ert ===" 
x* xxi de (atxxr+1)?2 
& ddy . 2x?--i18x'——24x5——16x3——12:x Hab 
iT (xt ea APE a 
bimus ergo hanc aequationem : x 5—]—4x*— 4xx —1—co, 
quae refoluitur in has duas: xx—17—0 & x*45x?4:—co, 
quarum illius radices Túnt *=+1 & x =r; haec 
vero 


Pofito 9— 
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aped Vaz 
vero refoluta dat **=—===—, ex qua nulla ra- 


dix realis emergit. Duarum igitur radicum inuentarum 
ddy 


prior ~ =-}1 facit Jaz 78), aC propterea y maxi- 


d . dd 
mum =2; altera radix x ———1 facit Jame ac 


2 


propterea y minimum ==—=2, 


EXEMPLUM V. 

3 " : K? — XK A 

Inuenire cafus, quibus haec fractio- Locum Gt maxi- 
(d f x* — XX- 1 f 


quum vel minimum. 


x3 —x erit dy AS 
Cot ent IS SRA 
atar 1? dx (x*—x? 41)? 


dd 219 6x7 — 180 Feos? 
e EY — AA AA |Faüo autem 
dx? (xt 4-1) 


d n ud 
2—=o, erit x6——2x* —2x? Himo, quae diuifa 


dx 
per re-i dat x*——3x?-|-r--0, haecque vlterius 


refoluitur in xx——«——1i-220 & xx-L-x-——1i-9; 
vnde fequentes quatuor oriuntur radices reales: 


uiu pos qi MEE a 


Pofito y = 


T. AS = 3 E vu Exp 
He T uos cv MT. 


2 
= 


Quae. cum. omnes in aequatione xt — 344 4-1 — 0 
contineantur,- pofito ,a* = 341 fiet pro omnibus 


d dy 
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ddy . ax(10—20xxX) s(1-2xx) 5 (1—22) 


dx? — gr? 2x45  — ax(3Xx—I) 
a—x__ XX——I 


Kd prp en: 


2x07 42x 
Pro duabus autem prioribus ex aequatione xw — x-i 


T kasen GAO ca! 
ax(3242) — 269 32 veram 
AS rd 1 AW ddy _ ¿5 V5) 
Prima igitur radix + — —— dat 75 —— CEA 


ortis erit day — 
E 4x? ^. 


t 2 ; 1—-V 
ideoque eft y maximum. Secunda radix x= => ; dat 
DARA yy emos pex 
dx? -— I11—5V5 5V5=x11? 
erit quoque maximum. Duae reliquae radices dant 
y=— 4 minimum. 


ideoque y= & 


266. In his igitur exemplis exploratio, vtrum va- 
lor quispiam inuentus maximum an minimum producat, 


facilius inftitui poterit: cum enim fit Z= o, valor ter- 


add: A s ; ee 
mini eius aequationis ratione habita, fimplicius ex- 


[/ 
dx? 


primi poterit. Sit enim propofita frattio y =i; cum 


(e dy = S RIS, & QIP—P/Q—o; eit 
4(QgP— PUO)  s4Q(QZP— P4Q) y 


ddy = 


vero ob QJP—P4Q — o hic pofterior terminus euanes- 
Gggg cit 
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T unis d.(QaP— P40) de 
cit, eritque ddy AA E SU 
Quoniam vero iudicium ex huius termini valore fiue affir- 
matiuo fiue negativo petitur, denominator autem Q? per- 
petuo fit affirmatiuus ; ex folo numeratore negotium ita 
confici poterit , vt quoties Q24P — P44Q., feu 


AT. NDS "matiuum , minimum  pro- 
nuncietur, fin fit negatiuum maximum. | Siue poftquam 
3 . dy $ ; : ES 
inuentum fuerit 2, cuius forma erit huiusmodi == , 

d QQ 


dR : ; 
tantum quaeratur 3. & quae radix huic exprefioni 
dx? 


valorem affirmatiuum idade, ex ea proueniet minimum, 
& contra maximum. 


267. Si denominator fraftionis propofitae fuerit 
quadratum feu altior poteftas quaecunque, ita vt fit 


P dP-——zP4 
y — so fiet dy CERES Qr iae] & pofito 
Q2P — P PaO t . dy MU ES A : 
SEULS R; erit d —Qeu) & maxima 


minimaque determinabuntur ex radicibus aequationis R—o. 


Cum deinde fit ri = € Sob RE 


dd: daR : : ers 

fiet == — —— 3 cuius valor affirmatiuus indicabit 
x Q»-F: 

minimum, negatiuus autem maximum.  Perfpicuum au- 

tem eft,fi z fuerit numerus impar, ob Q*--' femper aftir- 

mati- 
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: gs dR ; 
matiuum, iudicium ex folo 77 perfici poffe ; fin autem # 


QIR 


fit numerus par, adhibeatur formula —7 — .  Ponamus 


autem porro proponi huiusmodi fraftionem ds 22:9; 
— (nQ4P —sP4Q)P v 


erit dy— "mr. ; fi itaque ponatur 
ASH LER , aequationis R — o radices indi- 
X 

cabunt cafus, quibus funttio y fit.vel maximum vel 
V C E 6 dy ||. PRAR AN 

minimum. um igitur fit |; = > erit : 

ddy __Pr=R((m-1QP— td PR 

"dx AE ap Qr 

jose ddy: P"—:2R E s 
& ob R—0, fiet dx — N, quae infuper per 


quodcunque quadratum 2 diuidi poteft, ad iudicium 


abfoluendum.' Praeterea vero quoque aequatio P — o 
dabit maximum vel minimum, fi z»; fuerit numerus par; 
n 
atque fimili modo formulam inuerfam ar fpeĉtando, 
prodibit maximum vel minimum ponendo Q= o, fi 2 
fuerit numerus par, vti fupra $.257. oftendimus: hic au- 
par, - 
tem ad maxima.vel minima hinc oriunda non. refpici- 
mus, fed tantum. ad vfum methodi explicandum ea inda- 


gamus, quae oriuntur ex aequatione R — o. 


Gg gg2 
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EXEMPLUM TN 


= => dens quae, quo cafa fiat 


maximum vel Minimum, quaeritur. 


(a-1- 6 xn 
(y 3-92? 


3o fi r=%, & y=0wm fi xi quorum ca- 
o 


Proponatur fractio 


primo quidem patet fore 


Polito. y = 


fuum ille dabit minimum, hic vero maximum, fi z 
5 z fuerint EOS pares. Praeterea vero erit: 
(a +5x) f : 
(m—:)80x—-mG6y—— za], ideo- 
- (Q--àx > ge 
ie R= (m-n) dx 4 mly — nað. Quare pofito 


REZO.) en xs re Deinde ob 
dR 


Z~“ = (m—n) Ed, difpiciendum eft, vtrum 


m-n-2 
Pr ¿R  m7-—i1624: fad-E yy 4R 
Qrt dx — güdadme-i C m=a Y de 
fit quantitas afirmativa an negatiua? priori cafu formula 
propofita erit minimum, pofteriori maximum. . Sic fi fuerit 
GH? a PAR D 


) E fiet CRET $^ ideoque formula 
x x e : ^ 
LS fiet minimum, fi ponatur +==0. Sin autem fit 
X 2 
Lo (x— 1) ri PIKE Ue: in an 
—Gipe a RANIA 


& 
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n -Hm 

IM i Cum autem ;z; & n ponantur nu- 
n——M 

meri affirmatiui, iudicium petendum erit ex formula 


n—m-4-a n—m AE. z 
(g—m) (m—27) feu (u—m) (m=2). Si igitur fuerit 


2 mi . . 
n>m,- valor erutus x= zis femper dabit maxi- 
mum; fin autem fit z < m, numerus z—7 par dabit mi- 


: : ; (x—1)3 E 
nimum, at impar, maximum: fic (ij fiet maximum 


; 63 2 
pofito x-——-—5; fit enim q + A. 
4 2 
EXEMPLUM Il 
1—+x)? 
Proponatur formula y — ( 5 
op f y (18X)? 


g d i--x)? 
Erit e EXE + 
dx (124—x4x)3 
Pa-&kZB 4-2» 
& A ue rixa (Q2 x--4), 
Q^ de (1-- xx) 
vbi cum (1--x)? & (1x0)? femper habeant valorem 
affirmatiuum, iudicium relinquetur formulae —«w—2, 
quae fi fuerit affirmatiua minimum , fin negatiua maxi- 
mum indicat, At vero ex aequatione 3—4x—«x — 0 
fequitur vel x =—2 --Y7 vel xzz—-2—YV7. Priori cafü 
fit - x —2—-—Y 7, ideoque fractio propofita erit maximum, 
pofteriori vero cafü minimum ob — x — 2 =-PpV7. 
Pofito autem x —-—2--Y7, erit 1-1 - x ——1 -- Y 7, 
& i--«xz212—4V7, vnde 
G3883 y= 


(3 —4x —x), 


CAPUT X 


Tl _(-x4V7 GEVO V pen). - rir 
l =E lli les 16 


I7—7 
Pofito autem x——2—Y7 fiet yu 79,0940. 


268. Dantur etiam funttiones irrationales & trans- 
M cendentes , quae proprietatem funCtionum. vniformium 
habent, & hancobrem maxima & minima eodem modo 
inueniri poffunt. Radices enim cubicae & omnium im- 
M parium poteftatum reuera funt vniformes, cum nonnifi 

vnicum valorem realem exhibeant: radices autem qua- 

dratae atque. omnium poteftatum parium , etfi reuera, 

quoties funt reales, geminum valorem indicant, alterum 

affirmatiuum alterum negatiuum, tamen vnusquisque fe- 

oríim fpettari poteft, hocque fenfu etiam maxima & mi- 
| nima inuefligari poffunt. Sic fi y fuerit fun&tio quae- 
cunque ipfius x, etfi Vy geminum habet valorem tamen 
vterque feorfim tractari poterit. Scilicet 4+-V y maxi- 
mum vel minimum habebit valorem , fi y talem habue- 
rit, dummodo fuerit affirmatiuus; quia alioquin Vy- eua- 
deret imaginarium. Vice vería autem —— Vy fiet mini- 
mum vel maximum , iisdem cafibus, quibus -Vy fit 
maximum vel minimum.  Poteítas autem quaecunque 


m 


y”, iisdem cafibus fiet maximum vel minimum , fiqui- 
Tfl - dem z fuerit numerus impar ; at íi 2 fuerit numerus 
M par, ii tantum cafus valent, quibus y induit valorem 
affirmatiuum: hisque cafibus ob ancipitem valorem gemi- 
| na prodibunt maxima vel minima. 

269. 


CAPUT X 


radices fimul cafus, quibus poteftas 


habetur aequatio, altera 5 "—'— o, al 


fi numeros pares per 24 & impares 


mus, functio jas» 
buendis ipfi x valoribus, quos tam 
dy 


dx 


numerus impar, funétio y 


y= o quam ex hac — — o adipifcitu 


(2g—1):(2» —1) 


tum folum fit maxima vel minima, cum loco x fubítituitur 


607 


269. Quoniam aequatio differentialis, quae ex po- 


-— À m—uiq; ; 
teftate functionis y” nafcitur , eft LK =0, cuius 
m 


furda y» fit maxi- 


mum vel minimum, indicant, ad hoc indagandum duplex 


tera 
dx 


= o, qua- 


rum illa abit in y — o, atque tum folum maxima $ mi- 
nima exhibet, fi m—-ı fuerit numer 
fuerit numerus par, ob rationes $. 257. allegatas. 
re cum z fit numerus impar, fi z füerit numerus par, 


us impar, feu fi m 


Qua- 


per 2»——1i indice- 


euadet maxima vel minima tri- 


ex hac aequatione 


r. Sin autem zz fit 


vd famosa 


: d Ci STA 
valor ex hac aequatione > Ac polteriori quidem 


2uU—1):2y ! AD 
(au) maxima & minima 


cafu y 
f 3 : dy 
fi y ab inuentis ex aequatione 7. = 


matiuos recipiat valores. 


tantum proueniunt, 


o valoribus, affir- 


2 
270. Sic ifta formula x? fit minimum, ponendo 
x =0, propterea quod hoc cafu x? fit minimum. 


Nifi 
au- 
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2 
autem formulam x? ad formam x? reducamus, methodus 


ante tradita hoc minimum indicaret; propterea quod cafu 


CH > PAS wdy , eddy , w3d3y 
X —o, termini feriei y + ret POS + rl -L&c. 


vnde iudicium peti debet, praeter primum omnes 
2 


fiunt. infiniti. Facto. enim | y—«x* erit : 
LESE ININICLO eru iem Uma ge rh 
dx m ? da? yt VOIE SR : 

> . dy 2 d 
Hinc neque aequatio 7" = —,—0 oftendit valorem 
3 y? 

x — o, neque termini fequentes rationem maximi mi- 

nimiue indicant. Cum igitur affumfimus feriem 
wdy , w?ddy , wd3y 


y. E NE pU RS + Kc. fieri conuergentem, 


fi o ftatuatur quantitas valde parua; ii cafus vtique me- 
thodum generalem effugiunt, quibus haec feries fit di- 


vergens, quod euenit exemplo hic allato y —x, fi po- 
natur x — o. Quamobrem his cafibus ea reduttione, 
qua ante vfi fumus, erit opus, quo expreflio propofita 
ad aliam formam reuocetur, quae huic incommodo non 
fic fubicéta. Hoc autem tantum pauciílimis cafibus vfu 
24 
venit, qui in formula y 2»——: continentur, vel ad 
eam facile reducuntur. Sic fi requirantur maxima mini- 
2p 
maue formulae y 2v—1 s, exiftente 2 functione qua- 
cun- 
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; > : ^p 2y—I 
cunque ipfius +, inueftigetur forma haec y "s à 
quippe quae iisdem cafibus fit maxima vel minima, qui- 
bus ipfa propofita. 


271. Hoc cafu excepto, qui iam facile expeditur, 
fun&tiones, quae continent quantitates irrationales, eodem 
modo quo rationales tractari; earumque maxima & mi- 
nima determinari poffunt, id quod fequentibus exem- 
plis illutrabimus. 


EXEMPLUM I. 


Propofita fit formula V(a2-XX)—xX, quae quibus 


cafibus fiat maxima vel minima, quaeritur. 


= SE RT 
Pofito y =V(ca 744) —, ent 77 OET - 
ddy Aia aa dy : 
& Tu Jueves mE Fa&o ergo ¿=0, erit: 


: dd 
x V (aa xx), ideoque x =E u, ac fit m O. SI 


mili vero modo fiunt fequentes termini 


omnes =0; ex quo iudicium incertum relinquitur, vtrum 
fit maximum an minimum ? ratio eft quod reuera tam 
fiat x—:— d, quam x—--«v. Interim ponendo 


p [^g oD Vía) => fit y — o, qui 


valor omnium eft minimus. 


Hhhh 


C2 BUB OX 


EXEMPLUM II. 


Quaerantur cafus, quibus haec forma V (aa^ 2bx-Emxx)-nx 
fit maximum vel minimum. 


Pofito y= V (aiH 2abx mxx)-—2ux, erit: 
dy bmx 
de — V(aa--a2lx-mxx) 
bby ombr mmek -anaa 4 nibs 4 many, 


2bx (nn — m) anaa — bb E 
(cu wa cR rU E , ideoque 
mm — mun 


7, quo fa&to —o, erit: 


xL (un——m)b--V (man (m — an) aa — nn (m — na) bb) 
m (m— nn) Y 


b 2 mau-—-Lbb 
fue x= — — + V —————: vnde fit 
m 772 m-an 
bmx mar— bb 
V (aa+Habr max) = muy ———. 
n m— 27 
Les dd maa— bb : 
Cum igitur fit j T5 = ——>— 3 4. crit: 
: qe (aa zbxy mar)” 
ddy _ > maa—bb __ + (m— nn) V (m-—un) 
dax AER mo xat p V (maa— bb) 3 
N m 98 
x Do min 
Nifi ergo fuerit: 7 quantitas affirmatiua, maxi- 
_ 


mum minimumue plane non datur. Sin autem fit quanti- 
tas affirmatiua, fignum füperius dabit minimum fi zz z zz, 
maximum vero fi m< zn: contrarium euenit, fi fignum 
inferius valeat. Siergo fit z;—2, z—1:, & /—o, formula 
Y (aa 
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jte I a 
Y(aa-2xx)—x fit minimum ponendo «+ "a Van ye 
iZ 


à a 3 m. 
at maximum ponendo ==" Erit ergo minimum 


5 a 30 
& maximum zz 40V2 X= 
: Va Va 


a a 
VTA 
Va V2 
EXEMPLUM IL 
Quderantur cafus, quibus haec exprejfo 
4 4 
Y (12— mx*) HV (1 — nx*) 
fiot maximum. vel minimum. 


d m x3 2x3 
Cum üt 2.70 e, fiet 


TENE a 3 
(1 -:x*) (1—2zx*)* 
E MEA 
mx? (1—2x*)* nx? (142:3:*)* , ideoque z*(1—7x*)?— 
ni (umat), feu | z*——m*--3mmn(mP--m)xst 
+ 3m*z* (n? — m?) x* + min? (n m) x? — o. 
Nifi ergo haec aequatio radicem pofitiuam habeat pro 


| x*, maximum minimumue prorfus non datur. Quia 
haec aequatio generaliter commode refolui nequit, fiet 
4 4 
ET 33 AAN 3 
: mm n m ym?nu-ymst—m. 
enim  x* — ———--—3— feu x*— a nr yaniraY 
mnym -H yn) ma 


ponamus pro cafü fpeciali °. == 87; eritque 
—— 4095 -24.5132x* — 3.63.641* x? — 9.51223 1?—0 
feu 51223x1? — 1344 z?x* + 1368 uxt — 455 0 
ponatur .87x* z, erit 2? —212^—]—-1718—-45$5 —9 
quae diuiforem habet 2 ——5, alterque factor erit: 
Hh hh a 23= 
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$5——1625-]-9:-—-0 radices continens imaginarias. 
: ^ 4 

Erit ergo tantum 2% 82x* — 5, ideoque v= V 25 
; 4 4 

qui valor reddet expreflionem Y (14-82x*)-4- Y (1—x*) 

maximum vel minimum. Quorum vtrum eueniat? quae- 

ddy | 3mxx 32xx 


ratur Ud > NOE t At gb m= 8z, 
$ (x pue )* (E= nxt yE 
1 dd 2 
pofito st, erit Ac E VN ee 
ga dx? E MT. 
6 (3:8) 
6ozgxx . : 4 
— d m ideoque negatiuum, ergo fiet V(1482x*) 
6 


4 4 

-L-Y(i-zgx*) maximum pofito x = Y ^ . Erit vero hoc 
4 

r E 4 ye 2 

maximum = V6 Yi = EZ, Si loco zx* pona 
4 4 

mus «, patet hanc expreffionem Y (12—84)-—- Y (1— u) 
fieri maximam, pofito q huncque valorem maxi- 


4 


^ 


V6 i 
mum fore == 2,347627. Quicunque ergo valor 


praeter I pro u fcribatur, expreífio minorem accipiet 
valorem. 


272. Simili modo maxima ac minima determina- 
buntur, fi. quantitates quoque tranfcendentes in expres. 


fione propofita infint. Nifi enim funttio propofita fue- 
rit 
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rit multiformis, atque aliquot eius fignificatus fimul con- 
fiderari debeant, radices aequationis. differentialis often- 
dent maxima vel minima, nifi affuerint radices aequales, 
quarum numerus fit par. Hanc ergo inueftigationem 
in aliquot exemplis declarabimus. 


EXEMPLUM L 
Inuenire numerum, qui ad fuum logarithmum 


minimam teneat rationem. 


Dari huiusmodi. rationem minimam E inde patet, 


quod haec ratio tam pofito x= 1, quam x=wm fiat 


Abun E à cf Safe : 
infinita. Viciflim ergo habebit fraétio z alicubi maxi- 


"n x ut. 
mum valorem, eodem fcilicet cafu, quo T fit mini- 


s 1 
mum. Ad hunc cafüm indagandum ponatur y— ^, 
X 


d 7 us : 
* AE zz — L. Quo nihilo aequali pofito 


erit /x — r, & quia hic logarithmum  hyperbolicum 
affumfimus, li e ponatur numerus cuius logarithmus hy- 
perbolicus fit — 1, erit x —e. Cum igitur omnes lo- 
garithmi ad hyperbolicos in data fint ratione, erit in 
: QUE le 

quocunque logarithmorum canone j; minimum, feu — 
€ € 


maximum. Quoniam in logarithmis tabularibus eft 
MIR AUS 3 d 

le — 0,4342944819, fractio + Perpetuo erit minor 

Hhhh 3 quam 


— — Mac iaÓ 
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4342944819: 
27182818284 
lus datur numerus, qui ad fuum logarithmum minorem 
teneat rationem quam 305 ad 47. Effe autem hoc 


47 


quam , feu proxime quam xs neque vl- 


ex : : d 
cafu = maximum inde patet, quod ob e = === 


| VE pO LE. 2 
fiar DARME Wo O perse RAN 1—/x 


=o, ideoque negatiuum. 


EXEMPLUM '' II. 
Inueuire mumerum-x, vt haec poteflas xxx 
fiat maximum. 


Dari huius formulae valorem maximum inde patet, 
quod numeris loco. fubftituendis fit 


| Jti —7 1,009000 
Q2 CIAL 
3533 1,442250 
4U4 C 1,414215 
| -—" z dy A Lia 
| Ponatur ergo at* — y, eritque 7- = xrs( — m 


Quo valore nihilo aequali pofito, erit/ x — 1 & xe, exi- 


n dy Kii 
p ftente e == 2,718281828. Et cum fit de IA > 


ddy =— Xx xU xx 
E = TL 2L (i-ix)d.——-—- — obr-/xmo., 
d dx? x3 CTN) 2 x3 
ddy : i - i 
Quare cum fit. 2 quantitas;negatiua, fiet 13% maximum | 
dx? 3 


caf 
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cafu xe, Cum autem fit e —2,718281828, reperitur 


i . . 
fore et — 1,444667861009764, qui valor obtinetur fa- 
I I I I I: 
ile ex ferie e*— 1 += — + — + Gc. 
cile ex ferie e SO Y MU 
Hoc exemplum quoque ex praecedenti refoluitur: fi 
enim fit xv* maximum, quoque eius logarithmus, qui 


1 : : 
eft —, debebit effe maximum; quod quo fiat, debét 
X 


effe- x — e, vti inuenimus. 


EXEMPLUM -IIL 
luuenire: arcum x, vt fit eius finus maximus 
vel. minimas. 
de Sid) i 
Pofito fin x — y erit Ze — cof », ideoque cof —o, vnde 


TE T Tr 
prodeunt fequentes valores pro w: +; + 37, +80, 
2 2 2 


3 dd als - 
Fit dutem 2 — —. fin x. Cum ieitur hi valores 
dax? 3 gl 


pro x fubítituti dent pro fin x vel +1 vel — y, illi 
erunt maximi, hi vero minimi, vti conftat. 


EXEMPLUM. IV. 
Inuenire arcum x, vt vedangulum x. fim x 
dat maximum. 
Dari maximum inde patet, quod pofito vel x =o vel 
x —:180? vtroque cafu rectangulum propofitum eua- 


TNT ed y 
nekat. Sit igitur y— x fin x; erit 7, —fina -L-xcofx, 


ideo- 


616 CAPUTAZ 


ideoque tg &—-— x. Sit x 90%4+u, erit tg x —3— cota, 
ergo cotz — 9o 44. Ad quam aequationem modo fu- 


pra tradito refoluendam ponatur s — 9o 4-—Cot v, fitque 
a du 
f valor arcus « quaefitus. Cum fit da — du -1- =- 


inu? 
5 du fin u? 2 du finu cofu id 
rit AS IA A E —-5 1deoque 
ent p—;.— in? ^ (i-finz)* ? 3 
dp . __a2finu3cofa , __6dufinu? cofu?—2 dufinut 


dam — Gd finz?)? 2 1= (+ finu?) 
E Cali N daa Gdíünz)* 
12 finu*cofu2 ^— 6finu*—z4fina?- 4finu* 

c AS ee (14finz?)5 E 
bus erit [=u —pz--4i452—£ir5 —L-&c. Ponatur, 
poftquam aliquot tentaminibus proximus ipfius f valor 
eft dete&us, «—269,15/, erit 90o-|-4-—1169, 15”, 
& arcus cotangenti  àequalis ita definiatur : 


r2 dufinu* cfu? Erdó dg... 6finu* cfu?—2 finu" 


Ex qui- 


A  lcotz-—10,3070250 
fubtrahatur 4,6855749 


5,6214501 


418263, 7” 
116%, BI 315 


Ergo cot 
feu cotz 


A 


vnde % 
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4 


lam ad valorem termini ps inueniendum, ifte inftitua- 
tur calculus: 


fina — 9,6457058 


finu? — 9,2914116 


I 


r4 fin u? I,19561 


0,0775895 


—— i 


9,2138221 


2,3734637 


1,5872858 
38,6621 fecundis 


38%, 39/14, 434111 
269, Urs. 


I(1-- fin u?) 


il 


It 


Hu d 


M 


fiet F= 269, 14! , 214, 20 174111 
& arcus quaefitus x — 116 , 14 , 211; 20:, 17 
y 3 fin 43 cof « 
Tertius vero terminus i425 — -— — —— ss i 
7 (1 4finz?)3 infüper 
addi debet. 


Cuius valor vt inueniatur, vnum æ in partibus radii 
exprimi debet , hoc modo: 


GH PUT SA 


23734637 
4,6855749 


— 


7,9590386 


% = 1,5872858 


8, 6463244 
= 9,6457058 
= 9,9527308 


8,2447600 
— 0,1551790 
= 8,0895810 
— 0,012291 


I 44/81, rgi, 


Vnde & hoc termino adhibito fiet arcus quaefitus 


M o 1 í iti 
L Famn O A IN A UAL 


maioribus autem logarithmis adhibitis reperitur 
I 169, 14/ X2 14, 20441, 35411, q7, 


«0, d 
E o E 


CAPUT. XI. 


DE MAXIMIS ET MINIMIS FUNC- 
TIONUM MULTIFORMIUM PLURES- 
QUE FARIABILES COMPLEC- 
TENTIUM. 


273. 
S y fuerit funétio multiformis ipfius v, ita vt pro 


vrioquoque valore ipfius x ea plures obtineat va- 
lores reales; tum variato x plures illi ipfius y valores 
ita inter fe connettentur, vt plures feries valorum fucces- 
fuorum repraefentent. Si enim y tanquam applicatam 
lineae curuae confideremus, x exiftente abfciffa, quot y 
habuerit valores reales diueríos, totidem diueríi eiusdem 
curuae rami eidem abíciflae x refpondebunt: atque hinc 
illi ipfius y valores fucceffiut, qui eurdem ramum con- 
ftituunt, cohaerere cenfendi funt; valores autem ad di- 
verfos ramos relati erunt inter fe disiunCH. Tot igitur 
feries vàlorum cohaerentium ipfis y habebimus, quot 
diuerfos valores reales pro quouis ipfius x valore rece- 
perit; atque in qualibet ferié valores ipfius y, dum x 
crefcehs affumitur, vel crefcent vel decrefcent, vel poft: 
quam creuerint iterum decrefcent,' vel vice verfa. Ex 
quo perfpicuum eft, in unaquaque valorum . cohaeren- 
tium, ferie aeque dari maxima minimaue, atque in fun- 
&ionibus uniformibus. 


Iiii2e 
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274. Ad.haec maxima. minimaue  determinanda 
eadem quoque methodus. valebit, quam: capite praece- 
dente pro functionibus. uniformibus tradidimus.. Cum 
enim, fi variabilis x incremento w augeatur, functio y perpe- 

wdy w? ddy t03 d3 y 


tuo recipiat hanc formam y -- —- EA Et AUT 
P puxyc ehe E eris 1% 


Es è At " m [Og 
neceffe eft vt cafu maximi minimiue terminus Jy eua 
ax 


d $ 2 " 
nefcat, fiatque jx Radices ergo huius aequatio- 


nis — = o eos ipfius x valores indicabunt, quibus in 


fingulis valorum ipfius y cobaerentium feriebus ;, maxima 
minimaue . refpondeant. Neque vero ambiguum, erit, 
in quanam. valorum cohaerentium ferie detur maximum 


- fu 3 d 
minimumue. "Cum enim in aequatione T o ambae 


infint variabiles. « 8 y, valores ipfius x | definiri ne. 
queunt. nifi ope aequationis;, qua. relatio. funétionis y 
ab x. continetur, variabilis y. eliminetur ; aptequam. au- 
tem hoc fit, peruenicur, ad aequationem, qua valor ip- 
fius y per fun&tionem rationalem feu yniformem ipfius x 
exprimitur. Hinc inuentis valoribus ipfius x, cuique re- 
fpondens valor. ipfius :y ,reperietur;. qui erit, maximus vel 
minimus in ferie  valorum, fucceffivorum. cohaerentium, 
ad quam pertinet. 


275. ludicium autem, vtrum ifti valores ipfius y 
fint maximi an minimi? inftituetur codem modo, quem 
i ante 
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dd y 
dy? 

nitis terminis expreffus, in eoque loco x fubítituatur 
vnusquisque ipfius x valor inuentus fucceffive , fimul 
autem pro y ponatur valor, qui ipfi pro quolibet ipfi- 
us x valore conuenit ; quo faéto difpiciatur, vtrum 


ante indicauimus. Scilicet quaeratur valor ipfius 


dd i 
expreflio To adeptura fit valorem affirmatiuum an 
X 


negariuum ? priorique cafu minimum, pofteriori vero 


. . - . ddy 
maximum indicabitur. Quodíi vero & pe euanefcat, 


Py 

des? 

dem cafu non euanefcat, neque maximum habebitur 
De d? ; 

neque minimum: fin autem quoque 2 euanefcat, iu- 

dya 2 


tum procedendum erit ad formulam quae fi eo- 


an : ; d* 
dicium formari oportebit ex formula 2 eodem mo- 


dyt 
É £ ddy a 
do, quo ratione formulae 7,2 praecipimus. Atque fi 
d^»y ; : ] 
quoque zyr quopiam cafir- euanefcat, ad differentiale 
quintum ipfius y erit progrediendum: perpetuo autem 
quousque progredi neceffe fuerit, iudicia ex differentia- 


libus ordinum imparium fimilia funt illi, quod de for- 
d3 A ; $5 
mula > dedimus. His fcilicet cafibus in formulis 


dd: d3 d4 y s 
TA TA? j;. WC. eousque erit pergendum, quoad 


li ii 3 per- 
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perueniatur ad talem, auae propofito cafu non. eua- 
nefcat; quae fi fuerit difierentialis ordinis imparis, ne- 
que maximum neque minimum indicabitur, fin autem 
fuerit ordinis paris, eius valor affirmatiuus minimum, 
negatiuus vero maximum innuet. 


276. Ponamus funttionem y determinari ex x per 
aequationem quamcunque: quae aequatio fi differentie- 
tur, induet huiusmodi formam P4x-- Q4y—0. Fatto 

d s d E 
ergo E = 0, erit — —o ideoque vel P—o velQ=wm. 
Pofterior quidem aequatio, fi relatio inter x & y expri- 
primatur per aequationem rationalem. integram, locum 
habere nequit; quia vel x vel y vel vtramque fieri 
oporteret infinitam. Quare iudicium relinquetur aequa- 
tioni P — o, cuius radices, feu valores ipfius x, quos 
adipifcitur, poftquam ope aequationis propofitae variabi- 
lis y penitus fuerit eliminata, indicabunt cafus, quibus 
valores ipfius y fiunt maximi vel minimi. Ad iudicium 
vero, vtrum prodeat maximum: an minimum? abfolueti- 

i dd : : 
dum, examinetur formula e Aequatio vero diffe- 
ad 
rentialis Pdxr + Q 7y — o denuo diferentiata, fi 
ponamus ¿P= Rdx + Sdy & 4Q — Tdx + V dy, 

dabit (pofito dæ conftante): 
R4x* + Sdrdy + Tdxdy + Vdy? + O44, o. 
: d : freze 
Cum autem iam fit Ja 9, aequatione per dw? divifa 
3 á 
Qddy 1 ddy R : 
f =o, ideoque 4—.— ee 5: Hinc 
fiet 4 R4: 757 j que 7% Q 


in 
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in-aequatione differentiali PZx + Qdy —:o, differen- 
tietur tantum quantitas P, ponendo y conítens, prodi- 


bitque Rx, tum indagetur, valor fraétionis Q qui fi fue- 


rit affirmatiuus , maximum, fin negatiuus minimum in- 
dicabit. wa 
277. Sit y fun&io biformis ipfius x, quae deter- 
minetur per hanc aequationem yy -pyt g= 0, de- 
notantibus p & y functiones quascunque ipfius x vnifor- 
mes. Erit ergo differentiando 24) + pdy + ydp + dq — 0, 
ideoque P dx — ydp + 44. Polito igitur P —o erit 
s d 
ydp + d; — o prodibitque y == To ficque y per 
' funétionem ipfius x vniformem exprimitur, ita vt, qui- 
cunque valor pro x fuerit inuentus, ex eo & y valorem 
determinatum vnicum acquirat. Eliminatio vero nunc 
ipfius y erit facilis; nam fi in aequatione propofita 
d > 
yy += py -Hgo loco y valor — 7 fubftituatur ;. ha- 
bebitur 22? — pdpdg + 4dp? — o, quae aequatio 
diuifa per dx? & refoluta praebebit valores ipfius x omnes, 


quibus maxima vel minima refpondent: quod clarius 
fiet fequentibus exemplis. 


EXEMPLUM Ll 
Propofita aequatione yy 4-mxy -4-aa-I- bx--nxx—o 
definire maxima vel minima functionis y. 
Differentiata aequatione habebimus : 
29d) F mxdy —- mydx --6dx —A-22xdx —o 
vnde 


624 CU PIUST XD 
vnde ft P= myb- ans & Q-—29--mx. 


b=2nx . 

Pofito ergo .P——0o fiet y—— —7,— 3 qui valor 
in ipfa aequatione fübftitutus dat : 

Auz 4nb bL 

2204 aei 22m PUT THUL 

A LL C PE A 

--zxx-— bx 

nbx bb mmal 

feu xy PE CIAL. - vnde fit 
r mina —— 4 mn 


zab EV (mmnbb-—-L-mmn(mm-a4z) aa) 


ie mmn — qan 
2anb--my [2bb 2 (mm—a4n) 00 
feu Er = m - : En 
4) 
| mb 2V (212 Eu amh ansa] " 
| & S ar min — 4n A 


Tum pofito folo x variabili fit dP—2ndx, ideoque 
' R-—eoz At et Q= ayyme + P nm aaa 
[i d 2n 

Vue Qs VF TS 47) aa)? 
222 cum fit perpetuo affirmatiuus, fi fignum fuperius 


valeat, prodibit pro y valor maximus, fin inferius pro- 
dibit minimus. Vbi fequentia annotari debent. 


cuius numerator 


I. Sifuerit m= o, ex aequatione P—o ftatim fequi- 
b HIT. 7 
tur == 75, Vt nulla eliminatione opus fit. Huicque va- 


lori 
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lori geminus ipfius y refpondet ob y= Y (nbl - mag) 


quorum alter affirmatiuus eft maximus , alter negatiuus 
minimus. 


Y a id 
IL. Si fit z—o, fit y ==> & x in infinitum excres- 


cit, atque y. per fpatium infinitum eundem valorem re- 
tinet, ita ve neque maximus fit neque minimus. 


UI. Si fit zm 4n, erit 422x 4-25 + mmaa =o 


E RTI ;  fietque y=- == 


b—anx__ 
— 27231) m 


ku x— 


2ob—mmx»x 2b , bb- mmaa __ mmaa — bb 


TUR a — 


m D ub 


mb 
3 d mmaoaa-—bb ; 
Huic ergo valori ipfius x =- PEASE alter ipfius y 
mmaa—bb 


valor, qui refpondet — mi > trit maximus vel mini- 


mus. Quia autem, vt ifte ipfius y valor prodeat, in expres- 

zb-EaV [nbb—-zs(mm——42)aa) 
"nL-——4nu 

inferius valere debet, erit valor ipfius y minimus. 


fione y=- fignum 


EXEMPLUM IL 
Propofita=aequatione yy —XXYH-X—X3T=0 definire 
valores ipfius y maximos vel minimos. 

Differentiata aequatione prodit : 
2ydy — xxdy—2xydx + dx — CE dl 


Kk kk 
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Fitque P—:—3*xx—2xy & Q:)— xx. 


e I—3xx d 
Quare pofito P =o, erit y — Tp TEE ; ideoque hoc 
valore fubítituto : 
I 3 grx x 3 
— — — M — — — — x3 ane 3 — 
4xE 9 4 2 2 k3 TRIS 


feu 1—6xx-1—2x3 —-9x* —-2x5 — 0. Cuius vna radix 


eft x —-1, cui refpondet y — 1. At pofito y conftante 
ddy 2y 6x 


fit R=—6r— 2), ergo 75 = apud quod cafu 
x=- & y=1 abit in —4, ita vt valor ipfius y — t 
fit maximus. Ipfi x —-—1 autem geminus valor ipfius y 


refpondet ex aequatione yy—y= o: alter ergo eft y= o, 
qui neque maximus eft neque minimus. Quodfi aequa- 
tio illa quinti gradus per x—-: diuidatur, prodit aequa- 
tio, cuius radices fimpliciter exhiberi nequeunt. 


EXEMPLUM 111. 


Sit propofita haec aequatio: yy - 2XXy -+ 4X —3——0 
ex qua maximi minimine valores ipfius. y 
requiritur. 


Per differentiationem ergo prodibit haec aequatio : 
2ydy + axxdy --4xydx + ANO 


dy . A BE Ye I 
Faftoque 7-— o erit xy -I- 1 Zo, ideoque y —— => 


qui valor fubítitutus in ipfa aequatione propofita oritur, 
I 
IL ar--a4*— 3330 = 24% — 334 1 


xx r 
Cuius 
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cuius radices funt e 72 1; vr; & *=—¿. 


i dy LAY 4 2Xy——2 
Quia nunc eft dion 2)-L-2 Xd adus | atm c FE? 
AT : ddy __ 2 
erit differentiando 5 = — puro pofito y con- 


ftanti ob 2y— 0 & fatto x y +10. Quare ifti va- 
lores ita fe habebunt 


d 
I — I un 
DRE UY 
- I — 16 B 
opes 2 — pro maximo. 


y — : d d 
Quoniam pro radicibus aequalibus fit TE v, vtrum 


hoc cafu maximum an minimum prodéat? non determi- 
natur. Quia autem fimul fit y -- x x — o; nequidem 
dy 


hoc cafu erit X92 ob P—o & Qcco in fra 
: dy >, P EU d : 
&ione d [ob quare cum primaria proprietas 


defit, neque maximum nec minimum habet locum. 
Indicatur autem hoc cafu x — r, ambos ipfius y valores 
inter fe fieri aequales. Quam indolem infra fufius fu- 
mus expofituri, cum ad vfum. calculi differentialis in 
do&Grina de lineis curuis perueniemus. Etiam enim 
haec materia & huc pertineat; tamen ne eam bis at- 
tingere opus fit, eam totam fequenti tractationi refer- 


vamus. 
Kk kk a 278. 
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278. Datur vero infüper in fun&tionibus multifor- 
mibus alia fpecies maximorum ac minimorum, quae me- 
thodo hactenus tradita non inuenitur, cuius natura ex 
functionibus biformibus facillime explicari poteft. Sit 
enim y functio quaecunque biformis ipfius x, ita vt, qui- 
cunque valor ipfi x tribuatur, pro y oriantur bini va- 
lores vel ambo reales vel ambo imaginari.  Ponamus 
hos ipfius y valores fieri imaginarios, fi ponatur x > f, 
reales autem effe , íi ftatuatur x <f; atque pofito 
x =f ambo ipfius y valores in vnum coalefcent, qui 
fit y =g. Cum igitur fi fumatur xf ; functio y nul- 
lum habeat valorem realem: fi eveniat, vt pofito x <f 
ambo ipfius y valores fiant vel maiores quam g, vel mi- 
nores quam g: priori cafu valor 5 —g erit minimus, 
pofteriori maximus ; quoniam illo cafü minor eft, quam 
ambo praecedentes, hoc vero maior. Neque hoc ma- 
ximum minimumue methodo haétenus tradita reperie- 


; d 
tur, propterea quod hic non fit T =o. Sunt autem 


quoque haec maxima vel minima generis diuerfi, cum 
talia non fint ratióne valorum antecedentium & confe- 
quentium in ferie cohaerentium ; fed ratione binorum 
valorum disiun&orum vel antecedentium vel fequentium 
tantum. : 


279. Euehit hoc fi aequatio propofita fuerit huius- 
modi y =p + (f—x)Y(f—x)4, exiftentibus p & g 
functionibus ipfius x per f— x non diuifibilibus ; obti- 
neatque y valorem affirmatiuum, fi ponatur vel x =f vel 

ali- 
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aliquanto maius minusue. Fiat p =g pofito x —f: & 
manifeftum eft, cafu x =f ambos ipfius y valores in 
vnum y= g coalefcere; pofito autem + > f ambo valo- 
res ipfius y fient imaginarii. Si igitur ponamus x ali- 
quanto minus quam f, puta x =f — w% funétio p abibit 


wdp , w*ddp ode w? ddg 


is 874 2dx? p Ron OU AA EU ada $e 
t wd 1d 
vnde hoc cafu erit y = g — -E —+ d —+ 8 


t? dd 


2dx? 


+EwVw — —— 
cV (7 — 7, + 
nimurm, vt prae w altiores eius poteítates euanefcant, erit- 


wd 
que y= =$ Æ+wVwg; qui valores ambo ipfius y 


—8c.). Ponamus w mi- 


i . dp . ; 
minores erunt quam g, fi E m fuerit affirmatiuum , ma- 


iores autem, fi negatiuum. ni nde valor duplex ipfius 
y= g illo cafu erit maximus, hoc vero minimus. 


280. Haec igitur maxima atque minima inde or- 
tum fuum habent, quod primo pofito x — f ambo ipfius y 
valores fiant aequales: pofito autem v> f imaginarii, at 
pofito x «f reales. Deinde quod pofito x — f— w alte- 
rum membrum irrationale praebeat altiores poteftates ipfius 
w, quam membrum rationale. Hoc ergo euenit quoque 
fi fuerit y — p-o-(f—x)"V(f—x)4, dummodo fit z nume- 
rus integer >o. Cum autem non folum radix quadrata 
fed etiam quaecunque alia radix poteftatis paris eandem 
ambiguitatem fignorum introducat; idem eueniet, fi fuerit 
Kkkks 9% 
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25--1 
y =p + (-x)2”4, dummodo fit 224-1£- 22, erit ergo 
(y pym—(f-x)uiem fous (y-p)i0—(f-x)mH QE 
Quoties ergo functio y per huiusmodi aequationem ex- 
primitur, ita vt fit 27——17 27, toties pofito x — f, va- 
lor ipfius y fiet maximus vel minimus: prius S fi fue- 


dp 
rit 7 E m quantitas affirmatiua, pofterius vero fi fi T — Ë quan- 


titas M pofito x = f. . Sin autem fiat jd cafu 


201 
d w2ddp 2 
PIT tum erit yzzg -H —7 +w27 7. Nifi ergo 
22-1 > e 
fit su 22, neque maximum neque minimum locum 
Ds 221 
habebit; at fi m —— — > 2, tum j—g erit maximum, fi 
ddp : : xb 
42 habuerit valorem negatiuum, minimum vero, fi 


6 ; dd, 
affirmatiuum : ficque vlterius fi quoque T euanefcat 
dax? > 


iudicium erit inftituendum. 


28r. Si igitur y fuerit huiusmodi functio ipfius x, 
fieri poteft, vt praeter maxima & minima, quae prior 
methodus exhibet, etiam. maxima minimaue huius alte- 
rius fpeciei ad(nt, quae modo hic expofito explorari po- 
terunt. Id quod fequentibus exemplis declarabimus. 
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EXEMPLUM I 
Determinare maxima ac minima funclionis y, quae defini- 
tr hac aequatione : 
yy—2xy —2xx-——1--3x-1- x? —o. 

Ad maxima minimaue primae fpeciei inueftiganda diffe- 
rentietur aequatio, eritque 
2ydy——2xdy—2ydx—-4xdx--3dx —— 32xda— 0, 
pofitoque a o POR, -— - -== +? xx. 
qui valor in prima aequatione fubftitutus dat : : 
gxt — 32x3—- 42xx — 24x -]- 5 — 0, quae refol- 
vitur in 9xx——1i4x--5-—o & xx-——2x-|-:-o. 
Pofterior bis dat x—:, fitque y — 1, vnde hoc cafu in 
fractione E ATI: E sak ding s denominator quo- 

la 2y—2x 
que euanefcit, ficque maximum minimumue primi generis 
non datur: prior vero aequatio 9xx—14x-—|- 5 o dabit 


IIX => quorum valorum ille eodem incommodo 


laborat, quo praecedentes. Pofito autem +——, fit 


3 


25 d 2y— L— 
y A Et cum fip 20234 473** 
goose CT 1a 


27 dx 2j—2x 


? 


ddy || +4— 6x || —3xt2 E 
HSA RA nume 


z dd 
ratorem — o. Erit ergo ds ar vnde hic valor 


fiet 


o 
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5 k E : : 
=> dat minimum primi generis. Deinde cum fit 


(yw)? —(1—2xy, erit y— x-t-(i-23)V (1—x); ideo- 
que pofito x — 1 prodit maximum fecundae fpeciei: fato 
enim x —1—0, erit y —ri—0--wYw, quorum vterque 
minor eft quam vnitas, fiquidem w fumatur minimum. 


EXEMPLUM IL 
Inuenire maxima ac minima funclionis: 
y —ax-xx-t (1-x)?*Y(1-x). 


Pro primi generis maximis & minimis differentietur 
aequatio; eritque 


7 E » 
Se —=2— 2% E (13— 2x) Y (1—x) 
qui valor pofitus — o prodit primo x = 1, & cum fit 
RE =—2 gs V(1— vx), erit y hoc cafu maximum 
xo n 


x Maa m arahna SHE 
primi generis, fitque 4 —1.  Aequatione vero d; 
per 1—* diuifa erit 47-5 V(1—4)—o feu 1625251, 

9 ddy 


vnde fit v =, & 


—2 +3. uare fi fionun 
25 dx? —3 Qi E 3 


; 3 2869 Ae. 
fuperius valet, erit y — —— minimum; fin autem fig- 
3125 


É A 821 z : 
num inferius valeat, erit y — iu quod maximum Vi- 
3125 


deatur: at vero tantum fignum füperius locum habere 
poteft, quoniam 4-275 (i—x) nequit efle — o, nifi fit 
y (1 
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Vli=x) =+ - Primi ergo generis inuenimus taxi- 
mum cafa x—r &'y —r, atque minimum cafu v= E 


===. Ex genere vero altero maximum quo- 


que prodit, fi x — 1, quo cafu fir y —:. Nam pofito 
x -——r—uw, erit ycci—oww--e?Vw vtroque cafu < r. 
Hic itaque, fi x — :r, maxima duo primae & alterius fpe- 
ciei coalefcunt, maximumque quafi mixtum conftituunt. 


282. Ex his exemplis non folum natura huius al. 
terius fpeciei maximorum & minimorum elucet; fed 
etiam pro lubitu iítiusmodi functiones formari poffunt, 
quae maxima vel minima fecundae fpeciei admittant. 
Quemadmodum autem, íi propofita fuerit fun&tio quae- 
cunque, explorari poflit, vtrum eiusmodi maximis mi- 
nimisue fit praedita nec ne? id in fequenti fe&tione 
oftendemus: propterea quod natura linearum curuarum 
hac inueftigatione maxime illuftratur. Ceterum vero 
facile intelligitur, fi fuerit y eiusmodi funétio ipfius x, 
quae maximum minimumue fecundae fpeciei recipiat, 
tum quoque viciflim x eiusmodi fore funCtionem ipfius y. 
Nam.quia ex hac aequatione (y — x)? = (1 —x), 
fatto x — r, obtinet y valorem maximum fecundae fpe- 
ciei; fi variabiles y & x. permutentur, haec aequatio 
(x-—y)? = (1—3» exhibet pro y quoque eiusmodi 
fun&tionem ipfius x, quae habeat maximum fecundae fpe- 
ciei. Fa&o enim x — 1, fiet (1 — y)? = (1 — y), 

EPM hinc- 
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j| hincque erit bis y — 1 & femel y — o. Sin autem po- 

natur x — 1 4 w, erit (1-H 9o — y) — (1—»5 

vnde fi ftatuamus y=1+0 erit (e—p)? = (— 0)? —=-Q* 
ideoque o debet effe negatiuum. Sit ergo y — 1 — Ọ 
i erit (+0)? = €?, atque cum fümto ( minimo, 

Q3 prae p? euanefcat, debebit neceflario w efle nega- 
I tiuum: .hinc valori x =a =w nulli. valores reales 
UM ipfius y refpondent. At pofito x —1—0, & yzc1—Q(. 
ob (Q—-e)* — Q?, erit. O — o +w Y o, ideoque 
f yczi—-w-EwYoe,.vnde vterque valor ipfius y re- 
fpondens ipfi x — 1 — w minor eft valore y = 1, qui 
refpondet valori x — 1; eritque confequenter ifte ipíius 
j valor maximus. 


T 


pue 


283. Ha&nus tantum fün&iones biformes fumus 
contemplati, quarum maxima vel minima, quia ambo 
valores facile per refolutionem aequationis quadraticae 
exprimi poffunt, ad examen reuocari poffunt. Sin au- 
tem funétio y per aequationem altiorem exprimatur, 
! methodus ante tradita, qua maxima minimaque primae 
| fpeciei indagauimus, eodem fucceffu adhiberi poterit. 
Inuentionem vero maximorum ac minimorum fecundae 

fpeciei fequenti feftioni referuamus. — Fun&tiones ergo tri- 
| formes ac multiformes, quemadmodum tractari oporteat, 
Di aliquot exemplis oftendamus. 


EXEM- 
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EXEMPLUM L 
Definiatur funcho y , cuius maxima vel minima. quaerium- 
tur , per. hanc, aequatiouem : 
y?*-[-x*—'3axy. 
Differentiata hac aequatione fit 3)? dy + 3xxdx— 
: dy a y — xx 
axd ay dx, ideogue- = ——————.. Ma 
3 o A e at, a Tr a a 
ximum ergo vel: minimum dabitur, fi fuerit 2 y Z— « x, 


XX E . : . 
feu y= > qui valor in aequatione propofita fubítitu- 
tus dat: 

3 = 3 6 — ras. 

a A x» O O 


Erit ergo ter x = 9, quo cafü. quoque fit. denominator 
yy — ax-oy ob y = = = o Vtrum ergo hoc 
cafu maximum minimumue prodeat? patebit fi ipfi x 
valorem tribuamus minime ab o difcrepantem. Sit 
ergo 0, & y — p, ob-Q?-L-w3.— 340, fet 
vel p=aVw vel p-——60*. - Priori cafu erit. 43 wVw — 
3aawVw, ideoque a —Y 324... Hinc pofito *==w erit 
Jao Vya wo: o Vnde etiatníi w negatiue «accipi: ne- 
queat tamen 'binorum ipíius- y valorum alter maior :erit 
quam o, alter minor ; hincque' yz-o neque maximum 
erit neque minimum. Sin autem ftatuatur (p— 6 w* 


Magius > I y? 
erit w? — 3460?, ideoque E= — Xp T= —. Ergo 
E ) q 3-4 Q 30 8 
hoc cafu fiue w capiátur:== ws fige. —— — w, valor 


Lill2 ipfius 
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ipfius y — Q nihilo erit maior, ideoque hoc cafu y— o 
erit minimum. Reftat ergo tertius cafus ex aequatione 
x3 — 243 examinandus, qui dat x —42, € y Tap 4. 
Qui vtrum fit maximus an minimus ? ex aequatione 


dy || ay — xx i : 
ar eig ni Quai differentiale fecundum, 


. ddy —2x 
uod ob dy = — rr Z A O A 
quod ob dy — o & ay — xx o erit 7 | m 
2ay2a2 2 


cuius valor praefenti cafu eft — 537 === 
P 21%) 2 — aaz no 


qui indicat valorem ipfius y effe maximum. 


EXEMPLUM IL 
Si fundio y definiatur per hanc aequationem : 
yt- xt- ay? -Hax — b?x + b?y, 
inuenire eius maximos imimimosue 
valores. 
Cum per differentiationem oriatur 
4y dy 3a55dy — b dy =b dx — 3axx dx— 4x5 dx ; 
dy _ b —3axx——4x? 
de 7 49341-3433? 
b» -——.3axxr-L-4x3.  Quaefto ergo huc reducitur, vt 
fun&ionis vniformis b? —— ax? — x^. «maxima ac mini- 
ma indagentur, quae fimul erunt maxima feu minima 
fun&tionis y. Sit «—2 & 27-23 feu proponatur 
baec aequatio 5*-1-x*-1-25?--22?—27«* —+— 27)5 
dy  27——6xX——4x? 


erit, === 
de T 4g -- 69) — 27 


erit ,  ponique oportet : 


& 4x?--6xx—27-—0, 
quae 
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quae diuifa per 2x—3—0 dat 24x--6x-1-9 — 0, 
cuius pofterioris radices cum fint imaginariae, erit v m 


^ 
- 


& y +2) —27y — a , cuius fingulae radices 
erunt vel maximae vel minimae. Cum autem fit 
dy | 27—6xx—42x? en ddy __—12% I2XXY 
dx — 4y! F Eyy — 27? dí? — 493369927” 
qui pofito r=, fi fuerit affirmatiuus, indicabit mini- 


mum, contra vero maximum. 


EXEMPLUM IL 

Si fuerit y" ax —byPxt; definire maxima 
e» minima ipfius y. 

Per differentiationem fit pa a da cd 
de mym-i — pbyt-ix1? 
quo pofito =o, erit primo x — o, fi quidem » & g 
fuerint vnitate maiores; atque fimul y — o. Quo cafu 
an detur maximum vel minimum, valores proximi fint 
inueftigandi, quoniam quoque denominator fit —0; quae 
inueltigatio ab exponentibus potiffimum pendebit. Prae- 
na 


na $ 
terea vero aequatio o dabit yr= 7 
4 


dx rc 


valor im propofita fübítitutus ponendo 5d =g dabit 
m mme e 
REAP E = > 


L1115 vnde 
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vnde fit x = Est” ali din 


fimulque valor ipfius y innoteícit. - Deinde difpicien- 


à ; s A dd 
dum eft, vtrum differentio - diferentiale e =E 


—DbyPx1—3— alu) ax”: : 
IELI usen ur E obtineat valorem affirma- 
gn ym—i——pbyP-1x4 
tiuum an negatiuum ? vt ex priori minimum, ex pofte- 


riori vero maximum pronuncietur. 


EXEMPLUM. IV. 
Si fuerit y* ]- x* —4xy — 2, maxima Qo minima 

functionis y ajfignare. 
dy yx? 
dx  y3—x 


y=x?, erit ergo x*? —3x* —2 feu x**— 3x* 1-20, 


Differentiatione inftituta fit , hincque oritur 


quae aequatio refoluitur in has x*-1—0 & x? xt-2—o, 
pofteriorque in x*—1icco- & x*42-—co. Hinc erit bis 


vel xcci vel xy——:5 vtroque vero cafu & denomi- 
Ed j c ; 
nator fračtionis E. euanefcit. Ad inueftigandum ergo, 


vtrum his cafibus maximum minimumue locum habeat? 
ponamus 4—c1—€9 & y-—1-005 erit: 
1—40 --1——49—4——40—40—2 
Hepi 6w? +400 
+ PO 
a wt 
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ideoque 400 2: 6 pH 69! — 4 0? — 4€ -1- Q*-1-w*, 
& ob » & Q minima 490 — 69^ --6e*. Valor er: 
go ipfius erit imaginarius, fiue w- capiatur affirmatiue 
fiue negariue, Seu (i y.& x defignent coordinatas curuae, 
ea cafü x —— 1 & y=1 habebit punétum. coniugatum. 
Neque ergo hic valor pro maximó neque. pro minimo 
haberi poteft, propterea quod antecedentes $, confequen- 
tes, cum quibus comparari deberet , fiunt imaginarii. 


284. Si aequatio, qua relatio inter x & y exprimi- 
tur, ita fuerit comparata, vt functio ipfius y aequetur 
fun&tioni ipfius x, puta. Y — X ;. ad: maxima -minimaue 
inuenienda poni debebit: ZX — o: fiet ergo y maximum 
vel minimum iisdem cafibus, quibus. X fit maximum vel 
minimum. . Simili modo íi x tanquam. funttio ipfius y 
confideretur , fiet. x maximum vel minimum fi ¿Y — o 
hoc eft fi Y fuerit maximum vel minimum. Neque 
tamen hinc fequitur y & « fimul fieri maxima vel mini- 
ma. - Nam fi fuerit 24y — yy = 20x — xx, erit y 
maximum vel minimum, fi fuerit x = b 5. eritque 
y= a V (ar—bb). “Contra vero x fit maximum vel 
minimum, fi fuerit y—2, fitque r—=b+V(0b=a0), ne- 
que ergo fiet y maximum vel minimum, fi vb +V ()—aa), 
quo tamen cafü x eft maximum minimumue. Ceterum 
hoc cafu, fi y habeat valores maximos vel minimos; x 
hac indole prorfus carebit: namque y maximum mini- 
mumue fieri nequit, nifi fit 777, quo cafu maximum 
minimumue ipfius x fit imaginarium. 


85. 
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285. Tum vero etiam euenire poteft, vt non om- 
nes radices aequationis ZX — o praebeant maximos mi- 
mimosue valores pro y; fi enim illa aequatio duas ha- 
buerit radices aequales, exinde neque maximum neque 
minimum confequitur; hocque idem euenit, fi quotcun- 
que radices numero Pares fuerint inter fe aequales. Sic 
fi proponatur aequatio ^(y—4)* = (x—2)*-[-c*; quia 
fumtis differentialibus fit 2243 (y—2)—354dx(x—D)?, func- 
tio y neque maxima fiet neque minima pofito x = P, 
propterea quod hic occurrunt duae radices aequales. Sin 
autem x tanquam funttio ipfius y fpeCtetur, ea fiet maxi- 
ma vel minima, fi ftatuatur y — 245 eritque x — 2? —-c 
minimum. Quia denique in huiusmodi aequationibus 
Y — X variabiles x & y inter fe non permifcentur, fi 
ipfi x tribuitur valor, qui fit radix aequationis 4X — o, 
omnes valores ipfius y, quotcunque fuerint reales, erunt 


maximi vel minimi; quod non euenit, fi in aequatione 
ambae variabiles fuerint permixtae. 


286. Quae praeterea fuperfunt de natura maxi- 
morum ac minimorum exponenda, ea in fequentem 
feftionem referuamus, quoniam commodius ope figu- 
rarum menti repraefentari atque explicari poflunt. Per- 
gamus ergo ad functiones, quae ex pluribus variabilibus 
funt compofitae, atque inueftigemus valores, quos fiñ- 
gulis variabilibus tribui oportet, vt ipfa functio vel ma- 
ximum vel minimum valorem obtineat. Ac primo qui- 
dem patet, fi variabiles non fuerint'inter fe permixtae, 


ita vt funétio propofita fit huiusmodi XY, "E 
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X fun&ione ipfius x, & Y ipfms y tantum, tum fun- 
&ionem propofitam X + Y fore maximum, fi fimul X 
& Y maximum euadat: minimumque, fi fimul X & Y 
fiat minimum. Ad maximum ergo inueniendum inqui- 
rantur valores ipfius x, quibus X fiat maximum, fimili. 
que modo valores ipfius », quibus Y fit maximum: 
hique valores pro x & y inuenti efficient funCtionem 
X — Y maximam, quod fimiliter de minimo erit te- 
nendum. . Cauendum ergo eft, ne duo valores ipfarum 
x & y diuerfae naturae combinentur, quorum ille reddat 
X maximum, hic vero Y minimum, aut contra. — Hoc 
enim fi fieret, functio X + Y neque maximum foret 
neque minimum. ¿At huiusmodi functio X — Y fiet 
maxima, fi X fuerit maximum fimulque Y minimum; 
contra vero X — Y fiet minimum, fi X fuerit minimum 
& Y maximum. Sin autem vtraque functio X & Y 
ftatueretur -vel maxima vel minima, earum differentia 
X——Y neque foret maxima, neque minima; quae om- 
nia funt ex natura maximoruih ac minimorum ante ex- 
pófita clara & perfpicua. 


287. Si ergo quaerantur maximi minimiue valores 
funCtionis duarum  variabilium ; quaeítio multo magis 
cautioni obnoxia eft, quam fi vnica fuerit variabilis. 
Non folum enim pro vtraque variabili cafüs, quibus 
maximum minimumue producitur, diligenter funt diftin- 
guendi; fed etiam ex his bini eiusmodi funt coniungen- 
di, vt funétio propofita fiat maximum vel minimum ; id 
quod ex exemplis clarius patebit. 


Mmmm EXEM- 
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EXEMPLUM 1. 


Sit propofita haec duarum variabilium x d» y funt, 

y? — 8y? -+ 18y? — 8y + X? — 3XX — 3x 

dr quaerantur valores pro y (ix fübflituendi, vt haec 
funtiio. maximum vel minimum obtineat valorem. 


Quoniam haec expreflo in duas huiusmodi partes 
Y -- X refoluitur, quarum illa eft funétio ipfius y, haec 
vero ipfius x tantum; cafus quibus vtraque fit maxima 
vel minima, inueftigentur. Cum igitur fit Y ———— 


—— —— 


.4Y 
y*—8y* + 18)* — 85, erit 7——49?——24)?-1-36y—8 


dy 
qua expreffione nihilo aequali pofita, fiet per 4 diuifo 
335 — 6y? + 9y. — 2 — o, cuius radices funt y-—2, 


ddY 
& y—2-b Ys. Cum ergo fit p" —3yy—12y--9; 


cafü y — 2, prodibit maximum. Pro reliquis binis ra- 


dicibus y —— 2 + V3, quae oriuntur ex aequatione 
ddY 
yy —4y -t- 1 — o fiet UI 4 mri SÉ 


vnde vtraque dat minimum. Erit autem his cafibus vt 
fequitur. 


Mio luum g maximum 
y = 2 — V3 Y = — 1 minimum 
y=2 + V3 Y — — 1 minimum 


Simili modo cum fit X —w3 


CE it —— 
3 3%) erit. 2 
i 


3X4—-6x—-3, vnde oritur haec aequatio xxc—2 x4 


& 
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d d 
&' r=1 +2. Eftvero d dX —1: —+V2 
6 dx? 


Ergo radix: 4—1+V2 dat minimum, nempe X—-—-5—4V2 
& e =1— V2. dat maximum, nempe X—-5+4V2. 
Quocirca formula propofita X + Y. = yt — 8y* 
— 18yg.—58y + x3 — 3xx — 3x fiet maxima, 
fi ponatur.y c2 & xc—1i-——-Y2, prodibitque X + Y 
L3 +4V2.. “Eadem autem formula X + Y. fiet mi- 
nima, fi fumatur vel. y — 2 — V3 vel y — 2 -- V3 
& xcci-EVo, vtroque cafu erit X 4- Y —-6-4V2. 


EXEMPLUM. H. 

Si proponatur haec funcdio duarum  variabilum : 
AN ANO NAAA EX 
quae quibus cafibus fiat maxima vel. mini- 
ma inuefligetur. 

Pofito vt in praecedente exemplo habuimus, Y: == 
y*——8y*-puug8y*-—8y. & XL-x5—3xx—3x; 
formula propofita erit Y — X ; ideoque fiet maxima, fi 
Y. fuerit maximum & X minimum. | Cum igitur hos cafus 
iam ante eruerimus, patet Y— X obtinere valorem ma- 
ximum, fi ponatur y — 2. x1+]V2; fietque 
Y-X--:3--4Va.- Minimus vero valor ipfius Y - X 
. euadet, (i Y fit minimum, & X maximum, quod euenit 
ponendo y=2=+V3 & xz-i-V2, fiet autem Y- X 
4—4Va Ceterum in vtroque exemplo patet hos. valo- 
res, quos inuenimus , neque omnium effe maximos ne- 
que minimos: nam íi vtrinque poneretur verbi gratia 
y ==100) & xo, fine dubio maior prodiret valor eo, 

Mm mm a quem 
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quem inuenimus: fimilique modo ponendo yo & vel 
x ———1:00 vel x —--1oo minor prodiret valor, quam 
funt illi, quos pro cafu minimi inuenimus. Probe ergo 
tenenda eít idea füpra expofita, quam de natura maxi- 
morum ac minimorum dedimus. Scilicet eum valorem 
vocari maximum , qui maior fit valoribus tani antece- 
dentibus quam confequentibus contiguis proximis; mini- 
mum autem effe eum, qui his valoribus tam anteceden- 
tibus quam confequentibus fuerit minor. ^ Sic in hoc 
exemplo eft valor ipfius Y — X, qui prodit ponendo 
y-z2 & x-—i-|-Va maior eft iis, qui refultat fi po- 
natur y—23Hw & r—1i+V25+0 fumtis pro w & Q 
quantitatibus fatis exiguis. 


288. His exemplis expeditis facilior erit via ad fo- 
lutionem generalem indagandam.  Denoter V funétio- 
nem quamcunque duarum variabilum x $ y, fintque 
pro x $ y valores inueniendi, qui funétioni V inducant 
maximum vel minimum valorem. Cum igitur ad hoc 
efliciendum vtrique variabili x € y determinatus valor 
tribui debeat ; ponamus alteram y iam habere eum va- 
lorem, qui requiritur ad functionem V vel maximam 
vel minimam: reddendam: hocque pofito tantum opus 
erit, vt pro altera x idoneus quoque valor inueftigetur, 
quod fiet, dum fun&io V differentiatur ponenda fola x 
variabili, differentialeque nihilo aequale ftatuitur.. Simili 
modo fi fingamus variabilem x iam eum. habere valo- 
rem, qui aptus fit ad functionem. V vel maximam vel 
minimam efiiciendam, valor iplius y reperietur differen- 
tian- 
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tiandó V pofita fola y variabili; hocque differentiale ni- 
hilo aequali ponendo. ^ Hinc fi diferentiale ` funétionis 
V füerit = Pdr Q4y, oportebit effe & P—o & 
Q— o, ex quibus duabus aequationibus valores vtrius- 
que variabilis x & y erui poterunt. 


289. Quoniam vero hoc pa&o fine difcrimine re- 
periuntur valores pro x & y, quibus functio V vel ma- 
xima vel minima redditur; cafus, quibus vel maximum 
vel minimum oritur, probe a fe inuicem funt diftinguendi, 
Vt enim functio V fiat maxima, neceffe eft vt ambae 
variabiles ad hoc confpirent ; namque fi altera “maximum 
exhiberet, altera minimum, ipfa fanétio neque maxima 
neque minima euaderet. Quocirca inüentis ex aequatio- 
nibus P= o & Qo valoribus ipfirum-* & y inqui- 
rendum eft, vtrum ambo fimul fun&tioni V vel maximum 
vel minimum valorem inducant ; atque tum demum, cum 
compertum füerit vtriusque variabilis valorem hinc eru- 
tum pro maximo valere, affirmare poterimus functionem 
hoc cafu maximum valorem induere. Quod idem de mi- 
nimo erit tenendum, ita vt funétio V minimum valorem 
adipifci nequeat; nifi fimul ambae variabiles x & y mi- 
nimum producant. Hinc ergo omnes illi cafus reiici de- 
bebunt; quibus altera variabilis maximum , altera vero 
minimum indicare deprehendetur. Interdum vero etiam 
euenit, vt alterius vel etiam vtriusque variabilis valores 
ex aequationibus P — o €. Q— o oriundi neque maxi- 
inum neque minimum exhibeant, qui cafüs proinde pa- 
riter tanquam prorfus inepti erunt reiiciendi. 

Mmmm 3 290. 
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290... Vtrum autem valores proia & y reperti, va- 
leant pro: maximo an minimo?; de vtroque. feorfim . fimili 
modo- inue(tigabitur, quo. fupra, cum vnica adefler va: 
riabilis, fumus víi. . Ad iudicium fcilicet de variabili x 
inftituendum confideretur altera, y, tanquam conftans , & 


d x z 
cum fit dV —P4x feu AME, differentietur P denuo 


dx 
ddX Mila 
pofito: y conftante, vt prodeat deg. 3€ difpicia- 


P dP 
tur, virum valor ipfius di poftquam loco x & y valo- 


res ante. inuenti, fuerint, fubflituti, fiat. affirmatiuus an ne- 
gatiuus ; priori enim. cafu: indicabitur minimum, pofte- 
riori vero maximum. Simili modo. cum pofito x con- 


dV 
ftante fit^2V— Q4 feu reme Q, differentietur- Q: de- 
nuo: pofita fola: y. variabili, & examinetur valor 29. (üb- 
ay 
ftirutis loco x & y valoribus, qui ex OS PESO 
& Q= o funt inuenti; Tes fi fuerit affirmatiuus, decla- 
rabit minimum, contra vero maximum. Hinc ergo col- 


ligitur, fi ex valoribus.pro x & y inuentis formulae 


dQ: 


TA induant Hic diuerfis fignis. affeCtos altera fci- 
Ly 


4P 
dx 


licet affirmatiuum , altera. negatiuum ,- tum. functionem 
V. neque. maximam neque minimam -effici ; fin autem 


dP d - ^ . le 
vtraque formula Te & Y fiat affirmatiua, minimum re- 
da y 


fultabit: contraque, fi vtraque fiat negativa, maximum. 
291. 
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eus & 295 vel 
dx dy 
etiam vtraque, fi pro x & y valores inuenti fübftituan- 
tur, euanefcat, tum progrediendum erit ad differentia- 
dP 2240 
dx? dy? 
neque maximum neque minimum habebit locum;. fin au- 
tem pope s n ex formulis ATE ENBU fe- 
FR 4 Q 
dy3 3 


291. Quodí vero altera formula 


lia fequentia quae nifi pariter euanefcant, 


quentibus. $ Ln erit petendum ;: fimilique modo 


i Sn api d 
inftituendum , quo pro formulis aE & z eft factum; 
Quo autem, quibus cafibus hoc vía veniat, clarius ex- 


£ Apr : d 
ponamus, „prodierit valor: x = e, qui: fi formulam d 


dP 
reddat euanefcentem, neceffe eft vt D. fattorem habeat 


x—4; qui fa&tor fi fuerit; folitarius, neque fimul alium 
fibi habeat aequalem focium , neque maximum. neque 


2t 
minimum indicabitur, quod idem euenit fi. — z factorem 


habuerit (x—4)3, vel (x—&)5, Sc. pit autem factor 
fuerit (x—2a)"*, vel (x—&)*, Sc. tum quidem maxi- 
mum vel minimum indicabitur; at infuper videndum 
erit, vtrum cum cafu, per y indicato confentiat. 


292. "Labor autem his cafibus ad differentialia vi 
teriora progrediendi mirifice fübleuari poterit: (i enim 
ponamus, vt rem generalius complectamur , inuentum 

effe 
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dP 
effe ax --6 —0, atque formulam 73 factorem habere 


(ar 5), "ita vt fit e = (ax-1-65)'T, quia eft 


d3 P 
ar+ÉX=o0, fiet DE eT; hincque ob 22? affir- 


matiuum, ex ipfa quantitate. T iudicium abfolui poterit; 
quae fi induet valorem affirmatiuum, pro minimo, con- 
tra vero pro maximo pronunciabit. Hocque idem fub- 
fidium in maximorum :minimorumque inueftigatione , fi 
vnica infit variabilis adhiberi poterit, ita ve nunquam 
opus fit ad altiora differentialia aftendere. - Quin etiam 
nequidem ad differentialia fecunda procedere, opus erit: 
fi enim ex aequatione P — o, fiat ax E= o , neceffe 


eft vt P fa&orem habeat ax-41-6 5 fit P— (aa-4-:6)T, 
& cum fit Z4 T--Ge- DIT, ob. «x-I- E= o, 


erit TP aT; hincque iam ipfe alter factor T, prout 


valor ipfius «T fuerit vel affirmatiuus vel negatiuus, fta- 
tim vel minimum vel maximum indicabit. 


295. His igitur traditis praeceptis haud difficile 
erit, fi fun&io quaecunque duas variabiles inuoluens fue- 
rit propofita, cafus inueftipare , quibus baec funttio fiat 
vel maxima vel minima. Si quae infuper notanda fue- 
rint, ea ipfa exemplorum euolutio fuggeret, quamobrem 
aliquot exemplis regulas datas illuftrari expediet. 
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EIX E MPL UM T. 


Sit" propofita ifle. fundlio duarum | eariabilium 
V= xx- xy yy — ax — by, quae 
quibus cafibus. fiat vel maxima vel 
minima inquiratur. 


Cum fit. ¿V—2xdx 4 ydx +xdy4+29dy-adxe—bdy; 
fi comparetur cum forma generali 4V — P4« + Q dy 
erit P — 2x--y—a & Q-c2y--x——- b: vnde for: 
mabuntur iítae aequationes 21+y—ao & 2j4x—5-——o, 
quibus coniunctis eliminando y fiet x —4 — 4x — 24, 


y ——L opt 
ideoque x — = sa OE ymancirmo—— 


sm 2P/ 
Cum igitur fit 7- — 2 vtraque 


oftendit minimum; «ex quo concludimus formulam 
Cay My y — ax — b y fieri minimam, fi póna- 
2a——b 2b— a Ja 

für 2 ^ SE ur MPA prodibitque hoc 

300+30b— 3bb zs arab bb 
9 ali 3 d 

qui cum fit vnicus, omnium erit minimus. Vnico ergo 

aat ab —bb 


, 


modo V = — 


modo fieri poteft xx xy yy—ax—byL-— 


& quia minor fieri nequit, erit haec aequatio 
CAR aa—-ab—bb 
ar HR Y E yy — e — hy — : ec 
impoffibilis. 
Nnnn EXEM- 


650 CA PUTO XL 


EXEMPLUM II. 


Si proponatur. formula: V = x3 +y? — 3x y, quae 
rantur cafus, quibus N adipifcatur valorem maxi- 
mum vel minimum. 


Ob dV = 3xxdx + 3yydy — 3aydx — 3axdy 
eriti PT 3x2 — 349 € Q—31y—= 3 ax, vnde fit 
aycxx & ax-yy. Cum ergo fit yya xt saana n 
erit .X* — 44.035 ideoque vel. x —o: vel $ 
Priori cafu fit y — o, pofteriori vero y =a. Quoniam 

d dd. 

ergo gE 6x, co 6& TELE atque 25 5 
priori ergo cafu, quo .c— o & yo, neque maxi- 
mum neque minimum  refültat.  Pofteriori vero cafü 
quo & x—2 & y—« minimum prodit, fi quidem 2 
fuerit quantitas affirmatiua , fietque V. — ——- 52, qui au- 
tem valor. tantum «minor eft proximis antecedentibus & 
confequentibus: nam fine dubio V multo minorem in- 
duere poteft valorem, fi vtrique variabili x & y valores 
negatiui tribuantur. 


EXEMPLUM Ill. 
Propofita fit haec functio ye ayy bxy- cx, 
CUIUS valores MIximi feu miimi INGUI ANİUT. 


Quia eft 2V—23xx4x + 2aydy—bydx—bxdy Lcdo 
erit P = 3«x — bye & Q5 2ay hr quibus 
) 


. q . ~ o . x E 
valoribus nihilo aequalibus pofitis erit y = —: ideoque 
2 


3X4 


Cr PVU XT, 


7 abbr 
Muro Mrs PENOSA We a ii e vnde 
:2 I24 
Ao ý 
DE uc pida td Nifi ergo fit /*—182ac 2 o, 


neque maximum neque minimum babet locum.  Pona- 


Lbb 
mus ergo effe bt—48aac —2 ^ff, vt fit c — D 


AED 4b uf) ; 
eritr=-= A al en Eos di Quoniam porro 
o bbz 
et E 6x 8 29.15 1g; fec E ED ni 
da d y dx 2 


bb E ; à 
fi ergo 22a & LO EP fint quantitates eiusdem figni, 
2a 


neque maximum feque minimum habet locum. At fi 
fint ambae vel affirmatiuae vel. ambae negatiuae, quod 
euenit, fi earum productum /(4+f) fuerit affirmatiuum ; 
tum functio V euadet minimum, fi « fit quantitas affir- 
matiua; contra vero-maximum, fi « fit quantitas nega- 


- e s b4 
tiua. Hinc fi fuerit / — o feu c — a ob 25 quan- 
saa 
titatem affirmatiuam, funétio V euadet minima, fi a fit 
; : bb 53 
quantitas pofitiua, ponaturque “== & y= ==; 
2 24 140 


contra vero íi « fit negatiuum, iítae fubftitutiones pro- 
ducent maximum. Si fit f < b, duobus cafibus -oritur 
vel maximum vel minimum: at fi f>}, tum cafus tan- 


b bb (h j 
EPA Sy = cau praebebit maxi- 

12.4 244a 
mum minimumue, prout fuerit vel negatiaum vel af. 


Nnnna fir- 


tum x — 
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firmatiuum.  Sire==x1,03 & f 1, Vt habeatur 
haec formula V — x? --yy — 3x y -+ £z, haec fiet 
minima ob. a affirmatiuum, fi ponatur vel! x— 31 & y—4 
wel xi & y-$. Priori cafu oritur V = 1, pofte- 
riori vero V — ys; Interim tamen patet loco x nu- 
meris negatiuis ponendis multo minores valores pro V 
oriri poffe.. Ita ergo intelligi debet valor ipfius V = + 
minor.effe, quam fi ponatur x= 2-0. & y—3--0; 
dummodo fint w & ( numeri parui, fiue affirmatiui 
fiue negatiui; limes autem quem w transgredi non de- 
bet et — 4; nam fi w < — %f fieri poterit vt V 
fiat minor quam i. 


EXEMPLUM IV. 


Inuenire maxima vel minima huius funtlouis: 
V — x4 + y^—axxy — axyy + ccxx + ccyy. 


Sumto differentiali erit P—4x3—2a6xy—ayy-I-2ccx 
& Q—= 4y— axx — 2axy +2ccy, quibus. valori- 
bus nihilo aequalibus pofitis , fi a fe inuicem fubtrahan- 
tur erit: 4x35——4y?——- ax € — ay y 1-2 ecx ——2 (cy —o, 
quae cum fit diuifibilis per x —y, erit primo y— +, atque 
4N3—3axx--2ccx 0, quae dat »——o & xx 344 — 2ce 


tTY(9aa—32c : ; 
feu «10 $0). Si fumamus x——o, erit quo- 


d 
que y=0; & ob TP miner — aay ace, atque 


7 . . * 

Ba rayy—20% 200 fiet funttio V minima —0o. 
y . 
Sin 
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3405 Y (9aa— 32 cc) 
.8 
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, fi quidem 
dP_ aQ 


fuerit 9a0>320c, ob 4x«——3ax — 2 cc, erit gc ay 


Sin ftatuamus &—y— 


21dd- 32cct- 78V (922-32cc) 

8 EPT A) 
qui valor cum fit femper affirmatiuus ob 32cc «49224, 
valor V hoc quoque cafü fit minimus, eritque =Z 


129% 2 044 Y 2ce 74X = 4e T 


aii Ha me E raro). Diuida- 


mus autem aequationem 4x? —4y3 --ax«ayy-F2ccxe2ecy—o 

per x—y fietque 4xx—1—4xy—- 43y 4x3 ay -A-2cc—o. 

At ex aequatione P — o, erit yy=- 2xy- $ ni, 
quo valore in illa fubftituto fit 


r6x3?—L-4axx-——aax-- g8ccx e 24cc 


x3 -Faxa--2 eco 
4 vnde efficitur: 


Verum illa dat y——x +V 


16x3  gaxx-FAcex + 2400 = eem T aaxx + 24ccx); 
quae ad rationalitatem perdu&ta, dat 
25635—-1924x43-1- 8044 ,—- 443 ¿af am 243cc 
E. T A X42? c*2co 
--128ec  —-96acc -—-48aac6  —L16ac* 
—+ 160% 
cuius radices, fi quas habet, reales indicabunt maxima 
Ar NS d d 
vel minima fun&tionis V, fi quidem eb & qe fiant 
: de dy 
quantitates eodem figno affeétae. 
Nnnns EXEM- 
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EXEMPLUM v. 


Inuenire maxima ¿ minima huius  expre[fonis : 
x* 4- mxxyy + y* aaxx + naaxy taayy — V. 
Fatta differentiatione erit : 

P —24x3-L-2mxyy--2aax + naay =o 

Q.— 453 + 2mxxy+ 2 aay -zaax —o 
quae aequationes inuicem vel fubtraftae vel additae dant: 
(4 +49 499 — 2x2 2aa — naa)(x —y) —o 
(4xx—4xy—-45y 4-2 MXy 204-204) (x+y) — o 
quae diuifae per x — y & x-y, & denuo vel addi- 
tàe vel fübtrattae dant: 
4xrx 49) + 2000 & 4xy 2Xy——nZaa-— O. 


E m. pofteriori fit icy i t 

X quaru ————— rior autem 
q P I 2(2=m)x >? P 

reales valores non admittit. Tres igitur habemus cafus: 
L. Si y—», eritque 4x3 2x3 p aaas + nax — o, 


vnde fit vel v= o vel 2(24)xx-|-(2--2)aa—co. Sit 


: dP 
xo, erit quoque yo, atque ob ym —I2XX-27)4124à 


& Buy penes: aa, hoc cafu fiet V —o mi- 
ay s; 


nimum, fi quidem coefficiens aa fuerit affirmatiuus. Al- 
(24+2)aR 
2 (m4-2)? 


numerus negatiuus. Sit 


ter cafüs dat xx zz-— 


z-—23 
m- 2 


quae realis effe nequit 


ana 
PAE 


nifi fit 


feu 
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feu n ——— skim — 41525 erit mc + ka & yaka At 
d 
E — rzkkaaş zmkkaa 4 200 & > —T12kk0a + 2mMkkaa + 200, 
quae cum fint aequales, erit V vel minimum vel maxi- 
mum, prout iftae quantitates fuerint vel affirmatiuae vel 
negatiuae. 
IL “Sit y———2; eritque. 2(z-1-2) x? = (1 — 2)aax 
(2—2)aa 
2 (m +2) a 
x= o recidit in praecedentem.  Pofterior vero erit 
(z — 2) aa 
2 (m--2) 
JP. JQ 
fiat dic dy 
III. . Sit y — 


Prior radix 


ergo vel » —o vel x« — 


realis fi 


fuerit.quantitas affirmatiua : $ cum 


prodibit vel maximum vel minimum. 


naa : 22 2? 2* 
erit 4x? Y —-————— 
2(2——m)?a 
ana? ana? 

+ 224 + 3 o feu 4«x*-eoaexx ED 
2(2—72)x act t (2—72)? ? 

cuius aequationis nulla radix eft realis, nifi fit az quanti- 

tas negatiua. 


2(2—m)x ? 


EXEMPLUM VL 
Propofita fit haec functio determinata : 
MEI MANUEL Y X ci Y Y, 
cuius valores maximi vel minimi 
mueflieentur. 

Cum hinc fiat P—41 320 y yo & Q—453—24.«—o 
erit ex priori y — 2x — 4 x?, qui in altera fubítitutus 
dat 256x? — 3843? + 192 x5 — 46x? + 3x —o. 
Cuius 
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Cuius.;vna radix seft: 1: y vnde. fit. quóque y — o. 


T dP ME dQ 
Ergo- hos..cafu ¿ob Jp Tiem & D 12 yy—2 


prodit maximum: V — o. 
Diuifa autem aequatione inuenta per x erit: 
a8 ^6 4 yv —- N 
25648 — 384x? —- 192x* — q0xx +30) 
quae faCtorem habet 4x4 — 1,. vnde fit 4x x zz 1 
?dP dl 
& xZ +45 atque y—-i-i, tum. vero erit 7- — L=, 
d J 
. MS I 
vtroque ergo cafu oritur minimum V = — 3 
Diuidatur illa aequatio per44:w—1, atque obtinebitur: 
64x? —— 80x* + 28xx — 3 TO, 
quae denuo bis. continet 44x —1—-05 ita vt praece: 
dens cafus oriatur. Praeterea vero inde fit 4x x — 3 —o, 


= cm 
& x-— Lorum cui refpondet y — pos: 


d Pd sis eh Abr jn 
pu queque dy =z ideoque fietV. minimum —- — 5 


3 
qui eft valor omnium minimus, quos quidem functio V 
recipere poteft: & hanc ob rem iíta aequatio em =cc 


femper eft impoflibili. Hinc autem patet via determi- 
nandi maxima & minima fünctionum, quae tres plu- 
resue variabiles inuoluunt. 
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DE FSU DIFFERENTIALIUM IN 
INUESTIGANDIS RADICIBUS REALIBUS 
AEQUATIONUM. 


294. 


N atura maximorum ac minimorum viam nobis pa- 
tefacit ad indolem radicum aequationum , vtrum 
fint reales; an imaginariae, cognofcendam. Sit enim 
propofita aequatio cuiuscunque ordinis : 

xn Axr og Byr- — Crer- + Dx?-4 -— &c.—o 
cuius radices ponamus effe p, g, vp s, £ Sc. ita vt p 
fit minima, 4 ea quaeratione magnitudinis fequitur, fic- 
que & reliquae radices fecundum ordinem quantitatis 
fint difpofitae : fcilicet fit 7> p; rg; sr; te s&c. 
Affümamus autem omnes radices aequationis effe reales, 
eritque -exponens maximus z fimul numerus radicum 
P: h r, Sc. Confideremus quoque has radices omnes 
tanquam inter fe inaequales; hinc tamen aequales ra- 
dices non excluduntur, propterea quod radices. inaequa- 
les, fi earum differentia abeat in infinite paruam, fiant 
aequales. 


295. Quoniam propofita expreftio x" —Ax»—14 &c. 
tum folum fit nihilo aequalis, cum loco x aliquis valor 
ex p, 4, r; Sc: fubítituicur, reliquis vero cafibus omni- 
bus non euanefcit, ponamus generatim : 

Oooo a. 
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am —Axra + Brr — Orr- hc —3 
ita vt s fpe&tari poflit tanquam functio ipfius x. Fin- 
gamus nunc pro x füccefliue fubítitui valores determi- 
tos, incipiendo a minimo *=—w, atque continuo 
maiores in locum ipfius x collocari; perfpicuumque eft 
z natturum hinc effe valores vel nihilo maiores vel ni- 
hilo minores, neque prius effe euaniturum, quam pona- 
tur x —p; quo cafu fiet $— o. — Augeantur valores 
ipfius x vltra p, atque valores ipfius 2 vel affirmatiui 
vel negatiui fient, donec perueniatur ad valorem x4; 
quo cafu iterum erit 20.  Neceffe ergo eft, vt cum 
valores ipfius z ab o iterum ad o accefferint, interea « 
habuerit valorem vel maximum vel minimum; maxi- 
mum fcilicet fi valozes ipfius 2, dum x intra limites p 
& 7 verfabatur, fuerint affirmatiui, minimum, fi fuerint 
negatiui Simili modo dum x vltra 7 ad v vsque au- 
getur, functio 2 maximum vel minimum attinget: 
maximum nimirum fi ante fuerit minimum, & contra, 
Supra enim vidimus maxima & minima fe mutuo alter- 
natim excipere. 


296. Quare cum inter binas quasuis radices ipfius x 
exiftat cafus, quo funétio z fit maximum vel minimum ; 
erit numerus maximorum $ minimorum, quae in funttio- 
nes implicantur, vnitate minor, quam numerus radicum 


` realium; atque ita quidem alterhatim fe excipient, vt maxi- 


mi ipfius valores fint atfirmatiui, minimi negatiui. Quod 
fi viciffim fun&tio s habeat maximum vel faltem valorem af- 
firmatiuum cafu «—/, atque minimum feu faltem negatiuum 
cafu 
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cafü v = ps quoniam dum valores ipfius x ab f ad g 
transeunt, functio 2 ab affirmatiuo abit in negatiuum ne- 
cefle, e(t vt interea per o tranfierit, & hancobrem dabi- 
tur radix ipfius x intra limites f & g contenta. Nifi au- 
tem haec conditio adíit,*vt valores maximi minimique 
ipfius s fiant alternatim affirmatiui & negatiui, illa, con- 
clufio non fequitur. Si enim dentur funétionis 2 mini- 
ma, quae quoque fint affirmatiua, fieri poteft vt valor 
ipfius s a maximo ad fequens minimum tranfeat, cum 
tamen interea non euanefcat. - Ceterum ex diétis intel. 
ligitur, etiamfi aequationis propofitae non omnes radices 
fuerint reales, tamen femper inter binas quasque dari 
maximum vel minimum; etiamfi propofitio conuería ge- 
neratim non valeat, vt inter bina quaeuis maxima feu 
minima radix realis contineatur: valet autem adieCta con- 
ditione, fi alter valor.ipíius s fuerit affirmatiuus, alter ne- 
gatiuus. 

297. Quoniam ergo fupra vidimus, valores ipfius x, 
quibus functio : 
2» — Axn-i--Bx7-: — Cri Dx n7 4— &c. 
fit maximum, vel minimum, effe radices aequationis dif 


ferentialis huius : 
ds 
dpt (n —1)Ax"——- (n—2)Bx 77 —(1—3)Cx "74 
x 
+ Sc. — o 
manifeftum eft, fi aequationis s—o omnes radices, qua- 


rum numerus eft — y fuerint reales, tum quoque om- 


Z Jen co "a 
nes radices aequationis + —-——o fore reales. Cum 


enim 
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enim funĉ&io s tot habeat maxima vel minima, quot nu- 
merus z——1 continet vnitates , neceffe eft vt aequatio 
ds A ^ : 

j, -9 totidem habeat radices reales; ideoque omnes 
eius radices erunt reales. Ex quo fimul perfpicitur, func- 
tionem z plura maxima minimaue habere non poffe, quam 
2. Habemus ergo hanc regulam latiffime potentem ; 
fi aequationis s — o omnes radices füerint reales, tum 


2 


quoque aequatio gm o omnes radices habebit reales. 


t s Ta ECL 
Vnde viciflim fequitur, fi aequationis »- — o non om- 


nes radices fuerint reales , tum quoque non omnes 
aequationis s — o radices reales fore. 


298. Quia inter binas quasuis aequationis s — o 
radices reales datur vnus cafüs, quo funétio s fit maxi: 
mum vel minimum ; fequitur fi aequatio 2 — o duas ha- 


: : dz : 
beat radices reales, tum aequationem j, 9 neceflario 


vnam radicem habitgram effe realem. Pariter fi aequa- 


: E : . dz 
tio % — o. tres habeat radices reales, tum aequatio  =0 
5: 


certo duas habebit radices reales. Atque generatim fi 
aequatio 2 — o habeat z radices reales, neceffe eft vt 


D Md Adis d 
aeguationis 2 ad miunuinum fint 2 —1 radices rea- 


. de : : 
les. Quare fi aequatio 4;--9 pauciores habeat radices 


reales quam zz—1:, tum viciffim aequatio «— o certo pau- 
ciores quam æ% habebit radices reales. — Cauendum au- 
tem 
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tem eft, ne propofitio conuerfa pro vera habeatur; etiamfi 
enim aequatio differentialis eec aliquot. vel adeo om- 
nes radices füas habeat reales , tamen non fequitur , ae-. 
quationem 3 — o vllam habituram effe radicem realem. 


dre ne Qo UA 3 
Fieri enim poteft, vt aequationis z, ~ 9 omnes radices 
fint reales, cum tamen aequationis s — o omnes radices 


fint imaginariae. 


299. Interim tamen, fi conditio fupra memorata 
adiiciatur, propofitio conuería ita proponi poterit, vt ex 


Aie zc dde . 
radicibus realibus aequationis Ją = e, numerus radi- 


cum realium aequationis z — o certo cognofci poffit. 
Ponamus enim a, E, y, à, &c. effe radices reales aequ&- 
tionis 2 — o, inter quas « fit maxima, reliquae vero 
ordine magnitudinis fe inuicem fequantur. His igitur 
valoribus loco x fubftitutis funttio s obtinebit vel maxi- 
mos vel minimos valores alternatim. Cum, autem func- 
tio s fiat-— v, fi ponatur x =a, patet eius valores 
continuo decrefcere debere, dum valores ipfius x ab v 
vsque ad & diminuuntur; ex quo, cafu x= «, fiet s 
minimum.  Quodíi ergo hoc cafü x= eu funétio s va- 
lorem induat negatiuum, neceffe eft vt ante alicubi fue- 
rit — o, ficque aequationis 2 — o radix dabitur realis 
x > œ; fn autem pofito x —« funétio s adhuc reti 
neat valorem affirmatiuum, ante nusquam potuit effe 
Oo005 mi- 
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minor, alias enim quoque daretur minimum. antequam 
x ad a vsque diminueretur, quod effet contra hypothe- 
fin; hinc aequatio s — o nullam habere poterit radi- 
cem realem maiorem quam «a. Si ergo ponamus pofi- 
to —« fieri z= Y, hoc modo iudicari poterit :. fi fue- 
rit 9| quantitas affirmatiua, tum aequatio s — o nullam 
habebit radicem realem a maiorem; finautem Y fuerit 
quantitas negatiua, tum aequatio s — o vnam perpetuo 
habebit radicem realem « maiorem, neque plures. 


300, Ad hoc iudicium vlterius perfequendum 
fi ponatur | 
a | 


&s. &c. 

Quia ergo Y fuit minimum, erit Y maximum, $ qui- 
dem íi Y fuerit affirmatiuum, erit quoque $5 affirma- 
tiuum, neque ergo inter limites œ & 6G dabitur radix 
realis aequationis s = o. Quare fi haec aequatio nul- 
lam habeat radicem realem œ maiorem, neque vllam 
habebit, quae effet maior quam 6. Sin autem Y fuerit 
quantitas negatiua, quo cafu vna datur aequationis ra- 
dix x> a; difpiciatur vtrum valor ipíius 99 fit affirma- 
tiuus an negatiuus? priori cafu dabitur radix x» 2-6, pos- 
teriori vero nulla dabitur radix intra limites a $ & con- 
tenta. Simili modo cum $9 fuerit maximum, erit G mi- 
nimum ; quare fi X habuerit valorem negatiuum, mul- 

to 


TRIN 


N N An Ye 
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to magis G erit negatiuum , nullaque hoc cafu dabitur 
radix intra limites 6 & y contenta. 
matiuum, radix dabitur realis inter limites E & y, fi € 
fiat negatiuum: fin autem © quoque fit affirmatiuum, 
tum nulla dabitur radix inter limites € $ y contenta, 
fimilique modo iudicium vlterius erit inftiruendum. 


Adi 95 fuerit affir- 


gor. Quo haec iudicia facilius intelligantur, ea in 
fequenti tabella complexus fum: 


Aequatio «— o vnam 
habebit radicem rea- 


889 AS 
HIE 


& 


S SuSE 


HILL] 


C. 


^ e mR 


Si fuerit 


gri: 


Harumque propofitionum conuerfae & in negantes trans- 
mutatae pariter in omni rigore locum obtinent. Scilicet 


Aequatio z 


o 


nullam habebit radicem 
realem, quae contineatur 


inter limites : 


CACA RE 
COROS 
mi Era 
UPS self Y 2008.7 
Wiz. dX 


Cow RR 


SA 


m Sow? me 


OGB 


HAHH 


fi non fuerit 


— & $8-—-- 

+ & & —-— 

— & D += 

+ E — 
&c. 


© 
" 
o 


—' A 
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Ope harum ergo regularum ex radicibus aequationis 
dz : 4 

dy = 9s fi eae fuerint cognitae, non folum numerus 
radicum realium aequationis s — o colligitur, fed etiam 
limites innotefeunt, intra quos fingulae iítae radices con- 
tincantur. 


EXEMPLUM, 

Sit propofita ifla aequatio: X* — 134XX + 24x — 12:70 
quae an habeat radices reales qo» quot 
quaeritur. 

Aequatio differentialis erit 443 — 28x + 24 — o 
feu x3 — 7x6 =o, cuius radices fünt 1, 2, & — 3, 
quae fecundum ordinem magnitudinis difpofitae dabunt 

vnde erit 
r7 2 i A == — 4 
& I | BL — 1 


Mis c Eug € = — 129 

Ob A negatiuum ergo aequatio propofita habebit radi- 
cem realem > 2, at ob 35 negatiuum, neque inter li- 
mites 2 & 1, neque inter limites 1 & —— 3 radicem 
habebit realem. | Cum autem pofito. x == —— 3 fiat 
s——(G =-129, ac fi ftatuatur r———u, fiat s—-4- 
neceffe eft, vt radix detur realis inter limites —3 & —w 
contenta.  Habebit ergo aequatio propofita, duas radi- 
ces reales, alteram x72, alteram x <—-3; ex quo duae 
radices erunt imaginar ie: Simili modo ergo ex vltimo 
acquationis própofitie maximo vel minimo iudicari = 

et, 
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bet, quo ex primo folo. Scilicet fi aequatio propofita 
fuerit ordinis paris, vltimum fiue maximum fiue mini 
mum. (erit autem hoc cafu minimum), fi fuerit nega- 
tiuum radicem realem, fin affirmatiuum radicem imagi- 
nariam indicat. At pro aequationibus imparium graduum, 
quia pofito x — —— co fit s— — v», fi vltimum maxi- 
mum fuerit affirmatiuum , radix realis, fin negatiuum, 
imaginaria indicatur. 


302. Regula ergo pro cognofcendis radicibus rea- 
libus & imaginariis hoc modo: commode exprimi pote- 
rit. Propofita aequatione quacunque z = o, confidere- 


tur eius differentialis jg 7 9», cuius radices reales fe- 


cundum ordinem quantitatis difpofitae fint a, €, y, 2, '&c. 
tüum;pofito x::——£.,:6,509, vpred €, &C. 

t CDE ar a 0m AN AD (9$ S sc. 

lam fi figna fint: — + — + — — &c. 

tot -aequatio s — o' habebit radices reales, quot haben. 
tur litterae &, 6, y, &c. & infuper vnam. ^ Sin autem 
vna ex his literis maiusculis non habeat fignum infra 
fcriptum, tum binae radices imaginariac indicabuntur. 
lta í A haberet fignum —+, tum nulla daretur radix 
intra limites vo. & E contenta. Si B habeat fignum —, 
nulla dabitur radix inter limites a & y; &, fi € habeat 
fignum +}, nulla erit radix inter limites E & 0, & ita 
porro. Generatim autem praeter radices imaginarias hoc 
modo indicatas, aequatio 2 — o infuper tot habebit ima- 


2 


ginarias , quot aequatio — = o. 


dx 
Pppp 303. 
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303. Si eueniat «vt valorum WKB, €, D, &ci 
aliquis: euanefcat , tum -eo. loco:raequatio -s =ho'duas: ha: 
bebit radices aequales... Scilicet. fi. fuerit 9| — o, tum 
habebit duas radices ipfi a aequales; fin fit'.95 — o, 
duae erunt radices — 6... Hoc enim cafu aequatio s—o 
vnam (habebit radicem. communem cum aequatione dif 


gipod a ; dira 
ferentiali Ja — 9 fupra autem demonftrauimus, hoc 
effe indicium duarum radicum aequalium.- Sin autem 


. ds ; 
aequatio 7- = 9 duas pluresue radices habeat aequales, 
A 


tum fi earum numerus fuerit par, neque maximum ne- 
que minimum indicabitur : ` vnde pro praefenti infti- 
| tuto radices. aequales numero pares neglipi- poterunt; 
TN Sin. autem numerus radicum . aequalium aequationis 
jj dz ——9 fuerit impar, tum ómnes praeter ynam in 
| T TOW RE | 
formatione iudicii reiiciendae fünt;' nifi-forte | hoc ;cafü 
ipía quoque functio 2 euanefcat. .Si enim hoc -eueniat 
i aequatio s — o quoque habebit radices aequales & qui- 


il . ds à 
Wu dem vna plures, quam aequatio ds —.9. Sic .fi fue 
I 
yi - dis , 2 
rit t — (+ — C)" R, ita vt haec aequatio habeat z | 
Xx 


radices aequales ipfi 2, fi pofito x = ¿ quoque euanes: 
cat z; tum aequatio s—co habebit z 4-1 radices aequa- 
les ipfi £g. 


304: 


de à 
erit eius differentialis — =2x— A, qua fatta —o, 


de 


erit x— £A, feu a—3A. Subftituatur hic valor loco x, 
fietque 4 — —— ——4ÀAc-BIS; 
ifte valor ipus YA fuerit negatiuus, 
AA>4B, aequationem x £4 — A x -I-B— o habitu- 
ram effe duas radices reales, alteram maiorem quàm ¿A 
alteram minorem. Sin autem valor ipfius “Y fuerit af 
firmatiuus feu: A A. — 4B, tum, ambae. aeqüationis pro: 
Ac fi--fuerit Az 
feu. A. A = 4 B, tum- aequatio. propofita habebit duas: ra: 
dices -aequales,: vtramque fcilicet. — 4 A+ Quae. cum 
ex natura aequationum quadraticarum fint: notiffima; ve: 
ritas horum principiorum- nón mediocriter illuftratur , 
fimulque eorum vtilitas in hoc negotio perfpicitur. 


pofitae. radices. erunt imaginarias. 


305... Progrediamur ergo. ad aequationes .cubicas 
fimili modo inquirendas. + Sit; ergo..propofita aequatio 
x3 — Ax?--Bx-——C-s-co: cuius diílerentialis 


cum fit gar —2Ax + B— 7, d 


fiet xx» = MARIS 


dices funt imaginariae, vel aequales, vel reales inaequales; 
A+ Senan A? 3B) B 


Cum igitur hinc fit x — 


ftre 
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304. Applicemus haec praecepta ad aequationes 
fimpliciores, ac' primo quidem a d —€— 


Sit igitur propofita haec: aequatio : =4*=4A+4B= 


vnde: colligimus; fi 
hoc eft fi fit 


, fi haec ponatur = 


— , > cuius dmn vel ambae ra- 


,, ambae radi 


du rr E al 


667 


ces 


668 CAPUT: XIX 


ces erunt imaginariae,.fi fuerit AA «4 4B: hoc-ergo 
cafü aequatio cubica: propofità vnicam habebit. radicem 
realem, cuius alii limites non patent praeter +u $ — qo; 
Sint iam ambae radices inter fe aequales, feu AA 


$ A : 
Crit x T Nifi ergo fimul fiat s — o, hae duae ra- 


dices pro nulla: reputari debebunt,- habebitque "aequatio 
; [ A 
vt ante vnicam radicem realem; fin autem cafu x — = 


fimul fiats—o, quod euenit, fi fuerit — 4, A* +3AB-C—o, 
feu C= FAB zz A3; hoc eft fi füerit B— 2 A? 
& CT, A*, aequatio habebit tres radices aequales, 
fingulas fcilicet — 3 A.. Euoluamus nunc tertium cas 
fum; quo: ambae radices aequationis differentialis fine 
reales & inter fe inaequales, quod euenit fi A A 4 Bj 
Sit ergo AA — 3B-I- f, feu B—3 AA — yf, erunt 


Af 


ambae illae radices x — Fiet ergo «— 4 A+3f 


& 6— $ A — $f. Quaerantur ergo valores ipfius s 
his refpondentes Y & B; $ cum ambae radices con- 
tineantur in haec aequatione x x —— 4$ A x — a B, 
fiet =- j Axx 4 $3 Bx - C——$AA x4 ABH $Bx-C. 
Hinc itaque oritur: 
A=- Z7 A3 HAB- 7, A*F43BJ-CoRAL A3 IA LC 
$5—— £- A3 HABLA? —$Bf-C—4£,A3-IAf 2520 
ob B=3AA — £f. Si igitur fuerit Y quantitas ne- 
gatiua, quod euenit, fi fuerit C ;5 A3 —: A F=f, 
aequatio 4 — o vnam habebit radicem realem >a, hoc 
eft 
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eft maiorem quam 3 A + 4f. Ponamus ergo effe 
C>2A3-3Ap=2,f2 feu effe. CEAS- Afi 4885 
atque, vt vidimus, aequatio propofita cubica habebit. ra- 
dicem realem >3 A+ £f. Quales autem futurae fint 
reliquae radices, ex valore Y intelligetur: erit autem 

— 4f — geg; qui fi fuerit affirmatiuus, aequa 
tio infuper duas habebit radices reales, priorem intra li- 
mites œ & 6, hoc eft intra FA+3f & $ A— $f 
contentam, alteram vero minorem quam $ A — $. 
Sin autem fucrit gg 7,/?, feu Y negatiuum, tum 
aequatio habebit duas radices imaginarias. At fi fuerit 
Bo feu 45 f? —-—— gg tum duae radices euadent 
aequales, vtraque — 6— 3 A — xf. Denique fi fit va- 
lor ipfius Y affirmatiuus feu C <A A? —$ Af- 42:75, 
tum aequatio duas habebit radices imaginarias, tertiaque 


-érit realis & <A —-3$f. Atque fi fit valor ipfius 


9[—: o, duae erunt radices aequales — œ; manette ter- 
tia 4$ A —¿£ 


306. Quo igitur aequationis cubicae x? «Ax? -Bx-C—o 
ómmes tres radices fint reales, requiruntur tres condi- 
tiones.: Primo vt fit B<FAA: fitergo B=3AA-37 
Secundo vt fit C > -5 AS — +A f — $4.75. Ter: 
tio ve fit C < 2 A? z AFH Quae duae 
pofteriores conditiones eo redeunt, vt C contineatur in- 
tra hos limites 2, A?—3A/-//3 & ASANA 2, 
feu intra hos limites ;5(A-E/)* (A-2/) & 44 (A-F) (A4 2F), 
Quod íi ergo harum conditionum vnica defit, aequatio 
duas:habebit radices imaginarias. Sic fi fuerit A — 5, 

Pp pp 3 B-==x; 
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B=2, erit $f—— AA-B—1 & f/— 35 vnde ifta 
aequatio : x? ——53 xx -H 2x —- Cro omnes radices 
reales habere nequit, nifi C contineatür intra limites 


EE S & ma Quare fi fuerit vel ct 


9 
feu C<—o, 3849, vel C + 2V3 feu C> o, 3849 
aut coniunctim. CC > 2%, aequatio vnicam habebit radi- 
cem realem. 

307. Quoniam in omni aequatione fecundus ter- 
minus tolli poteft, ponamus effe A — o, ita vt. habea- 
mus hanc aequationem cubicam «3 += B. ——.C 0. 
Vt igitur huius aequationis omnes tres radices fint rea- 
les, necefle eft vt primo fit B<o, feu B debet effe 
quantitas negatiua. Sit ergo B— —— ££, erit f/ — 3&&, 
atque infuper requiritur, vt quantitas C. contineatur | in- 
tra hos limites. — 42, /3. & + 44/3; hoc eft inter 
hos — 2 kk V3kk & +—2k%V3kk Erit ergo 
CC < 77k? feu CCa — ;*, B3. Vnica ergo condi- 
tione natura: aequationum- cubicarum; + quae omnes tres 
radices habeant reales comprehendi poterit, dum. dice. 
mus effe oportere 4B3.+ 27.C C. quantitatem nega 
tiuam. , Sic enim iam -poftulatur, vt fit B: quantitas 
negatiua; quia alioquin 4 B* +-27.CC. negatiuum- fieri 
non. poffet. .... Quocirca. generatim affirmamus, -aequatio- 
nem x? + Bx + C— o omnes tres radices -habituram 
efle reales, fi fuerit 4 B? 4-27 CC | quantitas negatiua. 
Sin autem haec. quantitas fuerit affirmatiua ,, tum vnicam 


fore realem , reliquas binas imaginarias ; at fi fiat 
4B: 
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4B? +27CC=0;itum omnes quidem radices futu- 


ras effe reales, at binas inter fe aequales. 


308. Progrediamur ad aequationes biquadratas, in 
quibus etiam fecundum terminum deeffe ponamus. Sit 


I 
ergo xt -+ Bx? — Cr+ D — o. Statuamus x — —, 
u 


eritque 1 -J- Bu? — Cu? + Dut =o, cuius aequatio 
differentialis e(t 2 Bx— 3 Cu? 4 D 4? — o, quae 

: z 6Cu—4B 
vnam habet radicem u= o, tum vero erit «w= — Tj" 


Ep ax 
& SAC US MEE == BDO. Ve igitur onm- 
nes quatuor radices fi nt reales, primo requiritur, vt fit 
$SCC232BD. Ponamus ergo effe 9 CCz-32 BD 4 9/5 


erit u —5 2 3 3 Hiec femper: pro quantitate af 


firmatiua fümere poterimus, nifi enim talis fuerit, po- 
üendo z—;—— v talis euadet. Mox autem demonftra- 
bimus omnes radices reales” effe non pofle, nifi fit B 
quantitas negatiua. Sit ergo -B — £g, eritque 


4C ^r 
9 CC = »f—32ggD, & E TEE Atque duo 


cafus erunt perpendendi, prout D fit quantitas affirma- 
tiua vél negatiúa. 

L Sic D quantitas affirmatiua , eritque f £ C, ae 
tres ipfius z radices fecundum quantitatis ordinem dis- 
pofitae erunt 19; 4— d 29 40, 3^5 u— A. 

Aequa- 


ipa CAPUT XIL 


. 3 2 
Aequatio autem ut — cm -- ae -- 5e his 


valoribus loco « fübftitutis dabit fequentes tres valores. 


— 27(C-2-/) (€ — 37) Pi 
3 — 4096 D* CD 
I 

Sus D 
—27(C —f)» (C--37) I 
e -— 4096 D* ad 


quorum primus ac tertius debet effe negatiuus : vter- 
que quidem ob Caffirmatiuum & C <f fit minor quam 


27 (€ FOE O) 
4096 D* 


= 
D 
Oportet itaque effe pa & 


27 (f£ —C)3 (C-3 
pa LEAD, ieu 4096D 4270/1 6) GJ-C) 
& 4096 D? < 27 (F — C): (C-1-3/) At prior quan- 
titas femper longe maior eft pofteriori ; vnde fufficit, fi 


LF ye dO id 3/), exiítente 


sF: 3 
fuerit D? < pu 


Bum — & f> C; atque Do. Si igitur 


fuerit D quantitas affirmatiua, C affirmatiua, B negatiua; 


ve fic fo C, atque De < E (FC) (CH3), 


hoc et D < z (f— C) Yf-r- C), tum. aequatio 


omnes 
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omnes radices habebit reales. ^ Sin autem fuerit 
3. (y- C) POFO), attamen D 4 EHOW- O); 
tum duae radices erunt reales & duae imaginariae. At 
fi adeo fuerit D > E +0) y (5 f — C), tum om- 


nes quatuor radices erunt imaginariae. 


IL. Sic D quantitas negatiua puta = — F, manente 
C affirmatiua ac B negatiua, ob B — 33D ^ — 
2 —9CC 3C2c3f 

T REM erit C f. Cum igitur fit «= Ear 
E CE i > f tres valores ipfius « fecundum ordinem 
magnitudinis RAS erunti?, 493 29, “TI : t, ; 
R umm s SM , qui dabunt fequentes valores 

I 

E nies 

qii I ERN Y 

Po xn 4096 F* F 

E= OH (ERI E 

sF 4096 F4 E 


Cum igitur Y fit quantitas negatiua, aequatio iam certo 
vnam, ac propterea quoque duas habebit radices reales. 
Vt autem omnes radices fint reales, oportet vt B fit 


Qg qq quan- 
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quantitas affirmatiua, ideoque 27(C—7)* (C+3 f) 4096F5: 
tum vero neceffe eft, vt fit © quantitas negatiua feu 
27 (C F)? (€ — 3f) < 4096 F?. Quocirca vt om- 
nes radices ms E requiritur vt F? contineatur in- 


tra hos limites ^ —— TON (C=3f) is (CAP (C4 3/) 
feu vt F contineatur intra limites 5.( CHA P(C=3f) 
8 - (CA y(C--35/); & nifi F contineatur in- 


tra hos limites, duae radices erunt imaginariae. 


IH. Ponamus iam B effe quantitatem  affirmatiuam, 


& D pariter affirmatiuam, ob B — Di LA erit Cz f5 
& cum fit u= 2 : A M ; radices ordine magnitudinis 


SÉ nb id E Cerf) 
Bi qr RUDI 
& 3%; umo, vnde fequentes oriuntur valores: 


difpofitae erunt 19,2 — 


L7 (OO (car 1 
I= 4096 D* 795 
m c Lea CO mI (rp. 3 
85 — 4096D* +5 


1 

e D 
vbi cum € fit quantitas affirmatiua, certo duae radices 
erunt imaginariae. Sin autem fuerit Y negatiuum, 
quod 
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quod euenit, fi 4096 D? < 27 (C 4? (3/— C), duae radi- 
ces erunt reales: fin fuerit 4096 D? 27 (C t)? (4-0), 
tum omnes quatuor radices erunt imaginariae. 


IV. "Maneat B affirmatiuum, fit autem D negatiuum 


Ii dign. A ie C pp 100 SM. 


> FR pe F ? 8 F 3 
32 
tres ipfius v radices fecundum ordinem magnitudinis difpo- 
3U-c 3(C 
fitae erunt 1°, u= TE 3.29, O &39,u—— E x 


vnde ifti valores nafcuntur. 
PESA 27(f— C» (C3) 1 
med FE 


4096 F'* 
I 
ec. TIC Gr Oe a 
d 4096 F+ F 


vbi ob% & E negatiua aequatio certo duas habet radi- 
ces reales, at ob B: negatiuum, duae radices erunt 
imaginariac. : 


309. Si igitur ponamus litteras B, C, D quanti. 
tates affirmatiuas denotare, fequentes oriuntur cafus di- 
verfi diiudicandi, qui ob f = V(CC— es BD) huc 
redeunt. 

L Si aequatio fit xt — Bx? + Cx D zo. 

Omnes radices erunt reales, fi fuerit 
D< $; (VCC43 B3D)-C) y (3/(CC + 5 BD) 4C) 
Qqqq 2 Duae 
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Duae radices erunt reales,  düaeque imaginariae , fi 
fuerit 

D> £c [V(CC+ S?BDY—C)  (3Y(CC4- 59BD)-- C] 
at D< Fe (V(CC4 5?BD)4C] y (3V(CC4- 3? CD)—2C] 
Omnes autem radices erunt imaginariae, fi fuerit 

D> S (V(CC+ 22 BD)+C] Y [3V(CC+ 3? BD)—CJ. 


IL Si aequatio fit xt — Bx* + Cx —— D — o. 
Duae radices femper funt reales ; reliquae binae quo- 
que erunt reales, fi quantitas D) contineatur intra hos 
limites. 


D> [YCC t BD) CJ y (C—3Y (CC—5* BD)] 
D «s (C-V(C C-5?BD)) y (CE3YCC4 32BD)] 


nifi autem D contineatur intra hos limites, duae reli- 
qua radices erunt imaginariae. 


HL. Si aequatio fit ++ Y Bx? + Cx c Dis 
Duae radices femper erunt imaginariae. Reliquae vero 
duae erunt reales, fi fuerit 

D < fe LVC- BD) £C] Y (SsY(CC— 3?BD)—C] 
Reliquae vero duae quoque erunt imaginariae, fi fuerit 


D > A (CC BD) 4C) Y (SY(CC— 4 BD) —cj 


IV. Si aequatio fit x* + Bx? + Cr — D —o. 
Huius aequationis duae radices femper erunt reales, 
duae reliquae vero femper imaginariae. 
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EXEMPLUM 1, 


Si proponatur haec aequatio xX*— 2XX ]-3% H 40 
quaeratur natura radicum, vtrum fint reales an 
imaginarias. 

Quia hoc exemplum ad cafum primum pertinet, eft 
B-—-L.2; C=3 & D-—4; vnde QC BD 
E. 2.8 37 32 V337 
a 238212 80 VGC EE BD) = —— 

9 9 9 
ynde conditiones vt omnes radices fint reales, funt 


V33 
* ot DO 337) GV 337V 337-3) 


4 «3 (1597 rt 337-9) Y (3573) 


16 «33 
Adhibitis, approximationibus examinari debet ergo, vtrum 
fit 1% Eaa = ; quare cum prior tantum condi- 
tio locum habeat, aequatio habebit duas radices reales, 
& duas imaginarias. 
EXEMPLUM If. 
Propofita fit haec aequatio : 


xt — 9XX -= 12X — 4 =0. 


Quae cum pertineat ad cafum fecundum, duas habe- 
bit radices reales. Ad reliquarum naturam inueltigan- 
Q33q 3 dam 
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dam, ob B—9, C— 1:2 & D—4, erit y (CC -5*3D) 
—Y(144-—32.4)— 4. Ideoque videndum eft, vtrum (it 


4> S. a6 y o, hoc eft 4 > o 


& 4 S. ja hoeta <3Y3 
quorum vtrumque cum eueniat, aequatio propofita qua- 
tuor habebit radices reales. 
EXEMPLUM HIL 
Propofite fit haec aequatio : 
xt + xx — 2x +60. 

Quae cum pertineat ad cafüm tertium, duae radices 

certo erunt imaginarias. Tum vero eft B==1; 


mdp. e 6c 2m == Ti 
C=2 & D=6 ideoque V (CC 3 BD)=V(4 2), 


quae quantitas cum fit imaginaria, & duae reliquae ra- 
dices certo erunt imaginariae. 
EXEMPLUM. IV. 
Sit propofita aequatio. haec : 
X* — 4X3 -+ 8x? — 16x +— 20 Z0, 
Eliminetur primo fecundus terminus, fübítituendo 
x Z y -+ ır fiet 
Xt I 9T ASA GN E 
ees dy Tom 2958 c T2) os d 
ri-94* cad nies 
— 16) —— 16 
+ 20 
J'-- 2) — 83. 79 ——9 
quae 


» 
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quae cum pertineat ad cafum tertium, duas radices ha- 
bebit imaginarias. Tum vero ob BR=2; CS 


erit V(CC— Dr BD) = V(64—64)=0. Com- 


paretur ergo D= 9 cum =.8 y—8-— 35. Cum 
ergo fit D—9 > — 3, etiam duae reliquae radices 


erunt imaginariae. 


EXEMPLUM W 
Sit propofite haec aequatio : x!—A443—7x? $ 34x —24—0 
cuius radices conflat effe, 1, 2, 4. & — 3. 


Quod fi autem regulas applicemus, fublato fecundo 
termino ponendo x— y+ 1 fiet: y3—13)y T 125 + o—o 
quae cum cafu fecundo comparata dat B— 13, C— 12, 
D=o. Debet ergo effe D > $$. 24. y/—24; feuo- — 9/3 
& D 4o; cum igitur D non fit maius quam o, aequa- 
tio quatuor radices reales habere indicatur. Si enim fit 


D — o, altera aequatio abit in D < $; ( - = 2 P4C 


ideoque 1 < i yaC, fu 27CC 4B: eft vero 
27. 144 < 4. 13? feu 36. 27 < 13°. 


310. Opus foret maxime difficile, fi fimile iudi- 
cium ad aequationes altiorum graduum transferre velle- 
mus, propterea quod aequationum differentialium radi- 
ces plerumque exhiberi non poffunt; quoties autem 
has radices aílignare licet, ex traditis principiis facile 

colli- 


NM 
e 


E 
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colligitur, quot aequatio propofita habeat radices reales 
& imaginarias. Hinc omnis aequationis, quae tantam 
ex tribus terminis conftat, radices, vtrum fint reales an 
imaginariae? definiri poterunt. Sit enim propofita haec 
aequatio generalis : 


sntr —L Ax» Box 
T ; ida 
Sumatur eius differentialis dz apate ABA x 


qua nihilo aequali pofita, erit primo x"-:——0; vnde 
fi z fuerit impar numerus, nulla radix maximum mini- 
mumue exhibens oritur: fin autem fit z numerus. par, 
vna radix in computum ducenda erit wo. Tum vero 
erit (m -4-2)x7 $ n A= o; quae aequatio, fi zz. fit 
numerus par, & A affirmatiua quantitas, nullam habet 
radicem realem. Hinc fequentes cafus erunt. expendendi. 


L Sit m numerus par ¿y n numerus impar, & radix 
x= o non valebit. Si igitur fuerit A quantitas affir- 
matiua, nulla prorfus habebitur radix maximum mini- 
mumue exhibens; vnde ob .z -z numerum imparem 
aequatio propofita vnicam habebit radicem realem. Sin 
autem fuerit À quantitas negatiua; puta A — — E, 
” nE m zt ”» ZE 
erit x =+ V—;.—: vnde a— LV—.— & 6——Y—.—. 

m+n m+n m+n 
Ex quibus valoribus fit: 
mE nE Nem 

— (am — E)” +4B= — =— stop) B 
ar 6 ) m-a Nma ^ 

mE ( n E 
mz Na 2 


atque B — + Mm +B. Si igitur 


fuerit 
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18 
o ; a mE f 12 E Nem 
g antitas negatiua, feu ——( —-— 
fuerit igitur 9f qu gatiua, feu AE e >B, 


aequatio vnam habebit radicem realem >æ. Si infuper 
mE WEN” 
) , hoc eft ambas 


fuerit B > — Lan mm 

conditiones in vnam  comple&endo ,- fi fuerit 
(m--s)mrt^ Br < om" s" En+», tum aequatio tres 
habebit radices reales: &, nifi haec conditio locum ha- 
beat, aequationis vnica radix erit realis. Valent haec 
de aequatione x"--» — Ex” + B—o, fi fuerit m 
numerus impar: vbi fi E füerit numerus negatiuus, 
aequatio femper vnicam radicem habebit realem. 


IL. Sint ambo numeri z & z impares, vt fit z-4—z 
numerus par, nullaque radix x — o in computum ve- 
niat. Quia eft (z-1-2)x*" -4 nA ———o, erit 

P nA : j 
x = — V — — , quae vnica radix fi fit ——.a, fiet 
2u-——3 
mA mÀ zn A Nim i 
elos NEL RM 
m- a m-a Nan 1 


valor fi fuerit negatiuus, aequatio propofita duas habebit 
radices reales, contra nullam.  Aequatio ergo propofita 
xm-» 4 Ax" + Bo duas habebit radices reales, 
fi fuerit m» z^ Am+» > (m--2)"-" B"; fin fuerit 
zu Amtn e (m--2)7?--" B", nulla prorfus radix 
erit realis. 


III. Sint ambo numeri z & z pares, erit ?—-7 pa- 
riter numerus par: vnaque radix x — o maximum mi- 
Rr rr nimum- 
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nimumue praebebit: quae erit vnica, fi A füerit quan- 
titas affirmatiua, vnde fatto a — o, erit 9 — B. Quare 
fi fuerit B quoque quantitas affirmatiua, aequatio nullam 
habebit radicem realem ; fin autem B fit quantitas nega- 
tiua, duae habebuntur radices reales, neque plures, fi 
quidem A fuerit quantitas .affirmatiua. At~ ponamus 


effe A quantitatem negatiuam feu A == — E, erit 
e us Y L habebimusque tria maxima vel mi- 
nima: nempe a = + y rim 60; yc-Y i 
Quibus ipfius s = x7--» —Ex»-L-B—o refpondent 
valores A — — ZI. EDO --B; $8—»; 
€= — ZE GEY” + B.» Si igitur B fi 


quantitas negatiua, ob A & € negatiuas, aequatio duas 
tantum habebit radices reales, propterea quod quoque 
BD — B fit negatiuum. At fi B fuerit quantitas affirma- 
tiua, aequatio quatuor habebit radices reales, fi fit 
(m-n) +a B» < m» z; E"-^. Nullam autem ha- 
bebit radicem realem, fi fuerit (m4+2)9+9Bw rz Erro, 


IV. Sit # numerus impar & » numerus par: atque 
radix x — o dabit maximum vel minimum. Praeterea 


: own ; 
Vero ert x ——— y ——-. Si ergo A fit numerus 
m-a ] 
affir- 
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affirmatiuus, fiet œ —o & Pao PADS 
? ma? 


A=B, & pott LL) +2 Quare fi fit B 


quantitas negatiua, puta B=—-F, atque infuper fuerit 

"u^ Amo? z- (mn) +F, aequatio tres habebit ra- 

dices reales : contra vnica tantum erit realis. — Sin au- 
p] 


hincque 


tem fit A quantitas negatiua puta A=— E, fiet 
” 72 E unb R 
X —— & acy—— & Eto - 
Ys -z En --z ens. 


bus refpondent A=- 5 tz) --B & BB. 


Quare aequatio tres habebit radices reales, fi fuerit. B 
quantitas affirmatíua, & mmp E a+ > m-—-z 4B», 
quae proprietas nifi locum inueníat, aequatio vnicam 
habebit radicem realem. 


311. Sint omnes coefficientes — 1, atque denotan- 
tibus p $ v numeros integros, aequationes fequentes ita 
diiudicabuntur : 


2 2V-—-—I 2y—-—I . 5 
x np --x Hizo vnicam habebit ra- 
dicem realem: 


2 Up 2 —1 2Y—1 i 
x —x +10, tres habebit radi- 
ces reales, fi fuerit 


di C RANT" <lu) "(a y 
Rr rr 2 quod 


I; 
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quod cum nunquam fieri poflit, aequatio femper vni- 
cam radicem realem habebit : 
2 M -2y 2Y ——1 : 
x^^ ust x —1i-—o duas habet radices 
reales, 


2p--2v 2 Y —I A 
xP +r -L-:-co nullam habet radicem 


realem. 


25--2v 2y , 
x +x -izo nulam habet radicem 


realem. 


2 2y 2y r 
x LE Æx- —1-c20 duas habet radices 


reales. 


2 2y I 2y 
Pd si qu A la 


Tio vnicam habet radicem 


realem. 
2 MM 2011 2y : 
LP —ow --r--co vnicam habet radicem 


realem. 
Ceterum quía in cafü tertio ambo exponentes fünt pa- 
res, is ponendo xx — ad formam fimpliciorem re- 
duci poteft, ideoque hic cafus praetermitti poffet. Quo 
fatto affirmari poterit, nullam aequationem tribus termi- 
nis conftantem plures tribus habere poffe radices reales. 


EXEMPLUM, 
Quaerantur. cafus, quibus aequatio haec X52 Ax? 3- B—o 
tres habeat radices reales. 

Quia haec aequatio pertinet ad cafüm quartum, patet 
quantitates À & B, effe debere fignis contrariis affeétas. 
Quare nifi huiusmodi habeat formam, vnicam habebit ra- 
dicem realem: fin autem aequatio propofita fuerit huius- 

modi 
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modi +5+Axr*FB=o0, quo ea habeat tres radices reales, 


' neceffe eft vt fit 332* A55 55B? feu Ais s. 3225 gs, 


108 
> 3125 
Quodí ergo fuerit B — 1 , oportet effe, As> TID 
feu A4 1,960132. Si ergo fit —2 ifta aequatio 
x5——2x*—L1:--0 tres habet radices reales, quarum 
cum vna fit -x — 15. fequitur hanc aequationem biqua- 
dratam xt- x3- x?—— x — 1-0, duas habere ra- 


dices reales. Quod quidem tum ex his datis praeceptis 
intelligi poteft, tum ex iis, quae in libro fuperiori funt 
demonftrata, manifeftum eft, vbi oftendimus , quamuis 
aequationem. paris gradus, cuius terminus abfolutus fit 
numerus negatiuus, habere femper duas radices reales. 


312. Ex his principiis quoque aequationes, quae 
conftant quatuor terminis, diiudicari poterunt, dummo- 
do aequationis differentialis radices. commode | exhiberi 
queant, quod euenit, fi exponentes ipfius x vel in tri- 
bus anterioribus, vel in, tribus pofteriorihus terminis fint 
in arithmetica progreffione. Cum autem haec diiudica- 
tio in genere füfcepta ad plures perducatur cafus, eam 
in nonnullis exemplis abfoluamus. 


EXEMPLUM L 
Sit propofita haec. aequatio X! — 2x5 x5 — a— 0, 
de e 
7 A IO +34 Y, 
quo valore nihilo aequali pofito fiet primo *x*T—= o, 
Rr rr 3 qui 


Fato z—x'—2x5-x3—a, erit 
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qui duplex valor pro nullo reputandus. Tum vero erit 


a ge ug di BE. caue s us d 
7x* — 10x?——3., vnde fit x*— ————; 8 quatuor 
valores pro x emergent, qui fecundum . magnitudinem 


ordinati, fequentes pro 4 praebebunt valores : 
A — — a 


BV 48 ys og 
343 


€ Ay IST 
343 


a EN 


Si ergo fit a numerus affirmatiuus, erit vel 72 Vs 
42:31h 


vel D 3, priori cafü ob Y, B, €, D, omnes 
3 


negatiuas , aequatio propofita vnicam habebit radicem 

¿bs 8 à 

realem xL :.  Pofteriori cafu fi a VE aequatio 
3 


tres habebit radices reales, primam > 1, fecundam con- 
tentam inter limites r & V3, $ tertiam intra limites 


+ VE VA. 


Sin a fit quantitas negatiua ponendo v= — y, ae- 
quatio perducetur ad formam priorem. ^ Quo ergo ae- 
quatio propofita tres- habeat. radices reales, neceffe eft 
vt fit. «<0,0916134 vel a< 4. 


CAP UDUS 


EXEMPLUM 11. 


Sit propofita haec aequatio: 
ax$—53Xx5- 10x?-12 0. 


Quia hic exponentes trium pofteriorum terminorum 


. . . » I 
funt in arithmetica progreffione, ponatur Bone] atque 


aequatio transmutabitur in hanc: 
a — 3y2 +) ioys — 125* 0, ponatur ergo 


£$.— 129% — 109 + e dll eritque . differen- 
: d 
tiando r — 96)? — 50yf+ 6y, = 0, ex qua aequa- 


AS 


96 
añ ; 2 
& y io n ideoque vel y — P vel y—P 


tione primo fit y o; tum vero erit y9— 


96 
His ergo tribus radicibus fecundum magnitudinem dis- 
pofitis, refpondentes ipfius z valores ita fe habebunt : 


Quodí ergo fuerit «> P. aequatio propofita duas 


í « I 
habebit radices reales, alteram ¡> yi alteram. «o: 


at 
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at praeter has infüper habebit duas radices reales, fi 

fimul fuerit 98 quantitas affirmatiua , hoc eft, fi fuerit 
91:39 

a< DIMEN, 

4 


id Quamobrem aequatio propofita quatuor 


habebit radices reales, fi quantitas a contineatur: intra 
I 3 E TED E 

limites y —. & E qui limites proxime. funt : 
9 2 

0,48075 & 0,50674. Pofito ergo a = $}, haec aequatio 

X95 —.60 + 20x? —24 o quatuor habet radices 


à Mias Ad a a da" r 
reales intra limites wn ; V5 y3;9;-——U0 ergo tres 


erunt affirmatiuae & vna negatiua. 
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CAPUT. XIII. 


DE CRITERIIS RADICUM 
IMAGINARIARUM. 


313. 


TI: capite praecedenti modum exhibuimus naturam ra- 
dicum cuiusque aequationis explorandi, ita vt eius 
beneficio, fi proponatur aequatio quaecunque, inueniri 
poffit, quot ea radices habeat reales, & quot imagina- 
rias. Plerumque quidem haec inueftigatio difficillime 
inftituitur, cum aequatio differentialis ita eft comparata, 
vt eius radices exhiberi nequeant. Quanquam autem 
his cafibus eadem operatio ad aequationem differentia- 
lem ipfam 'accommodari, eiusque radicum natura ex 
ipfius differentiali indagari, hincque illius radices proxi- 
me aílignari poffent; tamen labor nimium faepiffime fie- 
ret moleftus. ^ Quamobrem in hoc negotio faepenume- 
ro fufficit eiusmodi criteria noffe, ex quorum praefentia 
tuto concludi poflit, ineffe in aequatione propofita radi- 
ces imaginarias; etiamfi ex eorum abfentia viciílim in- 
ferri nequeat, omnes prorfus radices effe reales. Quae 
cognitio etfi eft imperfeéta, tamen frequenter vfu non 
de(tituitur : quocirca his criteriis explicandis praefens ca- 
put deftinauimus. 


314. In capite igitur praecedenti vidimus, fi 
aequatio quaecunque : 


Ssss 2 
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z cc a” — Aruh Bas-3— Cr- Darz &c.— 0 


omnes radices habeat reales cum etiàm"eius differentialem 
E (11) Ax 4 (22)B 123 (n— 3)Cxn-4-] 80,0 
omnes fuas radices habituram effe reales. Simul vero 
oftendimus, etiamfi aequatio differentialis omnes 'habeat 
radices reales; tamen inde non fequi, ipfius aequationis 
propofitae. omnes ràdices futuras effe'reales; Interim: ta- 
men,-Ííi aequatio. differentialis: habeat radices imagina- 
rias, tum femper recte concludimus; aequationem ipfam 
propofitam ad minimum totidem habere debere radices 
imaginarias.. Ad minimum. dico : fieri enim. poteft, ..vt 
ipfa aequatio plures habeat radices imaginarias... Hoc 
ergo. modo ex aequatione- differentiali plus concludi 
non poteft, quam, íi ea habeat radices imaginarias, ip* 
fam. propofitam aequationem | eiusmodi -radices quoque 
habere debere, & quidem ad minimum totidem. 


315. Si aequatio propofita multiplicetur per. po- 
teftatem quamcunque x”, denotante zz numerum. inte- 
grum affirmatiuum ; tum quia haec noua aequatio om- 
nes radices habebit reales, fi quidem | propofitae radices 
omnes fuerint reales: tum -quoque eius diflerentialis; 
poftquam .per.x?-1 fuerit. diuifa, radices, erunt. reales 
omnes. Hinc íi haec aequatio ; 


xe — A x7 Y Bar — Car 3 -H Dyr — &c. — 0 


omnes radices habeat reales, tum quoque iíta aequatio 
(min) x” — (ua u—i)A«n 4 (m4 n—2) Baa — &c.— o 
om- 
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omnes radices habebit reales. Ob eandem rationem, fi 
haec multiplicetur per-«* & denuo differentietur, aequa- 
tio refultans : 


(ta) (Ep) an (ma) (Ena) Ang (p 2) (Epi 2 ) Bae "t Kc, Zo 


omnes adhuc radices habebit reales : ficque quousque 
libuerit, vlterius progredi licet." Sin autem. huiusmodi 
aequatio radices imaginarias habere deprehendatur, tum 
fimul certum erit, ipfam aequationem propofitam faltem 
totidem radices imaginarias efle habituram. 


316. Si aequatio:propofita, antequam differentiatur, 
per nullam poteftatem ipfius x multiplicetur, tum iudi- 
cium ad aequationem vno gradu inferiorem deducitur. 
Ita fi aequatio propofita 

xn — Axr Brr — Carros + &c. — 9 
omnes radices habeat reales, tum quoque eius differen- 
tiales omnium ordinum omnes radices habebunt reales. 
Quare & fequentium aequationum omnium radices erunt 
reales : 

n? —(n—1)Axt 1(u—2)B x13 — (073) C 194 4 &c. — 0 

n(n—)xn-:—(n—rXn—-2)Axt3 + (2—2)(2—3) Bx"-4 - &c.——io 

n(u—1)(n—-2)x73 — (z—1)(2-2) (23) A.x"-4.31— &cazz9 

n(z-iyn—2y(u—-3)a-4-(2—1(2—2)(2— 3)(2-4)Aa7-5 4- &c.—o 
&c. 


quae aequationes ad fequentes formas reuocantur : 


Ssssa gr 
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n=l p n—ai (2-1)(2-2) -2) n= (1112 a 
4 A z (a=1) ii 2 (z—r) (u—2) -2)" 
ECO WENIGE CO MK COT EDI Ce PA NAR 
ES RA zm Bx»-4— TC ICE Crett &c. = 
(z- a ma 1 73) 14) _ (1-3X9—4) (15) 
Aiit bem z (ür) Ber a(u—i)(m—2) 
ra CE ze [Aie sas y 0220-5 py n6 (1749) (2-5) (0-6 


Z(u—1) u(z—1)(2—2) 
&c. 


2 Cuna + &c. =o 


a 


Crré + Rc. = 


Des -7 4 &c.— o 


317. Hoc igitur modo iudicium ad aequationem 
dati gradus inferioris, quam eft ipfa propofita , reduci 
poteft. Sic íi m fuerit numerus quicunque minor quam 
z,tum fi aequatio propofita omnes radices habeat rea- 
les, tum quoque huius aequationis gradus z; omnes ra- 
dices erunt reales: 


m(m—x) ttes "(m-iym-2)c LL zed 
n(n— ye? n(u—1X2=2) Cx] &c.—o, 


Quare fi ponatur m= 2, prodibit ifta aequatio : 


m— Arm- 14 


cuius radices debebunt effe reales, fi quidem aequatio 
propofita x*——Ax"-1-- Bx»—3— C x»—3-|- &e. =o 
omnes habeat radices reales. Cum autem ifta aequa- 
tio quadratica radices reales habere nequeat, nili fit 

A 2. 1 


B, fequitur, aequationis propofitae radi- 
ann" u(a—i) 3 ANS prop 


ces 
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ces omnes reales effe non poffe, nifi fit AA LB. 


- 22 . 
Quamobrem fi fuerit. AA <= B, hoc certum erit 


fignum, aequationis propofitae ad minimum duas radices 
fore imaginarias. 


318. Hinc ergo affecuti fumus affeCtionem neces- 
fariam , qua coefficientes trium "primorum terminorum 
affecti effe. debent, fi quidem aequationis propofitae om- 
nes radices fuerint reales. — Hocque eft eiusmodi cri- 
terium , vti initio meminimus : fcilicet etiamfi cafü 


AA = B, nihil pro realitate radicum fequatur, at fi 


ft AA 4L B, hoc famen certum fit fignum duarum 


faltem radicum imaginariarum. Sic vt omnes radices fint 
reales, fücceffiae pro y numero 2, 3, 4, 5, Sc. fübfti- 
tuendo. requiritur, vt fequitur : 


xil Aa ROBO rel er il 4B 
x—ÀÁx-.-Bx —C-——o ..... ÅAS SB 
x*—Ax3--Bx?f— Cx +D — o0 . . . A>- 4B 
5 —Axt+4-Br? — €Ox*- Dx —E-I-0 .. A*m ng 
Hinc fi terminus fecundus defit, tertiique coefficiens. B 
fit affirmatiuus, vt aequatio fit huiusmodi : 
xr- Bxs-3— Cx5-3-- Dx^-4— &c. — o, 

haec omnes radices reales habere nequit, fed ad mini- 
mum duae erunt imaginariae. 

Ssss 3 319. 


D 
y 
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319. Huiusmodi vero criteria pro coefficientibus 
fequentium terminorum erui poflunt, fi perpendamus 
aequationem hanc : 

I——Ày + By? —— Cy? + Dyt — &c. — o 
totidem habere radices'tam reales quam imaginarias, 
quot ipfa aequatio propofita contineat. ^ Haec enim ae- 


I " . 
quatio ex illa oritur, fi ponatur x — — , ita vt'ex radi- 


cibus huius aequationis fimul radices illius habeantur. 
Quare fi aequatio propofita omnes radices habeat rea- 
les, tum quoque reciprocae iftius differentialis, fcilicet 
huius  ——A-1-3By —3 C5? 4D 55 — &c. — o 
radices omnes erunt reales. Subftituatur in hac iterum 
X pro r^ atque emerget ilta aequatio : 


A x»— 3Bx7-3—- 43x 0 — 4Dx"-4—- &c. — o, 
cuius radices propterea omnes erunt reales, íi radices 
aequationis propofitae fuerint tales. Hinc iam patet, fi 
fuerit z — 3, neceíle efle vt fit BB > 3 AC. 


320. Differentietur autem ifta aequatio vlterius, 
atque prodibunt : 


» 4 2(n—2) m p 3(2—2X2—3) = 
Ax mime xus. + PEÓN — Ac. = o 


RUE ARE scil uw qi 
Ax DEE M En AN Amo; dd 


TE TE L EE CEN - 
pite ee pe FEROCE —$c.=0 


Sc, Gene- 
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Generaliter ergo, fi m fit numerus minor quam 7, erit : 
422 (m—1) ^ Edil 

Arm— 2 Ba m aida E &c.—o 


Si iam ponatur zz—-2, habebitur ifta aequatio : 


Am. i. 
"-i 


6 
dl amp On EAT da E 


BB 6AC . 
(2-1)? (-)(-2) 


Quare íi aequatio propofita omnes habeat radices reales 


erit BB> m 3) AC. Atque fi fuerit BB «37—2 AC, 
hoc certum eft fignum, aequationem propofitam ad mi- 
nimum duas habere radices imaginarias. Si igitur fit 


£ —3, criterium erit BBz M. fiifit-n:—45 erit 
BB> AC; 160535, erit BB> = SAC, & ita porro. 


cuius radices vt fint reales, oportet effe 


321, Vt-ħaec criteria ad fequentes coeficientes 
transferamus, refümamus aequationem differentialem in 
y inuentam : 


—À-1-2By— 3 C5* -1-4Dy* — sEy* -l- &c. — 
hancque denuo differentiemus, vt habeamus: 
2B — 6Cy— 12Dy? — 20 EJ? + &c.— o 


à 1,3 . 
quae reftituto — loco y dabit : 


Br» — 3 Cx”-3 + 6Dx»-4 — 10Ex”-5 + &c. — o 


ex cuius vlterioris, differentiatione fequuntur hae aequa- 
tiones : 


Bx"-3 
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4a A a uerus us 
Bx j— oops uc ho Dx f$—&c. — OQ 


& generaliter 


Quodíi igitur ponamus m= 2 prodibit aequatio quadrata : 
aum aa tas 
Br 1—2 Cr caro) D eo 
$CC 6.2 BD 
(2—2)*" (u—2Yn—3) 


fu CC> 22 D. Quare fi aequatio propofita 
omnes radices habeat reales, erit CC 3D, at- 
que fi haec conditio deficiat, aequatio certo duas ad mi- 
Tümum habebit radices imaginarias. 


cuius radices erunt reales, fi fuerit 


322. Siaequationem fuperiorem 2B— 6 Cy + 13 Dy* 
— Kc. — o denuo differentiemus, prodibit : 
—6C+24Dy— 6o Ey? +éc.—o, fiue 
C — 4Dy -+ 10 Ej? — 20 F5? + &c. — o, 


. 1 to. 
quae reftituto . loco x abibit in hanc: 
Z 
Cx73 — 4D x^-4-1- 10 Ex 7-5 — 20 F x7-6 4 &c. — o 
ex cuius vlteriori differentiatione fequuntur : 
z2—4)D x-$ 1o(z—a4)(z— 4 
4(2—4) ( 4 Pf 


(1 —3) (u—5)(2—4) 


Cx-4 — 


Cx»”—s 
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4(1—5)Dx*-6 Ad tl aa IRA 


o ET eT (n—3)(1—4) 
& generaliter 
Que ad, sr. con ELE) duret i c E 
2-3 (2—3) (14) A 


22 yl 2. 10 

——D14+ Emo 
rti (273)1-4) 

ex qua fi eius radices fint reales fequitur fore: 


«Ei. DD AGE DD HEBES Cg 


Ponamus m= 2, eritque Cx*— 


> (2-3) 014) 40-4) 


323. Ex his iam fatis perfpicitur relatio omnium 
coefficientium. Generatim ergo fi aequatio haec : 
xr Axm Br Cr+ Dret- Ex?-f4 &c.c— o 
omnes radices habeat reales; erit 


2 


AA> OS B 
paso dU eR MG 
2(2——2) 
ca 02) 
O ot 
5 (2—3) 
D D> T OREA CE 
6(n—4) 
EE EDAM 
&c. 


HD ESE Quarum 
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Quarum conditionum fi vna defit, aequatio ad minimum 
duas habebit radices imaginarias. ^ Atque fi iffa crite- 
ria a fe-inuicem non pendeant, facile perfpicitur, quot- 
quot eorum non conueniant, totidem dari paria radi- 
cum imaginariarum. Quamuis autem hae conditiones 
omnes in quapiam aequatione locum habeant, tamen in- 
de non fequitur, nullas dari radices imaginarias ; quin 
potius euenire poteft, vt hoc non obítante omnes radi- 
ces fint imaginarias. Cauendum ergo eft, ne his crite- 
riis plus tribuatur, quam ipfis vi principiorum, vnde 
funt deducta, tribui poteft. 


324. Facile autem apparet non fingula criteria, 
quae deficiunt, binas radices imaginarias indicare poffe ; 
in aequatione enim z dimenfionum, quia habentur z+ 1 
termini, atque ex fingulis praeter primum  & vltimum 
criterium defümi poteft, omnino criteria habebuntur 
z——1; neque tamen fi fingula deficiant, aequatio 27—2 
radices imaginarias habere poterit, propterea quod om- 
nino tantum 2 habeat radices. Vnum autem criterium 
femper duas radices imaginarias patefacit, & quia fieri 
poteít, vt duo criteria huiusmodi radicum non plures 
oftendant, videndum eft vtrum haec duo criteria fint 
contigua nec ne: priori cafu numerus radicum imagi- 
nariarum non augebitur, pofteriori vero, quia criteria 
litteras prorfus diuerfas 1nuoluunt, vnum quodque bi- 
nas radices imaginarias monftrabit. Ita etiamfi fuerit 


3(4—1) 4 
AA x & BB< 20=34B> ta 


men 
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men hinc non neceffario quatuor radices imaginariae in- 
dicantur, fed vtrumque fortaffe easdem binas indicat. 


E : 27 4(n—2) 
Quodí vero fuerit AA < poU B & CC< 30:5; D 


DA OE , P 
ia A C, quatuor radices ima- 


exiftente BB > 
2 (2—) 


ginariae indicabuntur. 


325. Ex criteriis ergo radicum imaginariarum fe 
immediate infequentibus plus non fequitur, quam ex vno; 
fin autem ea ordine interrupto procedant, vt inter bina 
quaeque. criterium vnum vel plura contraria interiaceant, 
tum ex vnoquoque binae radices imaginariae concludi 
poterunt. Quae confideratio fequentem regulam fuppe- 
peditat. Aequationis propofitae fingulis terminis, prae- 
ter primum & vltimum, infcribantur coefficientes crite- 
riorum ante inuenti, hoc modo : 


2n 3(4—1)  4(4—2)  s(M=3) &c 
i(5—1)  2(u—2) 3(4-3) 4—4) ; 

ya — Ax^-1 e Basa — Cx7-3 + Da?—-4 — &c.—o 
epe t Le AÑ IN &c. 


Tum  examinetur quadratum cuiusque  coefficientis, 
vtrum fit maius an minus, quam fra&io infcripta per 
produ&um adiacentium coefficientium multiplicata, prio- 
ri cafu termino fübfcribatur fignum +=, pofteriori fi- 
num =*3 primo vero termino & vltimo perpetuo fi- 
gnum ~} fubícribacur, Quo fatto, quot fignorum 
Tie Ye 2 horum 
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horum fubfcriptoram variationes occurrunt, totidem ra- 
dices imaginarias aequatio ad minimum habere cenfen- 
da erit. 

326. Haec eft regula a Nertomo inuenta ad radi- 
ces imaginarias cuiusque aequationis explorandas; de 
qua autem probe tenendum eft, quod iam annotauimus, 
facpenumero fieri poffe, vt aequatio plures habeat radi- 
ces imaginarias, quam hac methodo deteguntur. Hinc 
alii-operam dederunt, vt fimiles regulas alias inuenirent, 
quae numerum radicum imaginariarum exaétius praebe- 
rent, ita vt verus iftiusmodi radicum numerus minus 
faepe eum, quem regula oftendat, excederet. In hoc 
genere imprimis profítat regula Campbell: Arithmeticae 
Neutonz vniuerfali fubiuntta , quam propterea hic expli- 
cari conueniet, etiamfi non fit perfetta. ^Nititur autem 
hoc lemmate: | Si fuerint a, E, y, 2, e, Sc. quantita- 
tes, earumque. numerus fit z, ponatur fumma harum 
quantitatum a E + y- ô- &c. — S, fumma 
quadratorum 4° +52 -H y? + -+ &c.— V, erit 
vtique. V > o. Sed cum fit produétum ex binis 


a ayabs ndi e Cy cis Gd nw. c RR 


3 
2 

ert (m—1)V>SS—V fu mV'>SS. Nam 
fi differentiarum inter binas quantitates quadrata füman- 
tur, erit eorum fümma 


— (a-8)* + (u—y)* H (a9)? H (6—y)* + (6-0)* + &c. 

— (m-1)(«* F6? y? 40? &c.) - 2 (a61.a y F0 y &c.) 
(SS—V» _ $ 

—= (m1) V—2 ——— Z uV — SS. Cum 


2 
aa 


igitur 
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igitur fumma quadratorum redlium fit femper affirma- 
tiua, erit m V —5 So ideoque z V2SS. 


327. Hoc lemmate praemiffo íi habeatur haec 


aequatio : 

xn Ar Bera Cx93i-- Da s-4— Ex 975-4 - Fa 7-6 
— &c. — 0, 

eiusque omnes radices fuerint reales numero 7, quae 

fint a, b, c, d, e, &c. eric vti conftat ex natura 


aequationum : | numerus termin. 

AS] 0 +04 0 + d+ ké. ln 
EN 

B = ab a Had bc Hbd Kc. E 1) 


C— alc 4 abd hbe 4- acd + bcd -- &c. ps rien 


3 
D= abcd abce —abde + Kc. | n= ax) 


&c. 


Sumantur iam fingulorum harum ferierum terminorum 
quadrata, ac ponatur: 


P= ar r H ere &. 

Q— a2)? —— a?e? —— a? d? + 1202 4 &c. 

R— a?hze? HH arbed? + a? 2e? + a?cd + &c. 
S — a2b2erd? + ste + ab dre? + ko. 
&c. 

TE tt3 
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-erit ex natura combinationum : 
P = A* —2B 
Q= B? —2AC--2D 
R = C? — 2BD 2AE —2F 
S =D? — 2 CE — 2 BF — 2 AG —+—2H &c. 
328. - Vi igitur lemmatis- praemi(li habebimus : 
z P>AA 
SA GRE Q> BB 
DO RCC 


e Gre (nies) ee rae 


1j. 2. 3: 4 > | 


Quodü ergo loco P, Q, R, &c. valores ante inuenti | 
| 
fubftituantur , obtinebimus fequentes radicum realium 


proprietates : 
"»AA—20B>AA fu AA> .——B 


n(n—1)gg. UD ac She 2D >BB, 
f. 


E fiue 
2n (1—1) 


I. 2. 
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fimilique modo aequationes fequentes praebent : 


| 2n(n— 1) (1 —- 2) 


1. 2. 3- 
cc 2»(z—1i1)(s—2)  . (BD — AE +F) 
i ES 
i 22 (z—31Y(2—2)( —3) 
| I. 2. cup 
Dama 0E BELAG-ID 
T2207 9. qe os A 


Hinc ergo cuiusque coefficientis quadratum non folum 
| cum produéto proxime adiacentium comparatur, fed 
etiam cum reftangulis binorum quorumque vtrinque 
| aeque diftantium ; ita tamen vt horum re&tangulorum 
| figna alternatim mutentur. 
| 


| 329. Singulis igitur aequationis terminis praeter 
| primum & vltimum infcribi debent fraftiones, quarum 
| numeratores fint vnciae binomii ad fimilem dignitatem 
| eleuati duplicatae , denominatores vero eaedem vnciae 
vnitate minutae. Ita confiderando aequationes quadra- 
tas, cubicas, biquadratas &c. íi earum radices omnes 
fuerint reales, erit : 


4 
4? €— Ar B—o ; A? >4B 
Pro aequatione cubica: 


Ci 6 
T z 


x3 — Ar? + Bx — € — o 
erit ATUS IB gata AC: 
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T Pro aequatione biquadrata : 

Mi 2 Do inp 

xt — Ax? + Br? — Ox + D —o 

|] erit. A* 2 $B ; B*>*2(AC—D)”; C?>3BD 


Pro aequatione poteftatis quintae : 


10 20 20 ILo 
F 


xs Ax* + Bx — Gx? -—— Dx — Eto 
erit AA> *9B ; B?> *(AC—D) ; C?>*2BD—AE) 
& D*zcE. 


Pro aequatione poteftatis fextae : 


x2 39 40 39 r2 
13--55.15 tt sac Das ld een 
MN erit A? > 12B; B? > $8:(AC- D); C? > 49 (BD-AE4F); 
hl D'zi$(CE—BP); E'z3DF. Ke: 


330. Si igitur quodpiam criterium fallat, id erit 
indicium duas ad minimum inefle radices imaginarias 
in aequatione propofita. Cum autem fi fingula fallant, 
aequatio ideo non duplo plures habere queat radices 
imaginarias, fimili modo iudicium his cafibus erit abíol- 
AMI vendum, quem ante pro Neutoniana regula indicaui- 
m mus. Scilicet fi cuiusque termini quadratum maius fue- 
rit quam fra&io infcripta per produ&ta terminofam adia- 
centium & vtrinque aequidiftantium multiplicata, tum ifti 
termino fübfcribatur fignum -|—-, contra vero fignum 
——; primo vero & vltimo termino conftanter fübfcri- 
batur fignum +. Quo faéto infpiciatur ordo figno- 
rum 
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rum horum fubfcriptorum, & quoties occurrit variatio, 
toties radix imaginaria indicabitur. ^ Quoties ergo haec 
regula plures radices imaginarias indicat, quam Neuto- 
niana, toties quoque ad veritatem magis accedit. Inte- 
rim tamen fieri poteft, vt aequatio plures habeat: radi- 
ces imaginarias, quam per vtramque regulam indi- 
cantur. 


331. Falleremur ergo, fi his criteriis tanquam per- 
fe&is fignis radicum realium & imaginarium vti velle- 
mus; propterea quod fieri poteft, vt aequatio plures 
habeat radices imaginarias, quam haec criteria indicant: 
error autem eo maior efle poffet, quo altioris gradus 
fuerit aequatio propofita. Nam in aequatione quadrata 
haec criteria ita veritati funt confentanea, vt fi nullas 
radices imaginarias indicent, etiam aequatio- nullas fit 
habitura. Aequatio autem cubica duas radices imagina- 
rias habere poteft, etiamfi neutra regula, (ambae autem 
hoc cafü adhuc conueniunt) eas exhibeat. = Hos igitur 
cafus inueftigaturi, fit propofita haec aequatio cubica 
generalis : 3 54 
x3 — Ax? E Bx — Co 
in qua fi fuerit AAZ 3B € BB>3AC neutra re: 
gula radices imaginarias indicat. Supra aütem (306) vi- 
dimus ad id, vt nullae radices imaginariae adfint requi- 
ri primo vt ft B<jAA, quam conditionem quoque 
ambae regulae requirunt. Sit igitur B=3.AA— 4f, 
atque neceffe eft vt C contineatur intra hos limites : 
HAS — APT PR SAX PAf--4f. 

Vvvv Vtra- 
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B 
Vtraque autem regula tantum poftulat, vt fit CA. 


hoc ét C4 ,5,A5 — ZAF+H DL Quae condi- 


tio. locumr habere poteft, etiamfi C non intra dittos li- 


mites contineatur. 
ed 
332. Sit enim C—+A?-2%AfFf—+ LOU — gg: 
atque regulae nullas radices imaginarias indicabunt. - Inte- 


rim tamen in erunt duae radices imaginariae, fi fuerit vel 
fF 4 
zzA3—. AF 27 A — 88 «x7 A3 a- 3f rM tds 
vel 


4 
zz A? — E DÍA DUE > z ASIA RAS? 
2 ££ 
Si igitur fuerit vel gg > Gr UM vel ge ED. 
aequatio: cubica duas habebit radices imaginarias, etiamfi 
neutra regula eas indicet.. —Surnimus. autem. hic effe. A 
quantitatém: affirmatiuam, fi enim effet negatiua; ponen- 
do x-—-— aequatio in eiusmodi formam transmutare- 
tur, in qua-A effet affirmatiua. Hinc infinitae aequatio- 
nes cubicae formari poffunt, quae habeant duas radices 
imaginarias, etiamfi per regulam non indicentur. Sit 


Af) . AA)? 
enim ¿== LEAL, erit chA e 


wa E IN ld p—hh, E e NETOA 


AFP , Af—f) E 
fit get S inh exiftente MeL erit 


Cz 
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— A1 — EA A hhi BTLEAA— f. 
Vtroque cafu prodibit. aequacio duas habens radices ima- 
ginarias, neutra regula indicandas. .Ponamus verbi gra- 
tia AZ 4, fÆ 1; erit B— 5; & ob Eg — Ys Hhh; 
erit C— 224 — 44 — AA — 45 hh. : Quare fi fit 
C-«i2, aequatio. .«* — 4x* | 5x — Czo; femper 
habebit duas radices imaginarias. At fumto gg = ;—^4 
debebit effe 44 zz, fietque C — 22 t Mad hh. 
Sit 44— ys; atque aequatio x?—4xx—1-5x— $$ ——0 
duas habebit radices imaginarias, etiamfi nulla regulis 
prodatur. 


333. Quin etiam eiusmodi 'aequationes generales 
formari poffunt, in quibus neutra regula radices imagi- 
narias exhibeat, etiamfi tamen faepiífime duae pluresue 
infnt. Euenit hoc fi perpetuo duo figna fimilia fe mu- 
tuo excipiant, vti: 
ya Ar Bar 4 C72 1 Dx2-4— Ex- Fré &c. — o 
vel x*4- Axn = Brr —Cx7-3 + Dar4 d Exs-;— &c.—o, 
hic vtraque regula nullam vnquam radicem imagina- 
riam prodit. . Quod autem faepiffime huiusmodi radi- 
ces continere queant, vel ex aequatione cubica elucet 
x3—— Ax?—Bw-]-C--o; quae pofito f— AA 43B 
femper habet duas radices imaginarias, íi fuerit 
vel-C «zz AS $AfF—3 vel- Cz ¿y AB SAFE Bi. 
Interim tamen & hos cafus ex regulis elicere licet, íi 
aequatio ope fubltiturionis in aliam formam  transforme- 
tur. Ponatur -x = y + k, fietque; 


Vyv vv 2 y 


PA A iita HI a 
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Y — sky? -- 3 Eb y -- 45 | 
— Ayy — 2 Akya AER oa os 
— By Bk or mT 

+ € 
quae fecundum regulas examinata dabit primo quidem 
fponte (34 — A)? > 3(3£k 2 Ak — B); at quo fit 
(3kk—2 Ak— B)? > 3(3k—A) (45 —Akk—Bk -4 ©), 
quod eft alterum criterium , neceffe eft vt fit: 
B B--3AC -- (AB— $ O)£ -- (AA—3B) kk > o, 
quicunque valor ipfi & tribuatur. Sumatur ergo £ ita, 
vt haec expreífio minimum valorem adipifcatur, quod 


o | 


2 9C—AB 1 
fiet ponendo k = AABY & fi ifta expreffio ad- 
buc fuerit > o, probabile erit aequationem propofitam 
nullas habere radices imaginarias. Fiet autem 


(AB—sC* , (AB-90) 
BB AA e addas B A 


BB+3AC5> OA Cum ergo fit B= f- 3AA, 
erit 4f (5/7 -$SAAFHIA* -3AC) > GAf-£A35—9C)* feu 
4/5-A8?/* T4A* f 108A Cf > A?ft2A*f*-54ACFA“154A3Cp7290C 
vel 4/5 E 9 A? f* —6A* f-162ACfF- A*-E54A* C729 CC 
vnde faftoribus fumtis effe debebit: 
(28 A9*.—3Af 427C) (2/5 —A* + 3 Af — 27C) Eo. 
Hincque regulae radices imaginarias oftendent, fi fuerit vel 
CSA A PIAA & CR—ZQSASTIAKEZQf5 vel | 
C4 rA HAF P RCA EAS. 
Quae 
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Quae fiint eaedem “conditiones, quas fupra inuenimus. 
Patet ergo idonea aequationis propofitae transmutatione 
regulas hoc capite traditas ita perfici poffe, vt a veritate 
non diflideant, etiamfi conuertantur. 


334. Ex his principiis quoque regula Harriotti, 
qua quaelibet aequatio tot radices affirmatiuas habere 
praedicatur, quot dentur fignorum variationes, tot vero 
negatiuas, quot dentur eiusdem figni füccefliones, de- 
monftrari poteft, quae quidem regula pro radicibus 
tantum realibus valet. — Ponamus ergo aequationem 
x" — Ax?—i p Brr-2 — Cav—5 + Da?-4 — &c. 0 
omnes radices habere reales atque affirmatiuas, atque eius 
differentialis z4?—1— (z—1)A2"—5 (z—2)Ba7—5 — &c.—o 
non folum omnes fuas radices quoque habebit reales & 
affirmatiuas, fed etiam huius radices conftituent limites 


. "1 H . I 
radicum illius aequationis. Praeterex vero pofito «== 
y 


haec aequatio 1 — Ay + By? — Cy? + Dy* — &c: =o 
omnes quoque radices habebit reales affirmatiuas, fed 
réciprocas illius, ita vt quae radices in illa aequatione 
fint maximae, hae in ifta fiant minimae. His pofitis fi 
illa aequatio propofita continuo differentietur, donec ad 
aequationem primi ordinis perueniatur, quae erit 


1 . H " 
X — AI (317) huius radix adhuc erit afirma- 


tius, ideoque coefficiens fecundi termini habebit fi- 
gnum —— vti affumfimus. Sin autem ifte coefficiens 
haberet fignum —+, tum certo fequeretur, aequationem 

Vvvvsa pro- 


A E 
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propofitam non omnes radices habere affirmatiuas, fed 
vnam ad minimum fore negatiuam, SÁ quidem eam, 
quae limitibus hucusque perduétis refpondeat. 


335. Si aequatio propofita in fui reciprocam con- 
vertatur & differentietur, tum vero iterum x reítitua- 
tur, atque differentiationes continuentur, donec peruenia. 
tur ad aequationem. fimplicem, quae ex $. 320. erit hu- 


2 


iusmodi Ax — — B —o, cuius propterea radix 


i 

quoque debet effe affirmatiua, fi quidem propofita om- 
nes fuas radices habeat reales affirmatiuas, hincque fe- 
cundus & tertius terminus diuerfa figna habebunt. 
Quodíi ergo hi duo termini fimilia habeant figna, ad mi- 
nimum vna radix negatiua indicabitur, refpondens li- 
miti hac aequatione fignato, qui diuerfus erit a limite 
praecedente aequatione indicato, propterea quod hic ra- 
dices femel funt in. fuas reciprocas conueríae : vnde 
concluditur, fi tres termini aequationis initiales paria ha- 
buerint figna, tum duas radices negatiuas indicari. 


336. Simili modo fi conuerfiones & differentiatio- 
nes fecundum $. 321. inflituantur, atque eousque conti: 
tuentur, donec ad aequationem fimplicem Bx- 21 C — 6 


Z-2 
perueniatur, & huius aequationis radix. effe debet affir- 
matiua, fi quidem propofitae aequationis omnes. radices 
fuerint tales; vnde fi termini tertius $ quartus paria 
habeant figna, indicabitur vna radix negatiua. Sicque 
perpetuo, fi duo quicunque termini contigui aequalibus 


fignis 


XIII 11 


4 
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fignis fuerint affe&i, vna radix negatiua proditur; ideo- 
que quotcunque fuerint eiusdem figni fucceffiones, toti- 
dem «ad: minimum aequatio: propofita habebit radices ne» 
gatiuas, quoniam haec fingula criteria ad diuerfos limi- 
tes referuntur. Quod fi autem aequatio propofita om- 
nes radices negatiuas habere ponatur, tum quia radices 
omnium aequationum differentialium ex ea deduétarum 
debent effe pariter negatiuae, omnes termini aequalibus 
fignis affe&i elle debebunt. Quare fi duo termini con- 
tigui diuerfa habeant figna, ex iis vna ad minimum ra 
dix affirmatiua concludetur. Atque fimili modo, quot- 
cunque in 'aequatione occurrant binorum terminorum 
variationes fignorum, totidem ad minimum radices af- 
firmatiuae inefle dicendae fünt. Cum igitur aequatio 
omnis tot habeat radices, quot dantur duorum fignoruni 
contiguorum combinationes, neque plures, fequitur 
quamuis .aequationem, cuius omnes radices fint reales, 
tot habere radices affirmatiuas, quot fuerint fignorum 
contiguorum. variationes, tot vero negatiuas, quot fue- 
rint eiusdem figni füccefliones. 
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DE DIFFERENTIALIBUS FUNCTIO- 
NUM IN CERTIS TANTUM 
CASIBU S. 


337- 


S; y fuerit fun&tio quaecunque ipfius w, atque haec 
quantitas variabilis x augeatur incremento w, vt x 
abeat in x —- w, cum funCtio y induet hunc valorem : 


wdy Q?ddy , w3d3y t d*y 
O E QUAD TE TT. RUNE 
ideoque capiet hoc incrementum : 
wdy | w'ddy wdy | widiy og 


dx ade? .' 6dx3 24dx* 


vti fupra demonítrauimus. Quare fi fiat o — dx, ita 
vt x fuo differentiali d+ crefcat, tum funttio y incre- 


mentum accipiet = dy + z ddy-- - dByth x d*y4-&c. 


quod erit verum differentiale ipfius y. Quoniam vero 
huius feriei quilibet terminus ad fequentes habet ratio- 
nem infinitam, prae primo omnes-euanefcunt, ita vt dy 
more confüeto fumtum praebeat verum diílerentiale ip- 
fius y. Simili modo vera differentialia fecunda, tertia, 
quarta, &c. ipfius y ita fe habebunt: i 


dd,y' 
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dd.y—4dy 170 Ez Eldey tid ytc. 


3:4-5 3.4.5.6 
6 25 9o 30T 
di. y — d3y —d y dy 4d" 4 4 &c. 
Dou UE YS LUNDI tre aT 


6 o 
d*.y = d*y ET aed Mies dy 1 &c. 
ds, y = ds) tay HE d7y+ &c. 


d9.y = d%y tes d'y | &c. 

quae fequuntur ex $. 56. fi loco w ponatur dx. Erunt. 
ergo haec differentialia iplius y completa, quippe in 
quibus ne ii quidem termini, qui refpeQtu primi eux 
nefcunt, negliguntur. Inueniuntur autem finguli ifti ter- 
mini, fi functio y continuo differentietur, ponendo dx 
conftans. Sic pofito y = ax—xx ob dy = adx—2xdx 
& ddy=—2dx?; erunt ipfius y differentialia com- 
pleta: dy — adx — 2xdx — dx? 5 ddy=— 2dx? ; 
fequentia autem funt nulla. 


338. Quanquam autem generatim in his expres- 
fionibus differentialium fequentes termini prae «primis 
pro nihilo reputantur ; tamen in cafibus fpecialibus, qui- 
bus ipfe terminus primus cuaneícit, haec ratio ceffat, 
neque terminus fecundus amplius negligi poterit, Sic 
in exemplo praecedente etiamfi formulae y — 4x — xx 
differentiale in genere eft — (e — 2 x)42x reie&to ter. 
mino —-4x*, quippe qui eft-infinities minor quam pri- 
| M Xigx mus 
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mus (a—2x)4x: hic tamen ifta «conditio- manifefto fub- 
intelligitur, nifi primus terminus per fe euanefcat. Quo- 
circa fi ipfius y — ax — xx quaeratur differentiale, cafu 
quo x — £24, tum id dicendum erit elle — —42* ; 
fcilicet fi variabilis v differentiali de crefcat, tum func- 
tionis y cafu += $ a decrementum erit 2x?. Hoc au- 
tem folo cafu excepto perpetuo fun&tionis y differentiale 
erit —(«——2x)dx; nifi enim fit x — 1a, terminus 
fecundus — dx? prae primo femper reéte negligitur. 
Neque vero negleCtio termini dx? etiam in cafu x = Ze 
in errorem inducere poteft: comparari enim differentia- 
«lia prima inter fe folent; vnde quia dy = — dx? cafu 
x— ¿a, prae differentialibus primis d+ euaneftit, per- 
inde eft fiue hoc cafu habeamus dy — o fiue dy =— dx?, 


339. Denotante y functionem quamcunque ipfius 
x, fit differentialibus continuis fumtis : 
dy—gpdx;dp--gdxj di—=rdx 5 dr=sdre; &c. 
Hinc ergo differentialia completa, in quibus nihil negli- 
gatur, ipfius y erunt: 


d.y — pdx igda ¿rd sd Éc. 


dy m det rda? HE Jy sd p rds AL &c. 
diy = vdx3-1-.3 sdx*-1- $ tdx*-|- &c. 

d*.y — sdxt+2tdx5 + Kc. 

dy — tdx + &c. 


Nifi ergo primi termini harum expreffionum euanefcant, 
à foli differentialia ip(ius y exhibebunt; fin autem quo- 
piam 


CAPUT XIV. 715 


piam cafü primus terminus fiat — o, tum fequens difte- 
rentiale quaefitum exprimet. — Atque fi etiam: fecundus 
terminus euanefcat, tum tertius terminus valorem diffe- 
rentialis quaefiti praebebit, fin autem & hic euanefcat, 
quartus & ita deinceps. Vnde intelligitur nullius. func- 
tionis ipfius x differentiale primum vnquam penitus eua- 
nefcere; etiamfi enim fiat p — o, quo cafu vulgo dy 
euanefcere cenfetur, tum hoc diferentiale per altiorem 
ipfius dx poteftatem exprimetur. . Vti vel per ¿9dx?, 
vel fi etiam fit'4—0, per ir4x?, & ita porro. 


340. Quanquam autem his cafibus differentiale ip- 
fius y refpe&tu aliorum differentialium primorum- iqui- 
buscum comparatur, recte negligitur , atque pro nihilo 
reputatur; tamen faepenumero eius veram exprelfionem 
noffe iuuat. Ex completa enim differentialis forma 
ftatim perfpici poteft, quibus cafibus data fun&tio fiat 
maximum vel minimum. Si enim füerit : 

d.y = pix + 59d + + rdx? -L &c. 
quo y nancifcatur maximum minimumue valorem, neceffe 
eft vt fit p—o; erit ergo hoc cafu dy —£44x?, & 
fun&io y, fi loco x ponatur x--4x, abitin y-1-144x*, 
eritque propterea minima, fi g habeat valorem affirma- 
tiuum, at maxima fj 7 habeat valorem negatiuum. — At 
fi fimul fiat 4— 0, erit dy = & zdx?, & funétio y po- 
nendo x--4x loco x abibit in yt rdx’, neque hoc 
cafu maximum neque minimum prodit; fin autem fiat 
& ro, tum pofito «dx loco x funttio y euadet = 
y- d 5dx^, quae maximum exhibet, fi s fuerit quan- 
XXXX3 titas 
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titas negatiua, minimum vero, fi s fit quantitas affirma- 
tiua. Aliae occafiones, quibus differentialium completa 
expreflio- vfum habet, infra occurrent. 


341. Ponamus p euanefcere cafu xa, quod eue- 
nit fi fuerit p = (x—«)P. Talis autem valor. prodit, fi 
fuerit y — (x—4)* P-1- C, denotante C quantitatem. con- 
ftantem quamcunque. Cum enim fit pd zc (x—2)*aP 
+2(x—a)Pdx, erit vtique p—o, pofito x—«. Tum ergo 
ob Zpdx = 4 dx? — (x—a)* dd P —- 4 (x—a) dPdx +2 Pdx?, 
pofito x — a, fiet 44x? — 2P x^, atque differentiale 
completum hoc cafu x — 2, erit 7.5 — P Zx?, nifi forte 
& Pienanefcat pofito x — 4, quos cafus poftea contem- 
plabor. Praefens autem cafus generalius hoc modo ex- 
hiberi poteft. Sit s — (+—a)?P-4+-C, atque y fit func- 
tio quaecunque ipfius s, ita vt fiat dy — ZiZs, denotan- 
te Z functionem quamcunque ipfius s—(x—2)* P C. 
Erit ergo ds — (x—2)* 4P--2 (x-2)P 2x, & pdr =Z 
(x-a d P4 2Z(x—a)P4dx, quod membrum fit — o fi 
x= a; eodemque cafu negleétis terminis, qui continent 
fadtorem x*—a, erit ¿dx? —2PZd4x?, ideoque cafü 
x= a, fiet dy =PZdx?5 poftquam in PZ vbique lo- 
co x pofitum fuerit a. Quare (i fuerit y fun&tio quae- 
cunque ipfius s = (x—2)*P—1- C, ita vt fit dy Zds, 
erit cafu x — 2, differentiale dy = PZidx*. Fiet ergo 
haec functio y maxima cafü x= a, fi eodem cafü fiat 
PZ quantitas negatiua, minima vero, íi PZ fiat quanti- 
tas affirmatiua. 


342. 
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342. Si fuerit p—(+-a)?P, cafa x—2 quoque 4 eua- 
nefcit; talis autem expreflio pro*p oritur, fi fuerit y = 
(aP +C. Erit ergo pde = (x-a 4P-E 5(x—a)* Pdx; 
gdy? — (x-a) ddP-- 6 (x—a)* dPdx46 (+—a) Pdx?, quorum 
vtrumque membrum cafu x —2 euanefcit; at vero fequens 
erit rdx? = (x-a)? d3 P—— 9 (x—a)? ddPdx +41 8 (1-0) dPdx? 
--6P4x5 = 6Pdx?, pofito x —«. Quare cum & p 
& q cafu x — a euanefcat, fiet dy — $rdx? — Páx?. 
Simili modo fi ponatur s = (x—4)°P—+ C, fueritque y 
fun&io quaecunque ipfius z, ita vt fit dy=Zdx, ob 
ds = (x—ajdP-L3(x—a4)'Pdx, fiet quoque p = o & 
4-20, eritque rdx? — 6PZdx?; vnde cafü x — a, erit 
dy — PZ4x3. Quare ifta fun&io y, etiamfi cafu + = a, 
fiat p=0, tamen neque maximum neque minimum va- 
lorem recipit. 


343. Haec differentialia facilius inueniri poffunt ex 
ipfa differentialium natura. Cum enim differentiale ip- 
fius y oriatur, fi y a ftatu fequenti proximo fubtrahatur, 
qui prodit, fi loco x ponatur x——42«*; ponamus cafu pri- 
mo quo erat, y = (x-a) P--C, x—-4x loco x, eritque 
y*=(x=atdx)?2P:4C, vnde fiet dy —(x-atdx)? P -(x—4)*P. 
Cafü igitur quo ra, erit dy — P'dx?^, & cum P= 
ad P rationem aequalitatis habeat, erit dy — Pdx. Simili 
modo fi fuerit s — (x—4)?P —4- C, erit de—Pdx?; quare 
fi fit y funétio quaecunque ipfius 2, itayt fit dy = Z dz, 
erit dy =PZdx? cafü, quo ponitur x — «. Deinde fi 
fit s——(x—a)?P-- C, erit 2* — (x—a-- 2x) P*-I- C, & 
propterea cafu x — 4, fiet 2! —s—— 4s C Pda?. Hinc 
AxX3 fi 


fi fuerit y fun&tio quaecunque ipfius z, atque dy=Z dz, 
erit quoque cafi» = 4 differentiale dy —— PZi4x3, fi- 
quidem in funttionibus P & Z loco x vbique fübftitua- 
tur s. Quoniam vero hoc cafu fit s — C, atque Z eft 
functio ipfius s, euadet Z quantitas conftans, talis. feili- 
cet funttio ipfius C, qualis ante erat ipfius z. 


344. Si igitur generaliter fuerit y — (x—4)" P -- C, 
quia eft y!zz(x—a-L-dx)P'-L-C, cafu xa, fiet 
dy=Pdx"; vnde fi fuerit z z- 1, hoc differentiale res- 
pe&u aliorum differentialium primorum, quae ipfi dx 
funt homogenea, euanefcet. Ex praecedentibus ergo 
manifeftum eft, functionem y fieri cafu "a, vel ma- 
ximam vel minimam, fifuerit z numerus par: tum enim 
fi pofito x — a fiat P quantitas affirmatiua , fiet y mini- 
mum, fin autem P fit quantitas negatiua, fiet y maxi- 
mum.  Hocque ergo modo ratio maximorum & mini- 
morum multo facilius inuenitur, quam methodo fupra 
expofita, quia non opus eft ad differentialia altiora pro- 
gredi. Quod fi vero fit z = (x——24)^P-1-C, atque. y 
fuerit fun£tio quaecunque ipfius 2, vt fit dy —Z dx, erit 
cafu x = a differentiale dy =PZdx”. | Notandum au- 
tem eft, hic 2 fumi pro numero affirmatiuo feu o maio» 
re, fi enim z effet numerus negatiuus, tum pofito. x —o, 
non euanefceret (x——4)?, vti affumfimus, fed adeo fie- 
ret infinite magnum. 


345. lam vidimus hoc pa&o differentiale multo 
expeditius inueniri, quam ope feriei, qua ante differen- 
tiale 
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tiale completum: expreffimus ; fi enim fit » numerus in- 
teger, tot feriei illius termini perluftrari deberent, quot 
«s contineat vnitates. ^ Verum fi 2 fit numerus fractus, 
tum feries ifta.nequidem verum  differentiale vnquam 


3 
exhibebit. Ponamus enim effe y = (x—24)^--4Y a, fi 
feriem dy pde + igdx—L-irdx?-L- 74 sdx^ —— Sc. 
ui eir 3 

fpe&emus; fiet p = 4 V (*—a), 15 aV 

UTOR MIU EU a dis Hor ; 
r — 8(x—a)V(x—2a)? T 16(x— 2)? V (x — a)’ is 
Quare fi ponatur x =« fiet quidem p =o, at fequentes ter- 
mini omnes 4, r,s, Sc. euadent infiniti; vnde valor diffe- 


rentialis Jy hoc cafu omnino definiri non poteft. At vero 
methodus ex ipfa differentialium natura deduéta nullum du- 


bium relinquit. Cum enim fit y— "ERES UN aVa, pofito 
x+dx loco x fiet yr — a dx)! 4aVa, eritque, fi x —a 
ponatur dy =dxVdx. Euanefcit ergo hoc differentiale 
prae dx, at vero differentialia fecunda cum dx? homo- 
genea prae eo euanefcent. 


346. Euoluamus hos cafus, quibus exponens = 
eft numerus fractus aliquanto accuratius , fitque 
j= PV(x—4)-- C, ob y! =P (x — a+ dr) +C, 
fiet 4y— PV dx cafu xa; vnde hoc differentiale ad dr, 
& ad differentialia cum dx homogenea rationem tenebit 
infinitam. Hinc etiam patet, quid hoc cafu de ratione 
maximi ac minimi fit tenendum. Cum enim pofito x--Zx 
loco x, abeat y in PV (x—2)-1- CPV dx, ob Vdx 


am- 
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ambiguum, funétio y geminum induet valorem, alterum 
maiorem quam C, quem recipit pofito x = 4, alterum 
minorem; vnde cafü x — ae neque maximum neque mi- 
nimum fiet. Praeterea fi d+ capiatur negatiue tum va- 
lor ipfius y adeo fiet imaginarius. Idem tenendum eft 
fi fit 2 PVY (x—2)-41- C, & y funGio quaecunque ip- 
fius z, vt fit dy — Zs, tum enim erit dy c PZV dx 
cafü -« — a. 


347. Si propofita fuerit ifta funGio y—(x—2)»P4C, 


cuius differentiale quaeritur cafu x — 4, erit vti ex an- 
m 


tecedentibus colligitur dy — PZx". ^ Quocirca fi fuerit 
mi>n hoc difterentiale prae dx euanefcat, fin autem fit 


SE EE e 
man, ratio 7" erit infinite. magna. Praeterea vero fi 
2 fit numerus par, diferentiale dy geminum habebit 
valorem, alterum affirmatiuum, alterum negatiuum; fic- 
que funétio y, quae cafü x — 4 fit — C, fi ponatur 
x= a- dx binos habebit valores alterum | maiorem 
quam C alterum vero minorem ; fin autem poneretur 
x=a—dx, tum y adeo fieret imaginarium ; vnde 
hoc cafu y neque maximum fit neque minimum.-  Po- 
namus nunc denominatorem z effe numerum imparem, 
erit numerator zz vel par vel impar. Sit primo  nu- 
merus par; quia dy eundem valorem retinet, fiue de 
fumatur affirmatiue fiue negatiue, perfpicuum eft, func- 
tionem y cafu x —a fieri fiue maximam fiue minimam, 
prout hoc cafu fuerit P vel quantitas negatiua vel affir- 
mati- 
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matiua. Sin autem vterque numerus » & n fuerit im- 
par, differentiale 7y in füi negatiuum abibit, pofito dw 
negatiuo ; hocque ergo cafü funftio y neque maximum 
erit neque minimum, fi ponatur x — 4. 


348. Si funétio y ex pluribus huiusmodi terminis; 
quorum finguli fint diuifibiles per x—— a, conftet, ita vt 
fit y — (x— aa)" P- (r—a* QC, tum eius 
differentiale cafu x = « erit dy = Pda” + Qda”; in 
qua expreflione, fi fuerit z > 7%, terminus fecundus prae- 
primo eugnefcit, ita vt tantum prodeat dy = P am. 
Sin autem 7 fit fraétio denominatorem habens parem, 
tum etiamí Q dx” prae P dx” euanefcat, tamen omni- 
no negligi non poteít. Ex eo enim apparet, fi capia- 
tur dx negatiue, valorem ipfius 4y fieri imaginarium, 
quod ex folo termino primo P4x” non patet. Cum 
ergo fiz fit fra&tio denominatorem habens parem, dx 
negatiue accipi nequeat, fin autem affirmatiue capiatur, 
terminus Q dx” geminum praebeat valorem : . functio 
y= (x——a)* P + (x—2)^ Q -i- C quae cafü x—2 
fit —C, fi ponatur x—a-1-4x, erit y—— C-H Pax» +de”, 
quorum valorum vterque cum vel maior fit: vel minor 
quam C, prout P fuerit quantitas vel affirmatiua vel 
negatiua, erit funétio y cafu x —« vel minimum vel 
maximum fecundae fpeciei. 


349. His igitur cafibus differentialia fun&tionum 
vera non per regulas differentiationis confuetas inueniri 
poflunt; quippe quae tantum valent, quamdiu differen- 
Yy yy tiale 


722 CAPUT XIF. 


tiale functionis$: eft homogeneum. cum de. "Sin autem 
cafu. quopiam fingulari differentiale functionis exprima- 
tur per eius poteítatem da”, tum- regula. praebet. pro 
hoc differentiali o, fi z fuerit numerus vnitate maior; at 
vero differentiale exhibet infinite magnum, fi z fit expo- 
nens vnitate minor. Sic fi ipfius y = V (a —«v) diffe- 


: 03 ; Mi: dx 
rentiale quaeratur cafu *—a, quia eft dy = — Vazi 
. d i t 
fato x — a prodit dy = — = . Atque fi differentia- 


lia fequentia in fublidium vocare velimus, omnia pari- 
ter ob denominatores — o in infinitum excrefcunt, ta 
vt inde nihil concludi poflit. At vero hoc cafu vidi- 
mus effe dy —= V — 4x, atque adeo imaginarium. Sin 
autem loco x ponatur x—— dx, erit dy — Vdx, atque 
adeo erit infinities maius quam dx, ita vt dx prae dy 
euanefcat. Quare regula confüeta etiam hoc cafugin er- 


rorem non inducit, cum valorem ipfius dy infinitum 
exhibeat. 


350. A regula ergo confueta differentiationis re- 
cedendum eft, quoties in ferie pdx  3g4x* + $z2x?4- i&c. 
qua differentiale completum funétionis y exprimitur, pri- 
mus terminus p vel fit —o vel in infinitum excrefcit, €o- 
que cafu differentiale ex primis principiis deriuari de- 
bet. Quoties ergo funétionis y diferentiale quaeritur 
dato ipfius x valori refpondens, quo littera p vel infini- 
te'parua euadit vel infinite magna, toties recurrendum 
eft ad ipfa prima differengationis principia. Omnibus 
Vero 
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vero reliquis cafibus, quibus fit neque po neque p—c , 
confueta regula veros“ differentialis | valores praebebit, 
Interim tamen cafus ante (348) memoratus -non eft ne- 
gligendus, fi functio y contineat huiusmodi membrum 
(a — a) Q. exiltente 2 fraftione denominatorem parem 
habente ; etiamfi enim adíine- differentialia inferiora 
quam Q dx», prae: quibus: hoc. .euanefcat; tamen quoniam 
Qarr” fi fit.2x negatiuum, fit imaginarium, hoc mem- 
brum Q4a* reliqua omnia, prae quibus euanefcit, quo- 
que transmutat in imaginaria: cuius circumftantiae ratio 
potiffimum in lineis erit habenda. ^ Huiusmodi ergo 
cafus particulares, quibus verum differentiale communi 
regula non indicatur, in adiun&tis exemplis explicabo. 


EXEMPLUM L 
Quaeratur . diferentiale funcionis 
yzza--x — Y (xx-L-ax — xY(2ax — xx)) 
cafu quo ponitur x — a. 

Differentiali iftius funétionis cafu s= a per regulam 
receptam non reperiri, ex differentiatione patet, fit enim: 
dj— dez ado dx V € zaxar) (asxda-xxda): V (2 IX exa) 

T Vírx+ ar—xV(20x —xx)) 

: : - adx 
pofito enim. ra erit dy — dw — — ze. Ordia- 
mur ergo a principis differentiationis, ac primo qui- 
dem pofito x -+ 2x loco x fiet: 


y =0jajde-V [xatandejdx? tantad oed d) V (ave xr] ado 2d) 


Y y yy 2 Pofito 
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Pofito autem += a erit : 


y T20+de=V (24a + 3adx $ dy? (epa) V (an=de>)) 
d 
Jam cum fit Y (aa — dx?) — a — ce fequentes e- 


nim termini tuto negligi poterunt, quia non omnes; 
qui fünt infinities maiores, deftruentur, vt mox patebit: 
erit y —2a + dx—V (aa 2adx 4 3 dx?) , M radicem 


extrahendo fiet y: — 204 da (od ==> -E. 
At cafu xa; erit ya ; vnde cum Ge y-—y "e dy 


Nc dx? ber 
obtinebitur d y = — Rig ex quo fimul perfpicitur func- 


sionem propofitam y fieri maximum, fi ponatur x—a. 


EXEMPLUM IL 
Inuemire diferentiale hnius fundliomis: 
y = 22x — Xx + a V(aa — xx) 
caju, quo ponitur x —a. 


Fatta differentiatione more confueto fit dy = 2ad4x— 
2xdx — PS zy quod pofito x— in infinitum 
abit, neque ergo hoc modo indicatur. ^ Differentialia 
vero fequentium ordinum pariter. omnia. fient infinita, 
ita vt ex iis nequidem ex ferie pdx + 144v? + rdx?  &c. 
verus valor differentialis inueniri queat. ^ Ponamus ergo 
x + de loco x, atque habebimus 
y Zu zax = mx $ zade = 2xdx dx? a V (aa—ax-—2xdx— dx?) 
& 
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& pofito x =a. erit: 
y = aa — dx? + aY(— zady — dx?) 
At :eodem cafü fit» y =04 ; vide erit dy == — d x$ 
-- ay — zadr, & cum ds? prae V = z2adx eua- 
nefcaty erit dy= «V——2adx. Quare fi differentiale due 
atfirmatiue capiatur, erit 4 y imaginarium ; fin autem 
pro «+ fcribatur x — dx, erit dy =u«V2adx, cuius 
cum duplex fit valor alter affirmatiuus, alter negatiuus 
fun&io y cafu x—« neque maxima fiet neque minima. 


EXEMPLUM HL 
Luuenire differentiale funcionis : 
y=322x— 3aXxx-1- x? + (a— x) pa? —x3) 
cafu quo ponitur X = a. 
Quoniam haec fun&io in iftam formam transforma- 
7 
tur y= a (er) Haaa) Y) (00 ax 1-22), 
z 
pofito x =a} dx fit y/— a3 + dx? — da. V 344, 
eodemque cafu eft y —25. Erit ergo dy=dx3—dx* 5a2, 
7 7 
& cum 4x? euanefcat prae dx”, erit dy = — dx? y32a. 
cafu ergo «a funétio y neque maximum fit neque 
minimum. 
EXEMPLUM. IV. 
Inuenire differentiale funclionis : 


4 4 
yz Vx +Vx — (1 +Vx)Vx 
cau XIZ oO. 
Quoniam cafus o proponitur, eoque fit yo, loco x 
Yyyys tantum 
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E ^ z i 
cantum de fcribatur, & habebitur dy = 4x* + da, 
4 

flu dy — (1--Vdx)Vdx;. vnde. primum. patet de 

negatiue accipi non poffe. Tum vero etiamfi alias Vd» 

geminum valorem prae fe ferat, alterum affirmatiuum al- 
. Q * . . . 4 

terum negatiuum, tamen hoc cafu, quia eius radix Vdx 
. -> . . . i 

occurrit, non ni(i affirmatiue accipi poteít. At vero Y v 

~ . . . . 4 
vtrumque fignificatum recipit, eritque dy—Vdx + Vdx? 


4 

& yo + Vdx +Vdx?, ob y—o. Cum igi 
tur vterqne ipfius y” valor maior fit, quam ipfius y, fe- 
quitur cafu x — o fieri y minimum. Quod autem fünc- 


4 4 
tio y—Yx + Vx? non compleGatur hanc 3——V x4 Vas, 
vtramque ad rationalitatem perducendo patebit. Prior 


enim, fufa in hanc formam y — Vx = dew & quadrata 
dat, 3?— 25 Y x-|-x-c-«xVx feu y x — (x-41-25) Vr, 
quae denuo quadrata praebet yt —2y*x — 4x + am=x?o. 
Altera vero y + Vx = Y x5. dabit y xL (2—27) Vx 
& porro yt 2yyx --4xxy -xxx-——x3-—2 

quae ab illa eft diverfa. At vero alterum membrum 


4 : c 

Vx3 ambiguitatem figni retinet. . Quamobrem | ifta. gir- 
cumitantia probe eft notanda, quod etiamfi communi- 
ter radices poteftatum parium vtrumque fignum- & —- 
includant, tamen haec ambiguitas ceflet, fi in eadem 
expreffione earumdem radicum vlteriores radices. potefta- 
tum 
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tum parium occurrant; quippe quae fierent. imaginariae, 
fi radices priores negatiue acciperentur. Atque ex hoc 
fonte maxima & minima fecundae fpeciei fequuntur, 
quando talia non locum habere videantur. 


EXEMPLUM V 
Inuenire differentiale funchionis : 


ya VO H &-£) Vaf) abr Y(-£) 


cafu quo ponitur x—f. 


4 8 
Ponamus x—f=t, & cum fit y—=04+Vi4tVt+t1V2 
huius diferentiale quaeritur cafu z7—0, quo fit y = « 
Pofito ergo E 4 dt feu o- dt TE t fiet y — 


y+ dy = is Vd + dev de + dt? vd, ideoque 


habebitur dy — V4? + de Y4t + dz? vas. Vbi 
primo patet differentiale 77 negatiue accipi non poffe, 
quin dy fiat imaginarium. Tum verum non folum Var, 


. 4 . B * 8 
fed nequidem Vd: negatiue accipi poteft; fieret enim Y Z 
imaginarium : vnde differentiale dy geminum tantum ha- 


4 s 
bet valorem, dy — Vdt + dt Vdt + dt? Vdt, quo- 
rum cum vterque maior fit nihilo, fequitur functionem 
y fieri minimum fecundae fpeciei pofito ¿o feu *—f 


: TU 4 8 
Quanquam ergó his cafibus termini dż V4? & dt? Y de 
prae primo V7 euanefcant; tamen eorum ratio eft ha- 
benda, fi multiplicitas valorum fpeétetur, vt imaginaria 


euitentur. 
EXEM- 


CAP U T RIA 


EXEMPLUM vi. | 

Inuenire differentiale | functionis : | 

y — ax 4 bxx + (x— fy + (x—£)n--ta 
cafu x ZÉ. 


Si ponatur x —f fiet y=af + bf, & fi loco x 
Wi ponatur x + dx feu f-1- 4x, prodibit valor proximus 
yaf bf adx ——- 2bfdx —— bdx? + da" + dirt $7, 
| ita vt fit dy —adx —+ 2bfdx + bdx? + dx” + dx» Y dx”, 
l Nifi ergo fit z numerus par, differentiale dr negatiue 
1H fumi nequit. Vltimus autem terminus da" Y dxw» fig- 
| num habet ambiguum ; vnde valor ipfius y^ erit du- 
plex vterque maior quam ipfius y, fi quidem «+2 ^ f 
fuerit quantitas affirmatiua , atque exponentes z & 
m} En vnitate fuerint maiores. Fiet ergo valor func- 
tionis y cafu x — f minimus: hocque euenit five z fit | 
numerus integer fiue fractus, dummodo numerator hoc | 
cafu, & ipfe numerus illo cafu non fuerit par. 


| 

| 

jl 351. Imprimis autem haec methodus differentialia 
uli ex ipfis principiis deducendi vfum habet in fun&tionibus 

| tranfcendentibus, cum quibusdam cafibus differentiale mo- 

nu re confüeto inuentum vel euanefcit, vel in infinitum ex- 


"i crefcere videtur. Occurrunt autem hic eiusmodi infi- 
T^ WU torum & infinite paruorum fpecies, quae in algebraicis 
hl | nunquam inueniuntur. Cum enim fi z:denotet nume- 
i rum infinitum, 7; fit quoque infinitus quidem, fed ta- 


men ad ipfum numerum 7, eiusque adeo poteftatem 


quamcunque i", quamtumuis exiguus ftatuatur exponens z, 
ratio- 
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L 


t J a ; o ER 
rationem tenens infinite paruam, erit fractio + infinite 


parua, neque ante finita effe poterit, quam exponens 7 
fiat infinite paruus. Erit ergo /¿ homogeneum cum ;», 
fi -exponens z fuerit infinite paruus. — Ponamus nunc 


t: xus 


I . . . E . 
—, eXiftente w quantitate infinite parua, erit — Zw 
to 


I . . 
homogeneum cum —, fi exponens z fit infinite paruus. 
w” ? 


. I . . 
ideoque — 5 homogeneum erit cum w”; hincque 


TID erit infinite paruum comparandum cum 4a", 


I 
dx 


exiítente z fraftione infinite parua. Ita fi fuerit yz 
X 


. . . E I 
differentiale ipfius y cafu v=o, erit == yy; = dar 
ideoque dy ad dx atque ad quamcunque ipfius dx po- 
teftatem tenebit rationem infinitam: atque prae — = 

X 


euanefcunt omnes omnino poteftates ipfius dx, quan- 
tumuis exigui fuerint earum exponentes. 


352. Deinde quoque vidimus, fi 4 fuerit nume- 
rus vnitate maior, & z infinitus, tum 4^ fore infinitum 
tam excelfi gradus, vt prae eo non folum z, fed etiam 
quaeuis ipfius ¿ poteftas euanefcat; neque 2” ante homo- 
geneum cum a? euadet, quam exponens z in infinitum 


s » È I . PT 
fuerit auctus. Sit nunc 7 — —, ita vt w infinite par- 


Zz22 vum 
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1 


. 6) Y è 
vum denotet, erit e homogeñeum cum — , exiítente 
Ww 


c 


E e á w I 3 
z numero infinite magno: ideoque 4 feu ——— , erit 
Liw 
a 


infinite paruum comparandum cum w”. Hinc -> dz 
a 

erit infinite paruum, quod autem prae omnibus ipfius 

dæ poteftatibus euanefcit; cum homogeneum fit cum 

poteftate dx” exiftente » numero infinite magno. Qua- 


. . A 1 
re fi quaeratur differentiale ipfius y = >, cafu x—0; 
qx 
. j I f ai sion 
quoniam fit y —o, erit 2y— x3 ideoque infinities 
minus eft quam poteftas quantumuis alta ipfius dw. 


353. Sin autem « fit numerus vnitate minor, tum 


EA . . . 
quia — fit vnitate maior, quaeítio ad cafum praece- 


g |» 


dentem reducitur. Scilicet fi habeatur expreffio « , ea 
X 


T 


E » w) 
ponendo «== 1:0 transmutabitur in 2 , feu sb 
nr 


quae homogenea erit ob > x cum 0”, exiftente 2 nu- 
mero infinite magno. ^ His igitur praemiílis fequentia 
exempla refoluere poterimus. 


EXEM- 


CAPUT XIF. 


EXEMPLUM I. 


` s . GM I 
Inuenire diferentiale funclionis “y —XX — qi, 


cafu x —o 


r 


Quoniam pofito x —o fit y=0, fi ponamus x- 2», 
feu o-|-dx loco *, fiet: gE dy—ds* — zin; 
/ ldx 


I 
Cum autem — 77; homogeneum fit cum dx”, deno- 


tante z numerum infinite paruum, prae eo dx? euanes- 
I 


cet, eritque dy = — 77; == 4s". At vero quia 
logarithmi numerorum negatiuorum funt imaginarii, 
dx negatiue accipi non poterit; eritque adeo cafu 
xo funttio y minimum, fed neque ad primam 
neque ad fecundam fpeciem pertinens. Ad primam fci- 
licet fpeciem non pertinet, quia y nullos habet valores 
ántecedentes proximos, fed tantum minus eft valoribus 
fequentibus, fi x nihilo maius ftatuatur. Ad fecundam 
autem fpeciem ideo non pertinet, quia valores fequen- 


tes, quibuscum comparatur, non funt" gemini: fic ita- 
que prodit tertia fpecies maximorum minimorumue, 


quae in fan&tionibus logarithmicis & tranfcendentibus 
tantum locum habet, in algebraicis autem nunquam oc- 
currit; de qua in fequente parte de lineis curuis fu- 
fius agetur. 


LT 772 EXEM- 


CAP UP NATA 


EXEMPLUM IL 
lInuenire diferentiale functionis : y -(a-x)n - xn (la—lx)2 
caju quo. x — a. 


Differentiale hoc fi 7 fit numerus integer, ex formu- 
la generali dy — pdx + £4dx* + i rdx3 + &c. 
inueniri poteft, erit enim : 
pda —— — n(a — a) dx — nx" de (lalo 4 90 (lala de 
qui valor pofito x — «4 vtique euaneícit: nam etiamfi 
fit ;—1, erit pdy E — dx-L-4x-o. Si igi- 
tur vlterius progrediamur , erit : i 24e === 


e -x72 dx? E a d? 2(la- Jy] —— E rada uo "yr 


EA eru Calm E 2 se d? (la ya 


1.2 


: f de : 
Hinc ergo fi fuerit 7&1, erit i 44x? — zz Polito v= 


Simili modo. fi fit #z=2, ad terminum tertium $rdæ? 
effet pergendum, & ita porro. Facilius ergo wtemur 
ipfis differentiationis principiis, & cum pofito x => a 
E: J=0, fi ponamus x-i-2x feu a-|-4x loco x, erit 
—(-dxy — (ax dx) [a—1(a+dx))" — y +dy dy ob y=0o0 


dE dx dx? d3 
Eft vero /(a-]-d&) — la ap ou os Sc, 


vnde fit dy Z= (—dxy — 


dx da? 332 
"(rri TED ea) CAEN yt 
a 


24? 3a? 


Cafu 
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Cafu igitur 4. serit formulae propofitae differentiale 
quaefitum dy, vt fequitur : 
n on Eyin x -2— —— yt ante inuenimus 


fiv n zx dy = — => 


i z 


ll 
S 
| 
| 
| 


(05 za dy) Exe c 
| &c. &c. 


Si ergo z fuerit numerus impar, functio y cafu x — a 
| fit minimum, fin autem z. fit numerus par, neque maxi- 
mum neque minimum: quod idem valet, fi z fuerit 
fra&tio denominatorem habens imparem. Sin autem z 
fuerit fratio denominatorem habens parem, tum de 
negatiue accipi debet, ne in imaginaria incidamus; & ob 
ambiguitatem fignificationis functio quoque neque maxi- 
ma neque minima cuadet. 


EXEMPLUM. II 
Inuenire diferentiale funtlionis : y —x* cafu X= z 
denotante e numerum, cuius logarithimus hy- 
perbolicus ek — 1. 
Quia fit in genere 7 y= x*Zx(/x-1- 1), hoc differen- 
tiale cafu x = = feu / x — — 1 euaneícit. Compa- 


LZ12Z 3 retur 
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retur ergo hoc differentiale cum forma generali p Z x + x. 
qdx? + &c. erit p—x*(/x 1) & gar (lada)? p xe 


I—e e—l 


I a I T e 
& pofito /x—-—1 feu x= 7, erit (x) NA 
e 
Quare differentiale quaefitum erit dy — £z e(*—D:edxs, 


c . NE I 
euaditque ergo funétio y—* minimum cafü x = ~. 
e 


EXEMPLUM IV. 
Inuenive differentiale functionis huius ; yZcxn | e-vx 
caju quo X — o. 


Quia fatto x — o fit y —o,. fi ponatur x —o-1-4x, 

I “yq. 

erit y — dy — da" "X AA Vidimus aütem 
QU 


I 
1:dx 


e 
homogeneum effe cum poteftate ipfius Zx infinita, feu 
cum 4x, ideoque prae dx” euanefcet; ita vt fit 
dy-dxr. 


354. Quod in differentialibus primis certis cafibus 
vfu venit, vt confüeta differentiationis regula non pro- 
deant, idem quoque in differentialibus fecundi ac ter- 
tii fuperiorumque ordinum euenit, iis cafibus ,. quibus 
in forma differentiali completa: 

d.y —pdx--rgdx*-L-Irdx?-L-4,5dx*—L— Sc. 
quantitatum 4, r, $, Sc. nonnullae vel euanefcunt, vel 
in infinitum | abeunt. Scilicet cum fit: 

dd.y = 4dx*-prdx5 -—y:,5dx* + &c. 
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fi quo cau fiat 4 — o, tum erit ddy =rdx?; fin autem 
eodem cafu & * euanefcat, tum erit ddy yz S RACES 
& ita porro. Sin autem vel 4 vel » yel,s &c. fiat in- 
finitum, tum ex ifta ferie diferentiale fecundum pror- 
fus inueniri nequit, fed confugiendum erit ad principia 
differentialium : fcilicet ponendo x —— 4x loco + quae- 
ratur valor j^, & ponendo x -+ 2dx loco x valor ip- 
fius j^, quo faĝo erit verus valor differentialis fecundi 
ddy — dy! — dy =y! —2y -y Simili modo fi de 
differentiali tertio quaeftio proponatur, tum praeterea in 
y loco x fcribatur v- 3dr, inuentoque valore y!“ 
erit d3y — 9 — 394 + 35! — 5, ficque deinceps. 
Quos cafus fequentibus exemplis illuftrabimus. 


EXEMPLUM + L 


s . . T NC. Ba — Xx Xx 
Inuenire differentiale fecundum funtlioms -y = 


aa xx 
- a 
cafu quo ponitur s= yF 


Quaerendo differentiale completum ipfius y, ex forma 
dy = pdx + gd 4 $rda?- 4 sdx*—L- &c. 
prodibunt pro z; 7, Y) $, &c. fequentes valores : 


A A — 1, 44* EE 
pr (aa 4 xx)? ? T (aa xx) . ae 
: cd 48a^x — 4844 x3 
Tu (aa xx) 
Cum nunc fit ddy = 44x* -- rdx? + Le sdet + Ec. 
ob 
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27 V 3 

"gm t 

27dx3y3 
843 


ob 7 = o cafü PES eodemque cafu fit r= 


fiet differentiale fecundum -quaefitum. ddy — 


EXEMPLUM IL 
: ; è . . LL AA XX 
Inuenire diferentiale tertium funcionis y= ———— 
aa -XX 
cafu. xim a. 
Quaerendo vt ante differentiale completum 
dy — gdr p prds + 44 sdxt -I- &c. 
quia eft differentiale tertium 2?3y — rdx? + $s4x*, ob 
L5 48a*x ——48aax? 
(acaBRxxJt > 
ad valorem s eft progrediendum, qui erit : 
..484a* — 144aax x 8x (48 atr — 48 aax?) 


r fiet r= o cafu x — 4; quare 


SLT — —— — 
(aa— xa) (aax x) 
-uf WI = 96at.. 6 
facto ergo x — a, erit s= ar Vnde 
. 9dx* 
hoc cafu erit dy zz — ———. 


EXEMPLUM III 
Inuenire differentialia cuiusque. gradus fundlionis 
y—axm-|Lbx^ cafu xo. 
Ponendo fucceffiue x-1—42x ; x-2x ; x--3 dys &c, 
loco x valores fequentes fun&tionis y erunt: 
9! Z a (+ dx)" + b (x-- dx)* 
yl — a (x --2dx)m + b (x--24x) 
34/4 —— a (x--3dx)" + b (x-34x)" &c. 
Pofito 
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Pofito ergo w =o, erit yo, eiusque differentialia 
erunt : 

dy cada" 4 bdx* 

ddy = (a"m—2)adxm Y (2-2) bd" 

d3y = (4"— 3.27--3)adxm + (5*— 3.25— 3.2" 5) 1^ 
diy = (47—4.3"4-6.2"— 4)adx m - (47 —4. 3^6. 2*4) b d xs 

&c. 

Si igitur exponens z fuerit maior quam z, termini fe- 
cundi in his expreffionibus euanefcunt prae primis. In. 
terim. tamen eorum ratio erit habenda, fi z fuerit nu- 
| merus fractus, vt cafus; quibus haec differentialia vel 
l fiunt imaginaria, vel ambigua, diiudicari queant. Vlte- 


riorem vero horum cafuum euolutionem in doétrinam 
de lineis curuis referuari conuenit. 


CAPUT XV. 


DE FALORIBUS FUNCTIONUM, 


QUI CERTIS CASIBUS VIDENTUR 
INDETERMINATI. 


355. 
S funétio ipfius x quaecunque y fuerit fraCtio T’ 


cuius numerator ac denominator pofito loco x certo 
quodam valore fimul euanefcant; tum ifto cafu fractio 


P diis: . o 
—— yalorem funétionis y exprimens euadet = 7» quae 
expreffio cum cuique quantitati fiue finitas fiue infini- 
tae fiue infinite paruae poffit effe aequalis, ex ea pror- 
fus valor ipfius y hoc. cafü colligi nequit, atque ideo 
videtur indeterminatus. Interim tamen facile perfpici- 
tur, quia praeter hunc cafum funétio y perpetuo valo- 
rem determinatum recipit, quicquid pro x fubftituatur, 
etiam hoc cafu valorem ipfius y indeterminatum effe non 
poffe. Manifeftum hoc fiet vel ex hoc exemplo, fi fue- 
aa—xx 


. . o 

rit zz , quo faéto x= a fit vtique. y ——. 
Cum autem numeratore per denominatorem diuifo fiat 
9224-rL«, euidens eft fi ponatur x = « fore y 24, 


. a N o . at Ta 
ita vt hoc cafi fraétio illa — aequiualeat quantitati 2 4. 


356. Quoniam ergo fupra oftendimus, inter cyphras 


rationem quamcunque intercedere poffe, in huiusmodi 
exem- 
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exemplis ratio determinata, quam numerator ad denomina- 
torem teneat, inueltigari debet. Cum autem in cyphris ab: 
folutis ifta diuerfitas perfpici nequeat, earum loco quan; 
titas infinite paruae introduci debent, quae etfi ratione 
fignificationis a cyphra non differunt, tamen ex diuerfis 
earum fun&ionibus, quae numeratorem $ denominato- 
rem conftituunt, valor fraCtionis fponte elucet. Sic fi 


$ . adx y 
habeatur ifta frattio TIR? etiamfi reuera numerator & 


denominator fit — o, tamen patet valorem huius frac- 
ZER A $ a > 
tionis effe determinatum nempe — y + Sin autem ha- 


¿ada? y 3 
beatur haec fradtio 75, huius valor erit nullus, quem- 


à adx š ; RE 
admodum huius valor += -eft infinite magnus. Si igi- 
bdx? 2 


tur loco nihilorum, quae faepenumero in calculum in- 
grediuntur, infinite parua introducamus, hunc inde fruc- 
tum percipiemus, vt rationem, quam illa nihila inter fe 
tenent, mox cognofcamus , nullumque amplius dubium 
circa: fignificacionem huiusmodi exprellionum füperfit. 


357. Quo haec planiora reddantur, ponamus fraétio- 
nis y= tam numeratorem quam denominatorem 


euanefcere, fi ftatuatur += 4. Ad haec autem nihila, 
quae inter fe comparari non poffunt, euitanda, ponamus 
x =a} dx, quae pofiio reuera in priorem x = a re- 
cidit ob de — o. Cum vero, filoco x ponatur r--dr, 
functiones P & Q. abeant. in P+4P & Q --2Q ; po- 
Aaa aa 2 fitio- 
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fitioni x —ta—-4x fatisfiet, fi in his valoribus vbique fta- 
tuatur x — 4, quo quidem cafu P & Q eùanefcere afli- 


à vei B 
muntur. Hinc fi loco x ponatur a+- x, fraCtio — trans- 


Q 


; E AP 
mutabitur in hanc JQ? Quae propterea valorem func- 


nel B kii 
tionis y— — exprimit cafu x — a.  Haecque- expreffio 


indeterminata amplius effe non poterit, fiquidem func- 
tionum P & Q differentialia vera fumantur, vti in ca- 
pite praecedente docuimus. ^ Hoc enim pa&o differen- 
tialia JP & JQ nunquam in nihilum abfolutum abeunt, 
fed nifi per differentiale dx ipfum exprimantur, faltem 
per eius poteftates exhibebuntur. ^ Quodfi igitur repe- 
ratur dP—Rdx” &. dQ = Sdx», erit funGionis 


A 
que vds 


: R : 
finitus & => fi fuerit m= z; fin autem fit zzz, 


dam 3 e 
cafu x= a valor = syn > qui propterea erit 
[/ 


tum valor fraftionis propofitae reuera erit — 0: at fi 
fit.zz «472, ifte valor in infinitum excrefcit. 


E : y , a P 

358. Quoties ergo huiusmodi fractio occurrit T 
cuius numerator & denominator certo cafu puta x= a 
fimul euanefcant, valor iftius fraftionis hoc cafü x= a 


per fequentem regulam inuenietur : 


Quaerantur quantitatum P. & Q differentialia cafu 
x —a, eaque loco ip[arum. P d Q. fubflituantur, quo facte 
frac- 
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imd es AR 
ralio ap exhibebit valorem fratioms —- quaejtum, 
F q 


Si differentialia dP. 8 dQ methodo confueta inuenta 
neque infinita fiant neque euanefcant cafü x —2«, tum 
ea retineri poterunt; fin autem ambo vel = o fiant vel 
— t, tum modo in praecedente Capite expofito haec diffe- 
rentialia completa cafu xa inueftigari debent. Plerum- 
que etiam calculus mirifice contrahitur, fi antea ponatur 


x——a--t fea x=2a—t, quo prodeat fractio Q’ 


cuius numerator ac denominator euanefcunt cafu ¿— 0; 
tum enim differentialia JP & 4Q. habebuntur, fi vbi- 
que dż loco ż fübftituatur. 


EXEMPLUM I. 
b—Y (bb—tt) 


Quaeratur valor fractionis huius e 


COTA 07 


Quoniam hoc cafu ? — o $ numerator & denomina- 
tor euanefcit, loco £ tantum fcribatur dż, atque valor 
p— Y (bb — dt?) 
IA ET T 


Cüm vero t V (36 — de) 0 LE 6 álta fraftio 


2b? 
ditio E 
zbdt? — ab! 
b—WV(bb— tt) 
TU GET 


quaefitus exprimetur hac fractione 


abit in hanc Hinc fractio propafita 


1 


cafu += o recipit hunc valorem —. 


Aaa aa 3 EXEM- 
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"| M EXEMPLUM IL 
li ^ Quaeratur valor huius frachionis : | 
V (aa -+ ax- xx) — — V (Aa — aE) | 
V(a-L-£)--VQazk):. 5 


cajus x — o. 


Hic iterum ftatim 4x loco x fubítitui poteft; quo 
facto cum fit: 


V(aa-L-adx-—dx*) a+ T 


p V (aa—adx-- dx?) Agur gy cjui 


atque Vía + dx) = ys 
j 
d 
| Y (a — dx) ES Va vw 7 
| 


: dx 
M fiet numerator — 4x & denominator — y,» €X quo 
| [/ 

fraCtionis propofitae valor quaefitus erit = Va. 


EXEMPLUM Il 
Quaeratur valor huius fradfionis : 
x3——4ax?-|-7a?x 223 —22.V(22ax—aa2) 
XX——2aX——aa-|-2aV (2aX—XX) 
calu i X73 8. 


Si more confíueto differentialia fumantur & in loca 
numeratoris ac denominatoris fubítituantur, habebitur : 
43xx——8ax-—7a? 2435:Y (2ax———- aa) 


——— , cuius fraétio- 
2x — 24 +20(0—):V(ir—xaw) ? atio 


nis 
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nis numerator ac denominator denuo euenefcunt, fi po- 
natur r—4. Quare ob eandem rationem eorum loco 
denuo ipforum differentialia fabftinaentur; prodibitque : 
6x —8a+ 24*: (a ax — aa) 


2 
2—203:(20x — xx)" 


denominator iterum cafu «a euanefcunt. Pergamus 
ergo eorum loco ipforum, differentialia fubftituere : 


; cuius numerator ac 


6——6a5 ¿Grub 1— 45: (arx y 


PICAS i a3 (air) ( aaa) 
Verum & hic pofito x — « denuo tam numerator quam 
denominator euanefcunt. Porro igitur differentialibus 
ipforum loco fubftitutis , orietur : 


5as (aer — any 
— (50 — 8atx + 445 x x):(2 ax—xxy 


Nunc denique loco x ponatur, « prodibitque haec frac- 
: A ta : 

tio determinata ———77;- = —54, qui eft valor quae- 
fitus fra&tionis propofitae : 


Quodí autem antequam haec inueftigatio fufcipiatur, 
ponatur « — «1-7, fractio propofita transmutabitur in 
hanc : 

20 20%t — att - t Et —20 Y (aa $ 242) 
— TZ 24a--tft-—-2aV(aa—t1:) 


5 o 
quae cum recipiat formam PT fi ponatur £ — o, pona- 


natur dż loco z, & erit: 
243 == 


XF. 
2233 haa? di — adt? 4 dt? — 24? V (a +2 adt) | 


A diede? s 24a Yy(aa — dt?) D | 
Conuertantur iam formulae irrationales in feries, quae 
eousque continuentur, quoad termini a membro ratio- 


nali non amplius deftruantur : 
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4 


di2 dt? s dt* 

( 2 d es Ê m -—— aR AER 

Mies sie gau 2 paros. 8a? 
dt? dtt 
a DADA aA a a 
Y(aa dido =4 "x POR 


quibus valoribus fubftitutis prodibit fratio haec: 
pides gif" 

Li —dt* : 4aa 
a qui eft valor fraftionis propofitae iam ante inuentus. 


CIE NE 


EXEMPLUM S IV. 
luuemire valorem huius  frachionis : 
WI a + VGaa — 2ax) — V(2ax — xx) 
le p | 5 cer dac REV a ER) p 
cafu x a. 
Subftitutis in loca numeratoris & denominatoris eo- 


rum differentialibus prodibit haec fraétio, quae cafu 
xa ipfi propofitae erit aequalis : 


a: V(aa—2ax) — (a—x):Y(2ax — xu) 
P aid m E curd rex A 


cuius numerator ac denominator cafu x =a fiunt infi- 
niti. Verum fi vterque per — V(a— x) multiplice- 
tur, habebitur | 
a: 
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2 
a: Vza H (a —%: Varat) 
e y(a— x) + Y: Vía + x) 
quae pofito +=“ dabit hunc valorem determinatum, 
2: Ya cum 1, qui propterea aequalis eft fra&tioni pro- 
pofiae cafü x — 2. 


T E : 
359. .Si igitur habeatur fra&tio Q’ cuius numera- 


tor & denominator cafu *==4 euanefcat, eius valor per 
confiretas differentiandi regulas aflignari: poterit,. neque 
opus erit ad differentialia, quae capite praecedente trac- 
tauimus, recurrere, Sumtis enim differentialibus fractio 


propofita 5 cafü x — a aequalis erit fraftioni TE cu- 


ius fi numerator & denominator pofito x — «. induant 
valores finitos , cognofcetur valor fraftionis propofitae ; 
fin autem alter fiat — o, manente altero finito, tum 
fratio erit vel =o vel =a, prout vel numerator 
euanefcat vel denominator. At fi alteruter vel vterque 
fiat = wn, quod euenit, fi diuidantur per quantitates ca- 
fu va euanefcentes, tum multiplicando vtrumque per 
hos diuifores, iftud incommodum tolletur, vti in exem- 
plo poftremo euenit. Quodíi vero tam numerator quam 
denominator cafu x —/4 denuo euanefcat, tum iterum, 
vti initio factum eft, differentialia erunt capienda, ita 
vt haec fra&io 4 prodeat; quae cafu x =a propofitae 


adhuc erit aequalis ; $, fi idem rurfus in hac fraCtione 
Bbbbb víu 
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; o TS 
víu veniat, vt fiat — , tum in eius locum fürrogetur 


dip : : > 
haec PO? atque ita porro, donec ad fraftionem per- 


veniatur, quae. valorem. determinatum. exhibeat, fiue fi- 
nitum fiue infinite magnum fiue infinite paruum. . Sic 


. > . d* P 
in exemplo tertio oportebat ad fraCtionem FO progre- 


: Er P A 
di, antequam valorem frattionis propofitae Q. affignari 


licuerit. 


5360... Víus huius inueftigationis elucet in definien- 
dis fummis ferierum , quas fupra capite 1[..$.22. erui- 
mus, fi ponatur x—:1:. Ex iis enim, quae ibi tradità 
funt, fequitur fore ; 


Hosp 

ah ay m4... 

xlax?4343 e. bonas 

PCIe nil Cd Lii 


(1 — xx)? 


x Ix? (anta tiara art -nnet 


A A NS E di 


A E D posta $—— 
" &c. 


Quod fi nunc harum ferierum fummae, de(iderentur ca- 
lu 
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fü quo += 1, in expreffionibus iftis tam numerator 
quam denominator. euanefcunt. ^ Valores ergo harum 
fummarum cafu v — 1 methodo hic expofita definiri 
poterunt. Quoniam vero eaedem fummae.aliunde. con- 
ftant, ex confenfu veritas huius methodi magis elucebit. 


EXEMPLUM I 
4 2 . . X—— X1 +1 
Definire valorem huius fractiomis ilex — equ x-m 
qui exhibebit fummam. [eriei 1-112 1-31-... HL 
ex n terminis confiantis, quee propterea 
£12 4— 1. 


Quoniam cafu x: numerator ac denominator eua- 
nefcit, fubltituantur differentialia in eorum locum, habe- 


—— IJ 
biturque a eui quae pofito x — 1 dat z pro 


fumma ferici quaefita. 


EXEMPLUM "IL 
i e LE . 
Definire valorem frachonis 7 g e xi, qui 
exhibebit fummum ferici t4 ir na 
ex n terminis confiantis, quae propterea 
PIT 


Sumtis differentialibus fraftio propofita transmutatur 


E A 


in hanc : —, cuiüs-valor pofito x — 1 


? 


— 2. 72 


erit — 7. 
Bbb bb 2 EXEM- 
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EXEMPLUM TIT. 
x—(nt:1 ara Tnxn-d 


Inuenire valorem huius fratlionis : 


cafa x—1, qui exprimet fummam feriei EGO, ...+n, 


nn-rn 
quam conflat effe = mm o 


Sumtis differentialibus peruenietur ad hanc fraftionem 
r-——(n--i)?x»—L-z(z--2)x»4: 


2 KK, «uius adhuc tam 


numerator quam denominator cafu x — 1 euanefcit. -Hinc 
denuo differentialia fümantur, vt prodeat haec fractio: 
a(n 1)? x?—1 —L— z(z—-— 1) (2 4—2)a* 


z(z--1) _ 2-22 
2 De e 


*=1 abit in fummam  feriei 


propofitae. 


EXEXPLUM . IV. 
Inuenire--ealorem huius fractionis : 
x=} Xx? — (Q2 n- rxn —- (2n — r) 
(1 —xx)* p 
cafu x ——ai, qui exprimet fummam feriei 
Lrb.3 E s Lequel) 


quam ks effe = nn. 


Subftitutis differentialibus in loca numeratoris & de- 
nominatoris prouenit haec fraétio : 


13% ee (ERA ace opera. (2 g-—XlX)(22-- 3) 


—4A4x(1—xx) 
quae 
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quae cum adhuc idem incommodum habeat, vt pofito 
iO : A 
*—=1 abeat in ~, denuo differentialia fumantur, 
o 


6x — an(2n-4-1)*x27-1-1- (2-1) (22-43-72) (arar 
— 4 + 12%% 
quae pofito x—: abit in: 
¿anat 1? de (EDO 2) — pp, 
8 


EXEMPLUM. V. 

lIuuenire valorem huius fractiomis : 
x+x2 — (n41) 2x0 +14 (2nn 1 2n— 1)n-—nnx» 5 
e eg eee C EL e T 

cafu x==x1, qui dabit fummam feriei 
1+449+ =- 492, quam conflat 
efe =¿n? + ¿n? +¿n. 
Sumtis numeratoris ac denominatoris differentialibus, 

fiet 
r4ay— (n41) x” + (ulbary(asmlban-r)eetn — mni)» 


A M e meee 


in qua cum numerator ac denominator pofito » = r de- 
nuo euanefcat,. differentialia fecunda fumantur : 


anotar aD et 2) (2174 3n-X)x"-7? (132) (21 3)a" +>» 
Eodem vero adhuc fubfiftente incommodo, ad differen- 
tialia tertia procedatur, vt prodeat haec fractio : 


“nan? AUDE IN EA 


——— M————— 


— 6 


jio CA PWT UA 


quae tandem pofito x — 1 abit in hanc formam deter- 

minatam : 

24D? drama) 4D 2. 
— 6 E 6 Ei 

= is? + is? + iz; qui eftille ipfe valor, quo 

feriem memoratam exprimi inuenimus. 


EXEM?PIL.M VI. 


m —— xm--n E 
— , cuius valorem 


Sit propofita ifla fractio 


Tor Xap 


cafa x= 1 affignari oporteat. 


Quoniam haec fractio eft produítum ex his duabus: 
Xu L— g” 


——. ———, prioris autem faCtoris cafu *— 1 valor 
1- r$ r— x? P 

: 2.0 I—xX* 
e(t — 4, tantum opus eft vt alterius faCtoris puo 
valor eodem cafu quaeratur, qui fümtis differentialibus 

5 gx”! n T 
enit == = —: vnde fra&ionis propofitae valor 
pre g i 


: z 3 » 
car IFE =p" Idem valor prodit, fi imme- 


diate differentialia in fractione propofita capiantur: fiet 


g mx-i——(m-—-n)xms-i E 
enim bb ei co , Cuius valor pofito 
— 2 praPp=H 
- — 8 n 
AECI a E 9 VE ALO. 


—2p 2p 


361. Eadem methodo erit vtendum, fi in fraCtio- 


p > 
ne. propofita o vel numerator vel denominator vel 


< 


vterque 
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vterque fuerit quantitas transcendens. Quae operatio- 
nes, quo clarius explicentur, fequentia exempla adiicere 
vifum eft. i 

EXEMPLUM 1. 


: i Mic xn ; 
Sit propofita ifla fratio ET 44 valor quaeratur 
cafu xa. 

Sumtis differentialibus ftatim peruenitur ad hanc frac- 


nar—1i 


— 


=mx*, cuius valor pofito x — 4, 


tionem | — 
—1:X 


erit za”. 
EXEMPLUM..II 
: 1 j lx : s 
Sit propofita ifla fraciio ya-xy euius valor quaeritur 
m xq 
Sumtis differentialibus mumeratoris $ denominatoris 
o) _—2V (1-3) 


7 1:4 H 
prodit Tiny m, EATER reo cuius valor po- 


; 7 Ix 
fito x —:, cum fit = o, fequitur fra&tionem Vac» 
l-—X J 


cafü x — x euanefcere. 


EXEMPLUM IL 
i ; 2 a —x—ala +alx ; 
Sit propofita ifla fratio PE cnius 
valor quaeratur pofito x =a; quo. cafu numerator 
, de denominator euane[cunt. 
Differentiatis fecundum regulam numeratore ac deno- 
minatore 


752 AAP IUST XP 
— r--aix (a=) V (2ax-xx) 


minatore ert A L Le 

—(a— x):V(2ax— xx) — x(a-—x) ` 

vbi etfi numerator ac denominator cafu w= æ- adhuc 

euanefcit; tamen quia vterque diuifibilis eft per «—x, 
. . . 2 a= H 

habebitur ita fractio — V —— > enius valor calu v= a 


eft determinatus atque — — 1; abitque igitur fraftio pro- 
pofita in — 1, fi ponatur += a. 


EXEMPLUM IV. 


X — e-X 
Sit propofita ifla. fractio vers cuius valor quaeritur 
pofíto x — o. 
Sumtis differentialibus habebitur ifta funttio 


udin ond 
(xy 
quae pofito x — o dat 2 pro valore quaefito. 


EXEMPLUM, V. 
Iuuenire valorem. huius frachionis 
quo ponitur x — o. 


Si loco numeratoris ac denominatoris eorum differen- 


. q; : : . e*—r1: (14x 
tialia fubftituantur, orietur haec fractio A esl UON 


. o 
quae cum adhuc abeat in —, fi ponatur x—o, denuo 
e +1: 


differentialia fumantur, vt habeatur > , quae 


I I . 
pofito x — o praebet IIl. Quod idem patet fi 
loce 
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loco x ftatim o -Hda fubftituatur : .cum enim fit 
dde ——ideLidy?-&e & l(d4x)—dx—idx? 4 &c. 
ed Era mmdr) ds. - 

HN OM UP 


EXEMPLUM vi 


S W. anik), : 
Ouaeratur. valor fracionis ic cafú quo ponitur x — un. 


Quo ifta fra&io ad formam, quae hoc cafu tranfeat 
M Ue: / p:x > 
in — reducatur, ita repraefentetur RE fic enim ca- 


fü x—w, tam 'numerator quam denominator euanes- 


la 
cet. HPonatur vero porro os ita. vt calu rw; 


E i 1:7 y 
fiat y — o, atque proponetur ifta fractio — bid cuius 


valor cafu y = o inueítigari debet. "Sumtis autem diffe- 
1:30»)? _ 1:09) 
zl c ems 

UE ro: - 2 : 
cum abeat in) fumantur denuo. differentialia , erit- 


rentialibus erit y quae pofito ;»—o, 


; vbi quia idem incommodum adeft, {i 


: tm OTT TS: 
porro differentialia fumantur  prodibit EE). ficque 
2? y 


» 


quousque procedamus, perpetuo idem incommodum oc- 
curret.. Quamobrem «vt hoc non-obftante valorem quae- 


: m rh. 
fitum eruamus, fit s valor fraftionis — "ei cafü;quo 


Ccc ec poni- 
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ponitur jy— 0, & cum eodem cafü fit quoque s = DO 


2? 
: : 3 (2502 A E 
erit ex illa aequatione ss — : E xt quae per iftam 
” 
diuifa dabit s = i =, ex qua perfpicitur cafu yo 


UNE EIE P de a 
fieri s infinitum. Bit ergo fraftionis — PE valor 


cafu y= o infinitus, ideoque pofito y = dx, habebit X 


ad dx” rationem infinitam, vti iam fupra innuimus, 
EXEMPLUM VII 
XY [s Xu 
Quaeratur valor, frachionis oce cafu. XEO, quo tam 


numerator quem denominator enane/tit. 


» xt à . " DET 
Sit hoc. cafü zu =s) erit fumtis differentialibus 


ie ie o snuh-r 


quoque s = , & quia hic idem in- 


commodum occurrit; perpetuoque recurrit, quousque diffe- 
rentiationes continuentur, remedio ante adhibito vtamur. 
Prior aequatio dat 3*— e= ias, & x") P+D 994 
altera aequatio dat: 1% ti — e-!:*s:2, vnde fit walai) 
=Z e—”:# os ; n”, qui yalor illi aequatus dabit e::* sz» 1 
ideoque sz EE = ow.fixcco.  Quare-pofi 


to x infinite paruo habebit dx" ad e—1: 4» rationem in: 
finite 
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finite magnaín,' quicunque numerus finitus pro 2 ftatua- 
tur: vnde: fequitur e—::4* effe infinite paruum homo- 
geneum cùm 4x", (i m fuerit numerus infinite magnus. 


EXEMPLUM VIII. 


fin x + cof x 
waeratur valor fradionis m i; r Z 
fi Jinxa cof x —1 RA Uy 


i 7 i 
pouitur x = — feu arcem go graduum. 


Sumtis differentialibus obtinebitur haec fractio 
cofx — finx 
cofa — tins 

& cofx-—o'abit in 1: ira vt vnitas fic “valor quaefitus 
fra&ionis propofitae. . Quod: idem patet fine differentia» 
tione: cum enim fit cof x = Y (1 -+ fin x) (1 — fin x) 
| ein anc Y Cn) Y coin) 
fra&io propofita abit in hanc Varro ER (lan? 


quae fit euidenter = 1, (i fiat fin x — 1. 


7 
, quae pofito x— z ob fin x-—r 


EXEMPLUM. IX 
Inuenire valorem huius. expreffionis tS. rena de SA 
nex 


quo ponitur x TZ 1. 


Loco numeratoris & denominatoris eorum differen: 
x*(1-—/x)——1 


tialibus fubftitutis prodibit ita fraCtio : 


-—I1--1:4X^ 
A O 
quae cum etiam nunc fiat; Ez ES pofito +1, fuman- 


Goc:eca tur 
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y 3 xx (17 0)? 
tur denuo differentialia, vt prodeat rupe 
= . UA 
quae pofito xc 1 abit'in —— 2, qui eft valor fratio: 
nis propofitae cafu x — r. 


362." Quoniam hic omnes. expreffiones, quae qui- 
busdam cafibus indeterminatos valores recipere videntur, 
pertra&are conftituimus, huc ón. folum pertinent eae 


. P 7 
fraftiones =, quarum numerator ac denominator certo 


cafu euanefcunt; fed etiam eiusmodi fraftiones, quarum 
numerator ac denominator certo cafi: fiunt infiniti, huc 
funt- referendae :;propterea quod earum. valores aeque 
indeterminati-videntur.. Si fcilicet. P &o Q. eiusmodi 
fuerint functiones ipfius x, vt cafu quopiam x= as, am- 


o d scis Ds 
bae fiant infinitae, fraftioque. c, induat hanc formam 2; 


quoniam infinita--aeque, ac. cyphrae inter fe rationem 
quamcunque tenere poflunt, hinc valor verus minime 
cognofci poteft. + Hic:.quidem cafus ad praecedentem 


f A Pisi Y; 
reuocari poteft, fra&tionem..— in hanc. formam S 
I » 


transmutando, cuius fractionis nunc. numerator ac de- 
nominator cafu x — a euanefcunt; ideoque eius valor 
modo ante tradito inueniri poteft: At vero quoque fine 
hac transformatione: valor-inuenietur, floco x non: 
fed 2+ 4x fübftituatur, quo facto non eiusmodi infi- 
mita abfoluta vw proueniene:; fed itas erunt: expreffa. 

i 
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I . L 
E, vel iE quae expreíliones etfi funt aeque infinitae 


de d x" 
ac v», tamen comparatione inter dx» eiusue poteftates 


inftituta, valor quaefitus facile colligetur. 


563... Ad eandem claffem quoque pertinent pro- 
du&a ex duobus fa&toribus conítantia; quorum. alter 
Certo cafu x = a euanefcit, alter vero in infinitum abit: 
cuni enim quaeuis quantitas. per huiusmodi productum 
o.u repraefentari poffit, eius valor indefinitus videtur. 
Sit PQ huiusmodi produétum, in quo, fi ponatur x=, 
fit P — o, & Q= uw, eius valor per praecepta ante 


DE 4 I : 
tradita inuenietur, fi ponatur Q=? tum enim pro- 


du&um PQ. transmutabitur in fraftionem z: cuius nu- 


merator ac denominator ante cafu x — a euanefcunt, 
ideoque. eius valor methodo ambo éxpofita inueftigari po- 


MU. . . e TEX 
terit. Sic fi quaeratur valor huius produ&ti (1-*) tang — 
z 


TX 
cafü xr — 1, quo fit 1—vYT0 & tang > v, con- 
z 


Te : 1—2Xx y 
vertatur id in hanc fraftionem  ——.—— , cuius numera- 


cot zz x 
tor ac denominator cafu x — x euanefcunt. Cum igi- 
tur fit differentiale numeratoris (1—x) —— 4x, & diffe 
7 k ; Tx mdxts 
rentíale denominatoris cot — ——7:-— 7, cafü x — x 
2 (fnzzx)* 


Oee te valor 


à » 4 2 TX TX 2 
valor fraCtionis  propolitae erit. == - fin "a finz TIT, 
T 


7 
ob fin PU id: 


364. Imprimis autem huc funt referendae eius- 
modi exprefliones, quae dum ipfi x certus quidam va- 
lor tribuitur, abeunt in huiusmodi formam  &» —— an : guó» 
niam enim duo infinita quauis quantitate finita inter fe 
difcrepare poflunt, mánifeftum eft hoc cafu valorem ex- 
preflionis non determinari, nifi differentia inter illa duo 
infinita aflignari polit. lIíte ergo cafus occurrit, fi pro- 
ponatur huiusmodi functio P— Q, in qua pofito x — 4 
fiat tam P — v quam Q = v, quo calú ope regulae 
ante traditae valor quaefitus non tam facile affignari : po- 
tet. Etfi enim pofito hoc cafu fieri P— Q — f, fta- 
Bg. F 


; e s 
e”, ita vt fit € — —«, Vbi cafu x-« 


[4 
tuatur P 


e 


= ; =P 
tam numerator e Q quam denominator e euanes- 
cit; tamen fi regula ante tradita huc transferatur, fiet 


2 0. 
203 22 vnde ob p akte fieret TE 


é a a 


LCD ey. ape =P > 


e dP e 
ideoque valor quaefitus ipfius f hinc non innotefcit. 
Quoties quidem P & Q- funt. quantitates. algebraicae, 
quoniam hae infinitae. fieri nequeunt, nifi fint fraétio: 
nes, quarum denominatores euanefcunt; tum P—-Q in 
vnicatn fra&ionem -colligi poterit, cuius denominator 
pari- 
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paríter'euanefcet. ` Quo faéto fi etiam. numerator: eua- 
nefcat, valor modo füpra explicato definietur: fin autem 
numerator non euanefcat, tum eius valor reuera erit 
infinitus." Sic fi huius expreflionis hoe ii) - 
A 1—— IX 
valor defideretur cafa x —: 1, quia ea abit in 
I—-X | | — i 
I—XX ^ I1--X 
365. Verum fi fun&iones P € Q. fuerint trans- 
cendentes, tum plerumque haec transformatio ad calcu- 
lum moleftiffimum perduceret. Expediet ergo his cafi- 
bus methodo directa vti, atque loco x — «4, quo ambae 
quantitates P & Q in infinitum abeunt, poni x — 24, 
exiftente w quantitate infinite parua, pro qua dx accipi 


poterit. Quo falto fi fiat p^ & Bc 
manifeftüm eft functionem P— Q_abituram effe in B—C, 
qui erit valor finitus. Rationem igitur huiusmodi func- 


tionum valores inueftigandi fequentibus exemplis illus- 
trabimus. 


, patet valorem quaefitum elle — — 2 


EXEMPLUM L 
E X I 
uaeratur valor huius expreffionis — — 47 cafu 
Qu preff X—I Ix p 
quo ponitur : X = 1. 
Quoniam tam T. quam —— fit infini 
uoni: — -— 
, zu yy ft infinitum pofitg 


x—z1i, ftatuatur x—1:-1-w, atque expreffio propofita 


a 2: o peo I 
tran abitur in ——— >=» igi 
sform z A Cum igitur fit 


K14w) 


9&o Cu PUTA 


I(r m 9—io*-3o3—&c. — e(1—-49l3*-&c.) 
habebitur 
(140) (1—F 04 50% —c.)— 1 O A N: 
ENEE w+ yw? — Sic) T w(i-iwedtie?-—G&c.) 


Pofito nunc w infinite paruo in w — o, manifeftum eft 
valorem quaefitum effe = 4. 


EXEMPLUM IL 
Denotantibus e numerum , cuins logarithmus hyperbolicas 
eff =1, b m femicircumferentiam circuli , cuius vadius 
eft — 1, inuefligare valorem huis. expre[onis: 
TX-—I 


—— 


LA —Á caju Xx —o 
2XX X(e:7x—1) ja 
Expreffio ifta propofita exhibet fummam n feriei : 
I I I 
1 id pr Et ei + &c. 
vnde fi ponatur x= o, prodire debet fumma feriei 
huius £--£i-—-i--43&.-1- &c quam conftat effe 
TT 


=>» Facto autem. x — o  expreflionis propofitae 


ZEE 
2xX x (e?7* —1) 
fninatus, ob omnes terminos infinitos. Ponatur ergo 


x= w, exiftente w quantitate xp PUN atque mem». 


valor maxime videtur indeter- 


d Ta I 1 
brum prius == abit in. — — Det Ax Cum deinde 
fit 
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_i=aro raro! +20 +) ko. 
l . mbrum ei abit in 
alterum me (071) 
T I 
— — —Ó—— rre] —— —ÓM —— — 
oam ]az?u?--1z3«34&c.) — 20*(1 L0--37*0?-F&C-) 


I 
At eft eei 04 yew C. 
; 14704 270? 4 &c. t$ 


. I 
vnde pofterius membrum fit — 7; —77 ++ z?—&c. 


ad quodi prius addatur prodit $7*, d et valor quae» 
fitus expreílionis propofitae cafü x — o. 


Idem quoque-per methodum fraCtionum, quarum 
nümerator ac denominator certo cafu euanefcunt, praes- 
tari poteft: expreffio enimi propofita in hanc fraftionem 
TIL. — (27% gu jI 
UNETE 2xx ^? 
cuius numerator ac denominator cafu w — o euanefeunt, 
Sumtis ergo differentialibus oritur : : 

MS E E ENANA Ar 
4xe*?T* —-4mXxx0e27* — A K 
e hace PE mE s abe ab dii 
4xe 27x —L-A4-Txxe 1TX — AM 
cuius, fi ponatür x—-o, adhuc numerator ac denomina- 


tor euanefcunt. ^ Quare fumtis denuo diflerentialibus 
habebitur : 


—amgmeir*-lommens--a4mix erx 
AnS 
46175 m EELER li carr — 4 


Ddd dd feu 


transmutatur : 
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TÈ eT 
erra --47Txeza7* -am-*xteiTk — I 


I —-L47x-- 27?7? -——eg-—amx 
cuius numerator ac denominator adhuc euanefcunt 
0. Quocirca iterum differentialia fümantur 


4m -]- 4m? x f ame ARR 
2 


. $220 m 
quae fraétio pofito x — o abit in > Ve ante. 


EXEMPLUM S II. 
Retimentibus e & m eosdem valores, quaeratur. valor 
expre/fionis huius cafu . X =0 
T T 
4X  2x(0rx41)" 
TETK a y 
as 
cuius numerator ac denominator cafa x — o euanes- 


cunt. Ponatur ergo x =w, & cum fit 
- w 


e Z i --zz-—L-iz*w?-L-:5w -L-&c. 
formula propofita transmutatur in hanc: 
A i. oci mu A 
CIVRELGRI QUARUM CU a nm T 
quae pofito w infinite paruo ftatim dat ¿?, qui eft 
valor quaefitus :expreflionis propofitae cafir x — o. At 


Expreffio haec transmutatur in hanc: 


T ; 
vero expreíIio propofita pija ibet fum- 


T 
—À 30 CA 
2x (e7* 41)? 


mam 


CAPUT XA 


IPS IPTE 


| mam huius feriei 


Eee ce cem yg 


cuius fumma pofito x — o vtique fit = z^. 


caju x — 0» 


Formula haec propofita dd qua ad exprimit 
2xx 2x tang zx 


fummam huius feriei infinitae 


uL b 


r—axx 4—x*x DAX M &c. 
Si igitur ponatur x —o; prodire usi fumma feriei 
1-H £ JL P p X. + &c. quae Ci ec EIU 

TX 
, expreflio propofita in- 


1 
uoniam eft tang z x — 
Qu g Ter 


duet hanc formam: —— acc EO Ung: ral 
aXX 2xfinzx 2xxÍíin ro 

cuius numerator ac denominator euanefcit pofito x —o 

Ponatur ergo x — e & cum fit 

7T? w + &c. 

rw + &c. 


| 
| EXEMPLUM IV. 
. . I 
Quaeratur valor huius expre[fonis — — i Toe i 
2XX aXÍionug TX 


fid TAO 

cof uua cene 
expreffio propofita fiet : 
Tw — Prag roe —70--i7:0)— &c. riw Ke. 
HA e AOS, &c. pr 2T w5-&c. 
quae ob w inite pargum dat 4 z?. 


Ddd dd 2 


nj oH 


CAPUT XA 


EXEMPLUM v, 
Cum fit fumma huius ferici infinitae 
I I I I z fin iX 
nii AP TIER HA a LEE 
E TET HEET E RA AXcf 17X 
inuenire eius fummam, fi fuerit x =o. 


Quid eft fin į rr —— iry — 43. 73 x? —L &c. 
& cofizx — i — i5? + &c. erit expreffio 
propofita ` 
— E s a Be. im? — rta? &c. 
"^ 4*4 —im! e 4 — i rr? pH &c. 
in qua fi fiat x— o, valor erit manifefto —i7^, quam 
effe fummam feriei, x -I- 2 -+ 44 $ 35 + &c. füpra 
pluribus. modis eft. demonftratum.- Sin autem pro x fu- 
matur numerus par quicunque, fumma feriei propofitae 
femper eft — o. 


366. In his feriebus, quas binis vltimis exemplis 
tractauimus , aliisque litteram variabilem x continenti- 
bus, ipfi x eiusmodi valores tribui poffunt, vt quidam 
termini in infinitum excrefcant, quibus quidem cafibus 
fumma totius feriei fiet infinita, Sic feries: 


— —— + + 


T= e 4—Xx 9—xx 16—xx 
fi pro x ponatur numerus quicunque integer, vius per- 
petuo terminus ob denominatorem euanefcentem fit in- 
finitus; hancque ob caufam ipfa feriei fumma infinita 
euadet. Quodí autem ifte tefminus infinitus ex e 
tolla- 
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tollatur, tum famma reliqua fine dubio erit finita, ex- 
primeturque fumma priori infinita termino ifto infinito 
mul&ata, hoc modo wv» — uv: quemnam ergo ha- 
bitura fit valorem determinatum modo hic expofito 
inueniri poterit; id quod clarius ex fubiun£tis exem- 
plis perfpicietur. 


EXEMPLUM L 
Inuenire fummum feriez 
Y 1 1 il 
EAE comm PCs 
I—XX pk 4—XX "E 9— XX E y6—xx ENG 
cafa x — a, d demto termino primo, qui 
hoc cafu in infinitum. augetur. 


5 á d 
Qua in penere fuma eff 0 oO 
2xX 2x tang.zx 

. di I T X 
erit fumma quaefita = —— — — ———2 — 23 
DAR 2x tang TY I=xx 


pofito +=1. Sit r=1+0, & habebitur pro fumma 
ies ool. INL ETC do ad 
2(13-20)-0w) 2(14-w) tang(z 4-97) 20--w* 


At eft tang(z-]-wz) = tange z = rw + $2? w? + Ko, 


quaefita 


è è I 
Vnde cum primus terminus x pofito *TT1 deter- 


minatum habeat valorem i, duo reliqui tantum ter- 
mini funt fpectandi, qui erunt 

I E uo LE cd RE X 
ota) awto) tir w) wtw) “oh (443720?) 
fi quidem w fit infinite paruum, quo cafir etiam. ter- 
Ddddd3 mi- 
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2 


minus $ m? w? mnepligijpoterit. ^ Proueniet autem 


[^ 
DINEM rona on pofito w == o, eftque ergo 


4+ 4 = £i fumma feriei: +4 Hd + rg d- &c, 
vti aliunde conftat. 
EXEMPLUM II 


Inwenire [fummam  feriet 


ub 


—— + &c. 
I—XX 4—XX 9—XX I6 —XX 
cafu quo prox ponitur ZUmmerus quicumque integer n 


1 


, ^ ^ s I 
€? demto ex ferie termino iilo tm 


—xx? 


qui fit infinitus. 


Summa ergo haec, quae quaeritur, ita erit exprefla 


I T I > 
—— — RRA —— — — fi quidem ftatua- 
LIN 2xrtangzx Zaz——Xx 


. . a T : 
tur x — z, quo quidem cafu primus terminus ——- abit 
LAA 


I "S H . . .. 
——, bini vero reliqui ambo fiunt infiniti. Ponatur 
22 


ergo X—7-l-w, & cum fit tang (zz-1-79) — tang zw, 
pofito w infinite paruo, habebimus pro fumma quaefita: 
I TE 1 
E e Mica ANI Mee de LE LLLA 
2" 2 (n4 w)rw 270 ww 
I I I JS AT ^ I 
zan (27420) ^ w(anlw) eun  (22420)(27+0) 
vnde íi fiat w == o, prodibit fumma  quaefita 
I I 3 ET. 


Quocirca erit — = 
4un 


feu 


= — — LX —. 
2t 4 457 
l-— 


I ^ I 
i (a + 1)? — 22 pi (+2)? — nn 
in infinitum, fiue erit iftius feriei infinitae fumma: 


I I I 
| AA us I2 M TPN TAER 
| gs eq MM x 2O 
| = 0 TR Uca e TE o ^ 


EXEMPLUM II. 
| Inuenire fummam huius feriet 


We Es es A A E +  éc. 


1—XX 9-—XX 25—XX 49—XX 


| . . I 
| fi ponatur X— 1, atque Lerimuns primus PESE 


qui hoc cafu fit infinitus, auferatur. 


| : M ; rzíni-csx 
Cum huius feriei fumma fit in genere = => 
4xcofizx 


, 


| zfin. irx 


:| I 
erit fumma quaefita — — —— , fi pona- 


AmXcof. irs 1—XX 
tur x — 1r. Quia vero vterque terminus fit infinitus, 
ponatur s= 1- w, & cum fit fin (Zz—iz09)— coíizw- 


1—iz?w?, & cof(ir—izw) = fing rw 370 ob w 
infinite paruum, habebitur ifta expreflio : 
T(i—4z?mw?) 1 Aa RH 1 
4ü-w)ive  aw-«» - w(a—aw). w(a-— e) 


quae fit = 3 pofito w — o, eltque propterea 
e. i E ES > 
E AA de prior omite le 
EXEM- 
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EXEMPLM Iv. 
d fummam — feriei u 4 


Roc ou 


— + &c. 
I—XX 9—xx 25 —XX —Xx 
fi pro x ponatur numerus ted. dr impar on—i 


isque terminus —— — 


Saa x x qui hoc cafu 

fë infinitus, e medio tollatur. 

rinira 
4x Cof ix 


Erit ergo fumma, quae quaeritur, == 


I 
(22—1) — x% 
x= 22 — 1 — w, exiftente w infinite paruo, fietque 


2% — I 
fin iu a= fin ( — r — iro) = -t- cof iz, 


pofito x — 2z——1.  Statuamus ergo 


2 
vbi fignum fuperius valet, fi fit z numerus impar, 
inferius vero fi fit par. Simili modo erit 
e . 
cofiza— con qu mido) — -Ffinizw; ideoque 
[inns mcdio ERE I 


fiue z fit par fiue impar, erit —2— — == 
cofizx  tang.$709 ¿TW 


Hinc fumma quaefita ira exprimétur : 


I 1 
—— ———M — ——À s. rit- 
2w (2 n — I — uw) (2 (2 (27 —1)—w)” 
I ER 
que propterea — MOUSE Sic; fi-fit -" — 2, -ekit 
I= l+21+23+2>+>-+8 
36 16 40 72 112 


cuius fummationis veritas aliunde conftat. 
CAPUT 


Y o P 
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DE DIFFERENTIATIONE FUNC. 
TIONUM INEXPLICABILIUM. 


367. 


Deos inexplicabiles hic voco, quae neque ex- 
prellionibus determinatis, neque per aequationum 
radices explicari poflunt; ita vt non folum non fint al- 
gebraicae, fed etiam plerumque incertum fit, ad quod 
genus tranfcendentium pertineant. Huiusmodi functio 


inexPlicabilis et 1 -+ $ 3$ ....-1- —, quae 


vtique ab x pendet, at nifi x fit numerus integer nullo 
modo explicari poteft. ^ Simili modo haec expreflio 
3:259. di a x, erit funétio inexplicabilis ipfius x, 
quoniam fi x fit numerus quicunque; eius valor non 
folum non algebraice, fed ne quidem per vllum cer- 
tum quantitatum tranfcendentium genus exprimi poteft. 
Generatim ergo talium funttionum inexplicabilium no- 
tio ex feriebus deriuari poteft. Sit enim propofita fe- 
ries quaecunque 

I 2 3 4 | s 

Ar B+ C+ D+ + X 
cuius fumma fi formula finita exprimi negueat, praebe- 
bic fun&tionem inexplicabilem ipfius x, nempe 


8S= ABC e Dre RX 


Ecece Simili- 
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Similiter continua produéta ex terminis ferierum- vti 
P — ABC Duke a rero 


exhibebunt funttiones inexplicabiles ipfius x, quae a 
tem ope logarithmorum ad formam priorem reuocari 
poffunt, erit enim: 


IP. diede A IO JD. Ae cd een 


368. Hoc igitur capite methodum explicare con- 
ftitui, huiusmodi fun&ionum inexplicabilium differentia- 
lia, inueftigandi. . Quod argumentum, quamuis ad pri- 
mam huius operis: partem, . vbi praecepta calculi diffe- 
rentialis funt tradita, pertinere videatur; tamen quóniam 
vberiorem doctrinae ferierum cognitionem poftulat, ad 
quam in hac altera parte peruenire licuit, ordinem natu- 
ralem relinquere coatti hoc loco attinpamus. ^ Cum au- 
tem haec inueftigatio prorfus fit noua, neque a quoquam 
adhuc traCtata, tantum abeft vt hanc calculi differentia- 
lis partem abfoluere queamus, vt potius prima tantum 
eius elementa adumbrare conemur. Praeterea vero 
nonnullas quaeftiones proponam , quarum enodatio dif- 
ferentiationem huiusmodi fun&tionum inexplicabilium re- 
quirat, quo fimul vfus huius traCtationis, qui autem in 
pofterum fine -dubio multo amplior erit, clarius per- 
fpiciatur. 


369. Ad huiusmodi funttiones inexplicabiles diffe- 
rentiandas ante omnia neceffe eft, vt earum valores in- 
veftigenius, quos induunt, fi pro x ponatur s+} w. 

Sit 


CAP UTERI 
Sit igitur 


1 2 3 4 x 
G— AL. B. A O A a 
atque ponatur 3 valor ipfius S, quem recipit, fi pro x 
ponatur x -+ w, fitque Z terminus feriei refpondens in- 
dici xw. lam igitur termini, qui refpondet indicibus 
ett, +2 *-5 &c.  indicentur per 
X/, XK“, Xiu, Xi, &c. atque is, qui conuenit indici in- 
finito x an per X!^!. Similique modo termini com- 
petentes indicibus xW- 1, «-1-9-172, x-uw--3 &c. 
indicentur per Z/, Z“, Z/!!, &c. & (it Z!^l terminus 

refpondens indici x + 9 + v. Quibus pofitis erit 


Sı S + X! 
Su S + X + X4 
Su S -4- X.-rF X4 4. X" 
&c. 
SI^! = S- X4 XH X! 47... 4- XI? 


Simili modo cum etiam Z fucceffiue terminis Z/, Z// &c. 
augeatur, erit 
zi 2 oM 
zi ool pta cU 
zu zo-LZ--z - Zi 
&c. 
zio! zc m-4-Z-4-z -—-Z!-...--2lel 


370. Nunc natura feriei S, S^ S", S", &c. eft 
perpendenda, qualis futura fit, fi in infinitum continue- 
Ece oe tur 
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tur: quae fi in infinito cum progreffione arithmetica Con- 
fundatur; quod fit fi termini feriei X, X^ X^, X//, &c. 
in infinito ad aequalitatem conuergant, ita vt differen- 
tiae feriei S, SS", &c. tandem fiant aequales : hoc cafa 
quantitates Sl», Sl» +21, Siv+11 &c. erunt in arithmetica 


progreffione,. $ cum fit zl^l — gin e| Öb g^ e 


= gl^l Lu (glo tH sol). elo Hays e! 
erit Zlo| — w Sloi <p (1-0) Sl^l. At eft Silo +11 — 
Slol + Xl^-F1, vnde fit Zal — Siol + w X lo, 
ex quo obtinebitur haec aequatio 
EY ZE ZUR ZA -n.....-Ze —, 
S -X H X"--X"-—....-41- Xlel-EoXlo-r-:l 
ex qua definitur valor quaefitus E, quem induit fun&io 
S, dum in ea x-1- w loco x fubítituitur : eritque 
25 + 0Xl0+11 4 X-K X“ &c. in infinitum 
— Z/— Z1 7//— Ec. in infinitum 
Quare fi feriei A, B, C, D, &c. termini infinitefimi eua- 
neícant, terminus w Xl^--1l euanefcit, & omitti poteft. 


371. Exprimitur ergo valor ipfius € per no- 
vam feriem infinitam, quae exhiberi poteft, fi feriei 
A + B C + &c. habeatur terminus generalis, ex 
quo valores terminorum Z/, Z/4, Z/!, &c. definiri queant, 
Pofito ergo w infinite paruo, cum fit E — S differentiale 
functionis S, hoc differentiale 2S per feriem infinitam 
exprimetur. Atque fi nequidem altiores poteftates ipfius 
[^ 
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v negligantur, habebitur diferentiale completufn funétio- 
nis huius inexplicabilis S, cuius natura, quo clarius ob 
oculos ponatur, fequentibus exemplis hoc negotium il- 


luftrabimus. 
EXEMPLUM L 


Inuenire differentiale huius. functionis inexplicabilis 
I 
S—cri--id-i-d-id.eeedu 
: i Pé : : 1 
Quoniam huius feriei terminus generalis X eft = * 


ac propterea 


EA ji PEEL A 
pearen | LT O 
x4 — i. | Zu = E 
az | 240 
xu — Y Ti m TE 
x--3 x-L-3--9 

&c. | &c. 

ob Xo+i — RE E O, As x ponatur x-]-o 


funttio S abibit in Z, vt fit 
S + pnt Dürvarue: PE +3 + «e 
a EI E: 
pio 4240 x+3 0 Fa 
fiae binis his terminis in fingulos colligendis, erit 
=—S+ E: IA A TAN HT TA 
aci t CeRi * EE) y 


. Eececezx feu 


&c. 


CAPO ER 


feu cum fit 


jsi ETIN LS 
iria iade Gio 6 n pes 
Pal I > 


Te aT Arta apt $. 
erit feriebus fecundum meug ipfius w difpofitis 
z=sto (Lis ten 52 ten tgp tie) 

“arta er ten tertie) 
(tata) 


ELA EEG A 
(tata ta t5) 
&c. 
i" b Pofito ergo dx pro w obtinebimus funétionis propofitae 
S differentiale completum 


I 1 I 1 N 
s=* (tarta e te) 


X I I I 
T"Consticnpicppigpe it) 
dn s toga t er tangi) 
A top! cr» crore) 

&c. 


EXEM- 
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CEP UT 


EXEMPLUM IL 
Inuenire diferentiale huius functionis inexplicabilis 
ipfius S: 


nr I 
S=1+43 +5 A TE 


I 


2Xx—1l' 
E . aa . . 1 
Quia huius feriei terminus generalis eft X= OS 
erit : 
1 I 
"p Zi = —— 
X A 2r i -H 20 
I bn 
DUES Z-— 
ETS | 277-320 
1 I 
Kui ZU— 
| 2x—-5--20 
&c. | &c. q 


ob terminos huius feriei infinitefimos euanefcentes & ae- 


quales, prodibit valor ipfius S, fi loco + ponatur x1: 
I I 


I 
E=S+ IE UN pres M A a L&c. 
I I X 
Tata pe 7 
feu 
O PA E to dtc 
GxlnQGedriae) ! Ged3)Gxi3129) |^ 


Verum fi finguli termini in feries fecundum ' dimenfio- 


nes ipfius w refoluantur, erit: 
z- 
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Z2=S+R 2 Br IW yw D I 
O 20 eet taps tau; te) 
a a Dr ME nr» 
¿o 40 (o + (2x13)? + Grts) t&c.) 


iier ar + Cb + CE F&c.) 


CA A E EEA 
“(arta 187) 
XC 


Ponátur nunc dx pro w, atque prodibit diferentiale 
completum Fagstionis inexplicabilis S propofitae : 


adx (aata bam (x15) + 8%.) 
Hu —at (Lust gh ta +) 
| Go tee e 
I y Deed AEE de a) s 
reor + (2x 3)* t cra sy t&c.) 


—]I(6dx* Canas dee ufo Lr +8.) | 
&c. 


dS = 2 


QoS 
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EXEMPLUM It 
Inuenire diferentiale completum. funclionis huius inexpli« 
cabilis ipfus S: 


1 I 
$-i-LLnu c dias pars 
2 3 4 x 
; ae k : I 
Cum huius feriei terminus generalis fit — zs, erunt 


termini infinitefimi euanefcentes $ inter fe aequales. 
Hincque ob 


M t 
T E x SAS 
4 — —— xni A o ES 
* GER MATT 
E 500 MEINE toe 
o E 
&c. &c. 


erit : 

PIEL 2z(nlr)we* , m(ziD(ml2) 
X -Z —Gip"" + appe "ID 
nw n(n4 Y) HO ro * 


X/— E CHILE TE^ Kefa PE Eye &c. 
ex qiu inuenitur : 
5 —— 
Su (ay D" Tear epe ee) 
ida D? 


“(ata ae) 
eiae, 2) 4 


NES MODUM DEM a 
&c. Fff Qua- 
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Quare pofito w — 2x prodibit differentiale completum 
fan&tionis S. quaefitum : 


; I 1 1 
pl 4S = + ndx at) 
— E Dd 
Pope eden Gp S6) 
Nu xj), a 


APA Ep diee) 
&c. 


362. Ex his quoque fummae iftarum ferierum in- 
terpolari, feu valores terminorum fümmiatoriorum exhi- 
beri poffünt, quando numerus terminorum non eft nu- 
merus integer. Si enim ponatur x= o, erit quoque 
S= o, atque Z*exprimet fummam tot terminorum, quot 
numerus w continet vhitates,' etiamíi ifte numerus w non 
fit integer. Ita in exemplo primo fi ponatur 


2= 4334 O — 
à erit : 

im w 

— füqe 


b» 
aL 


w [2] 
ape) E 419 22519) i ow 


fiue 
Eu A Bree, 
—vGHM s + E + 5; 4800) 
ad ¡+ AER ESO) 


&c. In 
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In exemplo vero tertio erit: 
— I ene. adir AS 
DE DAA a ARAN: ao 
Valorque ipfius E, fiue w fit numerus integer fiue frac: 


tus, per feries fequenti modo exprimetur : 


I 2 I 
2 > a) 


daan a e ato.) 
nni 2t2),, wo E I d 
uma 3 -W a ese) 
C. 


373. Haec eadem quoque ad feriem generalem 

accommodari poffunt, cum enim fit 
AN 3 4 as T 

S = A+B HCD+ ... +X 
atque pofito x—}+w loco x, abeat X in Z, & S in E, 
erit : 19% 

f.5 9 dX. t?dd X 93 43X 

ns E NUS 1.2dx? St > iS 
& quia fimili modo Z/, Z//, Z///, &c. per X^, X", KW, &c, 
exprimuntur, erit : 


z-s--ax LE d. (X: -EX4--XU FX -&c.] 


0? 

—— o dd, (X--X-4-X4-1-X 4! —&c.) 
03 

EEE] 


d3 (XXX 0414-00-80.) 
&c. & 
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` gol A á 
& niñ X! | fit =o, hoc modo exprimi poterit, vt 
confideratio infiniti tollatur : 


xl ^11 = X (R-X) 4 (ZU) F QUUM - X404 &c. 
eritque ergo: 
E—SpoX/^Lo[(X/-X^ 4 (X!—X/^) 4 (KUUK) + &c.) 

uas u— d.. (X/ 4 X 4 XU $ Xn $ KUU 4 &c.) 


2 
Mes Tus dd, (X! 4 X" X^ X^ X &c.) 
Eee: LAS d3. (X! E X44. XHt KU 4-&c3 
&c. 
Si ergo ponatur w= 4x, orietur differentiale comple- 
tam ipfius SZ A--B-C-- . . . PX, ita 
expreffum : 
ISE Xi dx y de (KUK) E (RM! X!) (X-K &c:) 
— d. PES X^—L— X! Y Xu Hec.) 
— i dd. (X' -- X" -- X! 4 RM —— &c.] 
mg d3 .([X('-- KU X 24 Xt 4- 820.) 
&c. 

374. Ponamus effe x —— o, fiet X/— A, X/ —B, &c. 
ideoque Xi- X^4-j- X//—L. &c. erit feries infinita 
cuius terminus generalis et — X. — Formentur deinde 
feries ex his terminis generalibus : 

AX . 44X, dX. d*X, 
dy) ade) Gui) dade) 


&c. 
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quarum. ferierum. in infinitum -continuatarum fummae 
fint : i 


x03 
dX. 

E uu S M 
E g 


Fdo 
BK 
"6 dxs == Sy &c: 
& quia pofito + = o, fit quoque S =:0, & Z erit 
fumma feriei A+B+C+D+H +. . -H Z -on- 
tinentis w terminos; eft enim Z. terminus indicis w, fiue 
w fit numerus integer fiue fractus. Quare habebitur 
p acsi w A--€ ((B— À) + (C-B) 4- (D- O) +80. 
— 08 — oE — wD — 0t€ — Kc. 

vbi prima feries praetermitti poteft, fi feriei propofitae 
termini tandem euanefcant. 


375. Scribamus nunc x loco w, abibitque E in S 
ita vt fit 1 2 3 E P E 

S—A--B--C--D-- +... HX 
atque idem ipfius S valor iam per feriem infinitam ex- 
primetur hoc: modo : 

S = Ara (B-A) (C- B) 4- (D- €)-I- &c.) 
— Br—Ex? —Da? — € x* — Bus — Kc. 
cnins valor cum aeque diftinéte exprimatur, fiue x fit 
nümerus integer fine fractus, differentialia ipfius S cu- 


iusque ordinis hinc facile exhiberi poffunt: 
Fffffs 4S 
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AD NB CAJA (026) op d 
— Ý — 2$ x —— 38) x? — 4 ($ x5 — &c. 


— —— € — 3D — 6 Ert —1o Ha? — &c. 
yum TD — 4 € x — 1081? — 20633 — &c. 


—u—— G6 —358x—1:;G8x*——&c. 


Quare cum differentiale completum fit 
= dS + i448 + R49S + dtS + &c. 
erit funCtionis propofitae S differentiale completum : 


dS —.Adx-1- (B-A)dx -- (C - B)ix 4- (D -Cdx 4- &c. 
— Bz — (€ (2xdx4-dx*) — D (3x* dx 4- 3xdx? dx?) 
v E (ax? dx 6x? da? +axda 4 dx*) — Eo, 


576. Hoc ergo modo functionis cuiusque inex- 
plicabilis... S. differentiale affignari. poteft, (i. feriei 
A —L- B + € 2- D + &c. termini infinitefimi vel. eua- 
nefcant.vel inter fe fint aequales» Quod(i enim -huius 
termini infinitefimi non fuerint —o, tum fumma feriei B, 
quae ex termino generali 7 formatur ; fiet infinita; at 
vero cum ferie A-I-(B— A)-24- (C2 B) -I-(D- C) 2- &c. 
coniuncta fummam finitam confítituet. - At fieri poteft, 
vt termini feriei A+- B-1- C-- D -I- &c. ita. in infini- 
tum augeantur, vt non. folum feriei 95, fed: etiam fe- 
riei € fumma fiat infinite magna, quo cafü non fufficit 

feri- 
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feriem A- (B— A) 4- (C-- B)-4- &c: adieciffe: fed quo- 


niam- hoc cafu. valores; infinitefimi .$« 370. . confiderati, 
[o] [+1 |2-+2] 
nempe S, S XT ,.non amplius in 
arithmetica funt. progreflione, vti affumferamus, huius 
progreffionis ratio erit habenda. Quemadmodum ergo 
affumfimus, horum terminorum differentias primas effe 
aequales; ita methodum amplius extendemus , fi horum 
valorum differentias demum fecundas, vel tertias, vel 


vlteriores conftantes ftatuamus. 


377 Retento ergo eodem ratiocinio, quo $. 365. 
fumus ufi, ponamus memoratorum valorum: differentias 
demum fecundas effe conftantes : 

Ier 10-2 [62-2] 

3 S ? S zs 
ME 16] |^4-2] 

X bd ; 


DIFF. 1- $ 
lotz “lotil 
DIFF, II. X -X 
det ol ql |o +1] " 
Hinc erit 3 =S =S +HeX ub A) 
1. 2 


loa] | ler fo 1 Loy de 13 e 
(x E IES Eds ian 5 


Quamobrem. habebimus hanc aequationem : 


z--zZz-—-z -Lz"-—-*.s.. rA 
S --X/-I- X^ -A- X" O Vos agis 
w(w—3) x a+] (4-1) yl v2] 


I. 2 12 ? ex 
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i 
ex qua elicitur : 
TS YX PX Sp RK K &c. in infinitum 
— Zi — ZU — Zl 7l &c, in infinitum 
| ot] 2 | e42] [a+r] 
BTA acd: MR ve (Xue ni iodo 
Termini autem ifti, infinieíimi ita repraefentari pote- 
runt, vt fit 
zocSae X +X xXx! -- XU ti KC 
iul; AEN NOU ZN TRITT 
[+ KUZ KM XX Y xii, pe &c. 1 


1 
T adas —XU A XM E A Bre 
[-- X 4- Xe 4- xr 


I. 2 


- X! -- X4 4 Xt 3-&c. 


vnde fimul lex patet, qua haec expreífio erit compa- 
rata, fi differentiae demum tertiae vel quartae vel vlte- 
riores fuerint conftantes. 


t9 (t—1) | 
-L-——— E 2XU— 2 Xlll — » X wv —— &c. | 
J 


378. Cum igitur fit, vt fupra demonfttauimus : 
ox wdd X e dX 

1dr 1.2 dat 1,2 1.2.3 dx3 p &c. 
fi loco iZ/, Z”, Z//, &c. valores hinc oriundos fübfti- 
tuamus, erit valor ipfius S, fi loco x fcribatur ++ w, 
fequens : 


Z=X + — 


z-—S$ 
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f-i- X//-4- Xii - Xi 4 Xv HH &c.1 


pcr ic t X4 50 XH Lig xw 2— Ge; 
i ed D xu [1X Xv 4 xv LXul &c.! 
( dj ) O E E Xi — 2X — &c. 
w(wWw—I I. 2 
gu RC LA E X! 4 X 44 X// 4 Xi 4 &c. 


eal — d, (X! + XU 2 X 42 KU 4— &c.) 
x 
o n (XIJ KU XH 4 Kiil 4 &c.) 


— 50, (X -4- X -- XU -4- XH -4- &c.] Ñ 1 

&c. ^" NI 

Si ergo loco w ponatur dx, prodibit differentiale comple- 
tum functionis inexplicabilis propofitae S; fcilicet i 

dS — Xid x + qa Xt XUI exo nx ee " 

«3 AA A 


ur ie pd | 


| r2 00 0 0dw(1743)] y ¿MZA Xm —2Xv-&c B 
X! dx(i—-dx) I. 2 i m i 
[nip gae mm | EX X4 EXHI X im 4 &c.] "E 


spins e ndo FLadr i Ert c1 Ñ 
METTET iE 
axi delas) (ás) de (code) od) RN W 
1 2. 3 o3 3 — |E3X/44X//4 &c.| " 
y dx(1—dx) (2—dx) : ; M d 
pr 3 L- X' — X" - &c. " 
&c. eai f 
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— de (XA X XU AL X 24- XY-24- &c] 
— 1 dd, (X/-- KUH XI 4 Xw -H X" Kc.) 
— id, (X4 -X^ 2- Xll -A— Xiv Xy -L&c.] 
— dd [X/-4- X 4- XV! 4- Xi e Xv 41 &c.] 
&c. 
quae expreffio latiflime patet, $ quotaecunque demum 
differentiae fuerint conítantes, differentiale- quaefitum ex- 
hibet. | Accommodata enim eft haec formula ad diffe- 


rentias conftantes, & fimul lex patet, fi forte vlterius 
progredi neceffe fit. 


379. Quod fi feries A+ B+ C + D p&co. 
ex qua formatur funĉtio inexplicabilis 


1 2 3 4 x 
S= A-r-B--C--D--...-r-X 
ita fuerit comparata, vt eius termini infinitefimi . eua- 
Defcant, tum. vti iam. notauimus. erit : 
4S = —, de (KLE X" -4- XU Xv  BC.) 
dd. (Xt X -4- Xt Z- Xv 4— &c.) 
d$. (KI -H X - K -- Xv 4. &c.) 
— 4 d*. [X! -4- X 47 X/! 4— Xi --. &c.] 
Sc. 
Sin autem illius feriei termini infinitefimi non fint =o, 
fed tamen differentias habeant éeuanefcentes, tum ad 
iftam expreflionem infuper: addi debet 
f . -+ X4- X/4 y Xw + Xv Hike 
dx sip eN NU is NAMES, Ka Ec! 


— 


eje pm 


Ve- 
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Verum fi terminorum  infnitefimorum “huius  feriei 
At B=+C0+D- + &c. differentiae demum: ife 
cundae euanefcant, tum praeterea adiici oportet: 
„= X" Xw -L Xv-+ &c.] 
a as ——aX —2X01 —2XW— Kc. 
I. 2. [us 2M + X YX + XU &c:! 
Atque fi mémoratorum terminorum infinitefimorum dif- 
ferentiae demum tertiae fuerint euanefcentes, tum prat: 
ter has iam exhibitas expreíliones infuper addi debet. 
yu + Xw+XY+ K <]|80.1 
dx(dx-x)(dx—2)| d. ux —3X/— 3X —53X* —&c. 
En ips X) —L- 3X/! +3X 19-31 --&c. 
L — X! — Xi — X/t—&e.] 
Sicque porro expreffiones infuper addendae erunt. com- 
paratae, fi vlteriores demum differentiae terminorum 
infinitefimorum feriei A —+— B- C +D- «e. 
euanefcáant. Hincque adeo quaecunque feries affumatur, 
dummodo eius termini infinitefimi tandem ad differen- 
tias euanefcentes: perducantur, funttionis inexplicabilis 
ex ea formatae differentiale definiri poterit. 


380. Si ponatur 0, fiet X/— A, X" —B,X/t-—C&c. 
Quare vti? A Y B 2— C H- D &c. eft feries, 
cuiüs terminus generalis et X, fi ex terminis generali- 

3X 4 
bus rS € E LAS &c. fimili modo for- 
mentur feries infinitae, ,earumque fúmmae denotentur 
per litteras: Bj €; D; E; &c. refpetctiue. Summa 
í G " 


gg gg w 


A 


== 
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o terminorum feriei A + B ~+ CH D + &c. ita 
exprimetur, .vt perinde fit, fiue œ fit. numerus integer 
fiue fecus.  Scribamus ergo « pro.«, vt fit; 
I 2 3 4 E 
SSA RR EC DES 
atque fi huius feriei termini infinitefimi euanefcant, erit 
S= — Yr — Ext. — Dri — Ent — Ri. 
At fi termini infinitefimi differentias faltem primas ha: 


beant conftantes, tum ad hunc valorem infuper addi de- 
bet hic: 


HA C Bor Coria BEA] 
| — A= BO D 24 &ej 
fin autem illorum terminorum infinitefimorum differen- 


tiae demum fecundae euanefcant, tum praeterea addi 
debet : 


f + C+ D-- E-- F-+ác] 
eiu qomo Aaa mm ri IH 
dei HEU A A A 


Si differentiae demum tertiae fuerint euanefcentes, tum 

infuper adiici debet. haec. feries infinita : 

E ADA PAG bee) 
a(ren(e-2)] MEL — 3C —3D —3E —3F — &c. | 
E 32850 RU +3B --35C +3D +3E + éc.| 

L — A— B —C— D -—&c.] 
&c. 


381, 
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381. Accommodemus haec quoque ad alterum 
fun&tionum inexplicabilium, genus, quae conftant 
continuo produéto terminorum aliquot feriei propof(itae 
A+ B--"€-- D - &e fitque 

RW uua. Cur X 

LM ASA OA i X 
& quaeratur primo valor Z, in quem S transmutatur, 
fi loco x fcribatur Y + w; ponamus autem vt ante effe 
Z terminum ferici A+ B 2- C + D -- &c. cu 
ius index fit —— x+ w, vti X refpondet indici x. 
Quo ergo hunc cafüm:ad praecedentem: reducamus fu- 
mamus logarithmos, eritque 

IS= 4A HUB CAD o HIX 
Quod fi iam huius feriei termini infinitefimi euanefcant, 
erit candem methodum, qua ante vfi fumus, adhibendo 

]z IS + IX! + IX" + IXM + Ec. * 

— IZI — IZ a Zu —— Etc, 
hincque ad numeros regrediendo erit 
KORV Web Xs 
== 5 TE DOM PAU SIAO EZ 


&c. 


quae ergo expreflio valet, fi ferie A, B, C, D, &c. ter- 
mini infinitefimi vnitati aequentur. -Sin autem logarith- 
mi terminorum infinitefimorum huius feriei non eus- 
nefcant, at tamen differentias habeant euanefcentes; tum 
ad illam feriem, quam pro /Z inuenimus, infuper addi 
debet haec feries 


x Kui Xuu 
IX eS, ae a + yu + xe) 
Gg8 88 3 ficque 


SN 
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ficque numeris fumendis habebitur 


ri X yum y 0-0) q y Mo) 


. 77] E "LE. RR S. a &c. 


382. Quodíi ergo ponamus s= o, quo cafu fit 
S dU E AE Sole ar o: e de 
notabit produ&tum w terminorum huius feriei A; B,C, D &c. 
Si igitur pro w fcribamus w, vt Z obtineat valorem, 
quem ante ipfi S tribueramus, ita vt fit 
DA bn ere los oid 
S Ez As Bo Go Dau uio Leo do 
quia nunc. Z/, ZU, Z, &c.. abeunt in X4 X^; X!!! &c. 
fi.logarithmi. terminorum infinitefimorum iftius feriei 
A,B; C, D, E, &c. euanefcant, exprimetur S hoc 
modo 
pe Af ME CAD — NA 
FERE opio O 
Sin autem differentiae demum logarithmorum termino- 
rum infinitefimorum ferie A, B, C, D, &c.- euanes- 
cant, tum ifta functio S fequenti modo exprimetur, vt 
lit: 


Sc. 


i qw BRA Gud DEA mg 
ec MAIRIE CET TTE e OL, 
fi illorum logarithmorum differentiae fecundae demum 
fint euanefcentes, ex praecedentibus facile colligitur, cu- 
iusmodi fa&ores infüper addi debeant; quem cafum, 
cum'vix occurrere foleat, hic praetermiftamus. Cete- 

rum 
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rum vfüm. harum expreffionum 'in interpolationis negos 
tio: capite. fequente oftendam. 


383. Hic igitur cum. differentiatio huiusmodi func- 
tionum inexplicabilium. potiffimum fit propofita : inuefti- 
gemus differentiale huius funétionis 

TA Agba CARD a K 
Ad hoc refümamus. aequationem ante inuentam 

IZ — 18 + IX! + IKU + 1341 + &c. 

Com IZ IZ zu EC. 
&:cum /Z, oriatur ex X; fi loco x ponatur 1-6: erit 


IZ=IX+ 7 ¿TES e EP JOE Ls d3 TX 86. 


quibus yaloribus pro IZI, 12%, IZ!!! Sc fubftitutis 
habebitur i 
ims => EREE TRU A TRU vee.) 


"e 
2dx? 


dd (KI TK + 1XU + 1X 4-81.) 


3 C 
— qa 4: UA IX P DUM e DI e) 
&c. 


Ponatur nufic w — ux, fiérque 7Z = IS ¿de IS, ideo- 


que, erit 


== d. (X! IX" + IX HF IX" + Kc.) 


— dd, (/X4 + IX 4 ZX^/ + 1X0 + &c.] 

— yd. (XK 7X4 + TX 4- 7X8 + Kc.) 
&e; 

quae 
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x 


quae formula valet; fi logarithmi terminorum infinitefi- 
morum feriei A, B, C, D, &c. .euanefcant 5. fin autem 
ipfi non euanelcant, attamen differentias habeant euanes- 
centes, tum ad praecedentem differentialis completi ex- 
preffionem infuper addi debet haec feries : 
uh if T 
dxIX! + de (ta Ie + 8e.) 


vt obtineatur differentiale completum. 


384. ldem adhuc alio modo praeftari poteft. . Po- 
natur x — o; quo cafu abit /S ino. = Tum formentur 
feries, quarum termini generales fint: 

| IKANI R dX. 

IX) cdi cadat Po das) 

harumque ferierum infinitarum fummae fint refpeGiue : 

A, BD, €, D, &c. Scribatur + pro w, vt it Z — 8S, 

eritque 
IST Sx — Crem Dar? — Ext — &c. 

fi quidem logarithmi terminorum infinitefimorum feriei 

A, B, C,.D, &c.' cuius terminus generalis eft X, eua- 

nefcant: at fi horum logarithmorum differentiae demum 
euanefcant, erit : 


&c. 


is=>51a+ (Lio TE Ius ge.) 


— Br — Ex — Da? — Ext — &c. 
Hincque adeo differentiale ipfius /S — erit: 


¿8 B C D E 
4 — del + dl e Ug e +! 


S C p Fec) 
— Bdr — 2€ xdx 38) x*dx — 4G x*dx — &c. 
At 


CAPUT XFL 793 


At G differeptiale completum defideretur, erit id : 
C D 


a B E: 
z= dxi + dr (Y x IF Fac ID zx &c.)) i 
— 95 de — E xdx-i-dx*) — DGrrde + 3xdx* tdw?) 


— &c. 


Ad quarum formularum vfum oftendendum fequentia 
exempla adiicimus, quae vtroque modo refoluemus. 


~ 


EXEMPLUM L 


Inuenire :differéntiale huius funttionis inexplicabilis : 


7 ZKL 


Bec 
Giu em e 


Hic ante omnia notandum eft,: terminos infinitefimos 
horum fa&torum abire in vnitates, ideoque eorum loga- 


E dE 2X-—1I | 
rithmos euanefcere. Cuty igitur fit Xo cit 


yet ATE rS a 3. Ku EES : &c. 
2x +2 2x +4 2X +.6 
ln] 2x-L-222—I 


& generaliter X 


vüde erit : 


EX > lar+212=1) — 
[øl y adx 
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E 
l(2x--2.2) 
2dx 
2% + 22 


4d x? 
(ax 3-22) 
2.2. 4d x? 
(223 
2.2.8. 6dx% 
(ax +22) 


IX = 2 HEBREO 
ln] dy? 
Es ME Juke E 09 
dX = — AR qu 
In] dx? 
- mic da ide 
Elx = + je aO TU 
lr] 2.4. 6 dx* 
eX ium -G Fans CK 
&c. 
vnde erit. differentiale M 
I I 
+ —— 


Bate | 
1 1 


A AA 


1 
Grp 


1 


=+— 
-L-idx* 


2 +1 2 +3 


| 
| 
P 
[ 1A 
j; (x13? 
| pul ao 
Cap OE CET 
so e ten» 37 
e " NS 


+ 8] 


2x-2-5 
I 
AUNAR ES 
MS d 
&c. 


EFF T 
I y] 
MC 
| 

J 


ETE 
C G9 
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Quod fi áutem tantum differentiale primum quaeratur, 
erit id : > 
4S 
S 


1 X f I 

Congue re A EAT 

(rt cue Gr OGHO ) 

quod idem altera methodo $. 394. tradita ita inueftigatur, 
—I d. IX 2 I 


edx in 


Cum fit /X — Pec erit —— = — >=; 
2x de 2X — I wi 

dU mire ro PORE. S AP 

zdy — (ax-1) axx? 6dx? ¿(ay 343 Y 


ideoque fiet 


x 8 IY 83 $37. 73 S 
D= 3 1 da I I &c | 
23 43 63 85 3 

&c 


Hb Ab > 
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fiue. erit : 


Sau rcli ti LOBENT 
E 16% zc hcec gs &c.) 
&c. 


Si igitur fit x —o, quo cafu fit /S=0 € Scr, 
erit dS =— 2dx 12. 


EXEM” 


XVI 


GAP UB 


EXEMPLUM 11. 


luuenire diferentiale | huis functiomis  ¡Hexplicabilis : 
QA SR NE 4 dU eS 
Huius feriei 1, 2, 3, 4, &c. termini in infinitum ita 
crefcunt, vt logarithmorum differentiae euanefcant: elt 
I X 
im / 1 icr d al EE a 
enim /(m -1- 1) pur E 
Cum igitur fit X—»x erit XíZx+1 ; X^ — x--2; 
X — ww +3; &g porro autem ob /X = 7x fiet 
dx dy? 2 dx3 
di ldd IN ES ES BART —— 5 
+ ax i 


2.3 dx* : : UN. 
dÉ EXE weg dup &c. vnde fi logarithmi vltimi 


euanefcerent, foret 
S €—— P ms d 


uy x2 x+3 ' x--4 y 
| dx? z t 1o 1 1 ; 
tarta at) 
dx? I I I 1 
w^ E 1)5 (x42)? + GF 3)3 Gl &c.) 
&c. 


At*cum differentiae demum logarithmorum euauefcant, 
infuper addi debet haec exprefíio : 

xl2 +3 x4 5 +5 
E RA Y a A E a gy Wo 
x (xx) «C ET pat Et zn + Se.) 
Hhh hh 3 Quia 
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Quia vero eft: 


RE LI A OA 
Ip i GG E pr UTR 
y bi ER D T e ME NI RM 

ppp xia 2(xi2) E 3(1+42)5 apa)" + &c. 


&c. 
erit verum differentiale completum : 


ae E dd a +1) 


I 2 1 ES Izd ABO 
Feu TIE Xue i (x42)? LE (x-3)* +8.) 


E I I I 
ig. or fero euh 


— (dy — dx* --&c. ) 


(tete 

E I I 
Erie (eos o eee i) 
&c. 


Sin autem altero modo differentiale hoc exprimeré ve- 
linus, quia eft 


DIRE dd. IX. I 
[X = lx; de mbi sog ANT 
d. TX I d*. IX I 
—— tX 44——Hc——-—; «XC 
6dx3 349 20x! 4x* 


CauoPUT- XFL 
habebuntur fequentes feries : 
9|— 1a +Pla+!13+/4+/5+€0. 


B e + > Ll a) 


1 I I I I d 
e I (ear ings + &c-) 
D= ¿(aii ++ e) 


I X I I 
e=-¡( +++ itke) 
* &c. 
Hinc ob 7A 2271 — o, fiet ex $. 384: 


S= Qrt &c.) 
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Binae autem primae feries, per quas x eft multiplicatum, 
etiamíi vtraque habeat fummam infinitam , tamen am- 
bae fimul fummam habent finitam. — Si,enim vtriusque 
z termini capiantur, prodibit : 
I(1-7-1)— 1 ud die. POE AN zs, 
2 3 4 a 
At fupra $. 142. inuenimus effe 


[T RE E += Cont. + la 


I 9f H 
" -- 2 TUIS - "m — Kc, 
haecque conftans prodit = 0,5772156649015325. 
Quodíi ergo ponatur z = WM, erit : * 


I 1 1 x. 
aai uud L7 E A += Cnt. i, 


vnde binarum illarum ferierum in infinitum continuata- 

rum valor erit — (t +1) — Cont. —/u — — Conít. 
Ex quo erit: 

IS=— x.0,5772156649015325 


piss (1n zoo +80) 
3 1 1 i A 
Spr (i Sof Se " +80.) 
I T X 053 ue y 
pt GE AAA Ee) 
&c. 


vnde differentialia cuiusque ordinis facile reperiuntur, 
Erit 


dS 


S 


4S 
S 


S 


dS 
— == de. 0,5772156649015325 
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Erit enim: 


= — dr. 0,5772156649015325 
m ues her 
A A Re) 
oa (++ EER: e +8.) 
&c. 
At fi hae feries in vnam colligantur erit: 
L—dx.0,5772156649015325 
xdx xdx Adae dude 
tia i642) | Gr ^ aad) 


Quare fi fit X» — o, fiet: 


, Ex priori vero dU eM hoc cafu erit: 


ds 


SAA 


Sd) 


++ s Ep SH gc.) 


—0 (a+ L ind Mae T+ &c.) 


Hid i-e to) 


&c. 
Iii ii 


+& 
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385. Hinc ergo:etiam huiusmodi funttionum in- 
explicabilium differentialia quouis cafu, fpeciali exhiberi 
poffunt, propterea quod hic differentialia completa erui- 
ibo mus. ' Quamobrem fi tales functiones ingrediantur in 
expreffiones , quae indeterminatae videntur, cuiusmodi 
capite praecedente traCtauimus ; valores eadem methodo 
definiri poterunt, vti ex adiunctis exemplis intelligetur. 


EXEMPLUM L 
Determinare valorem. huius expre[fouis : 


I I I 


— — 


I 
X(X— 1) US (x—1)(2X- 1) 
eo cafu, quando ponitur x. — 1. 


Ponamus iaa ens uo e «I$ 
erit ex $. 372: 
sa «(eh Are) 
=e (+80) 
I qe (ie Ae) 


&c. 
feu cum fit quoque 


Scal Hee. 


kso OMM, Rue E cuoio puedo 
Ii 24 (344. 444 Stt fi 
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fi quiuis terminus fuperioris feriei cum praecedente in- 
ferioris combing , prodibit : 
— 1 x—I X—I 
s= r —— LLL 
21 dE 3G T0) 4GTX) 

quae expreffio, quoniam poni debet x— 1 eft commo- 
dior. Sit ergo v= I +w, fitque 


usta PAE + xar Se 


fiue 


s=1+0 (LA PN. 2 Io &c )=1+8u 
A) — Eur 


+0 (Ae or L+480.) 9e 


d &c. 
Tota ergo expreflo pofito x — 1 + 9 abibit in hanc: 
1-- $989 — Go? + Duw? — &c. 1 
m —— — —— fu 
w (1 +9) (120) 
v+Bw+2B80?-CEw? __. 1+B+2BD0- G o — &c. 
w(i +w) (12-2 ^ NEC ux (12-09) (123-209) 


Ponatur nunc € = o, atque exprefílionis propofitae va- 
lor cafu == 1, erit: 


no a1 ERASE te 


quae feries. cum fit — $ 7^, fequitur valorem quaefi- 


tum elle — $7^. 
TEIL EXEM- 


EI = = r 


o n 


E 


TE 


LIS 


(€ 
ETT 


et 
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EXEMPLUM IL 
Inuenire valorem huius expreffronis : 
2X—XX TTX (2x-1)(rqT£ilic; c 
(x— 1)? éXx-1) N Xe ES NUTS 
cafu quo ponitur X = 


Ponatur LN as 23b. 45 +2=S, ftatua- 


turque s= o, * fet vt in exemplo praecedente 
inuenimus : 


S=1 + Bu-Ew0?+Dw3-8c. exiftente 


B = atata ge = irr-i 
ca E =-+ &c. | 


D= MM LET Xue 7 «o. 


ic 
Pofito ergo x — 1 +w expreffio propofita induet hanc 
formam : 
100 E (420) (1+Bw- -Ew?4+Dw3 — -&c.) 
T Nm T T0)9? 


quae ad aude denominationem «w*(14-w) perduta fit : 
1+0-0* —03 4-0 2-20? +0 +8 0(1+20-+w0) 
—-1-Bu+Ew0?- Du — 2w —2 Hw + 2 w3 Ec. 
quae reducitur.ad hanc formam: 


w En? + Bu? -- 2 $93 — Du &c. 


—Á—Á— QN c c 0 Ife 
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Fist nunc wo, atque prodibit 1+€. Quocirca €x- 
preffionis propofitae valor cafu < — 1, erit — 1 + ®©, 
ideoque per hanc feriem exprimetur : 
A Ee 

2507198 4 5 
cuius fumma cum' neque per logarithmos, neque per 
peripheriam circuli 7 exhiberi poflit, valor quaefitus 
etiamnum alio modo finite aflignari non poteft. Ex his 
ergo duobus exemplis vfus, quem differentiatio funétio- 
num inexplicabilium in doctrina ferierum habere poteft, 
fatis luculenter perfpicitur. 


486. In methodo hic tradita functiones inexplica- 
biles differentiandi affumfimus feriei A, B, C, D, E, &c. 
terminos infinitefimos vel effe — o, vel differentias tan- 
dem euanefcentes habere; quorum fi neutrum contin- 
gat, ifta methodo vti non licebit. Hancobrem aliam 
exponam methodum huic conditioni non adítriétam, 
quam fummatio generalis ferierum ex termino. generali 
petita & füpra fufius explicata fuppeditat. Denotent igi- 
tur litterae YA, B, €, D, E, &c. numeros Bernullianos 
6.122. exhibitos, fitque functio inexplicabilis propofita haec: 

1 2 3 4 x 

S= A + B+ CDa.. HX 

& quia fupra (130.) oftendimus fore : 


YIX — 95 45X CZK- 


2da 12:9. des | 12.3.4.5.6dx5 


S—/Xd41X4 


Fiiilgx hinc 
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hinc facile erit. iftius; funCtionis -S differentiale exhibere 
erit enim: 

v4 MAX. DAX IR 
dE Xde ppap idu e. 


2 dx (L2.3.4dx? ' 12.3.4.5.6 dX? 


—&c. 


387. Sin autem progreílio propofita coniuntta fit cum 
geometrica, quo cafu termini eius infinitefimi nunquam ad 
differentias conftantes reducuntur, ac propterea methodus 
prior locum inuenit nullum ; tum methodus $. 174. tradita 
medelam afferet. Si enim propofita fit haec functio : 

S = Ap +Bp?+Cp8+Dp4+e...+*Xp, 
quaerantur valores litterarum .a, 6, y, 2, &c. vt fit 
Ok 
E: Z r jH au Eu? q y e dut de eus ke. 
D— 
^ inuentis, vti eos $. 170. exhibuimus, erit: 
Fe (x Lb Am. dX yX | ddt X sro ) 
=A Rt dx ANA 
+ Conftante, quae fummam reddat = o, fi pona- 


tur x — o, feu quae cuiquam alii cafti farisfaciat. Sumto 
ergo differ HAM haec conftans ex computo abibit, eritque: 


P p adX ,GddX e, jx 
as= E, asp(x - 572 WU yu fei) 
addX , Ed X dee 
Ae Qs (ax Tide d dx? G4- das 1%: s) 
fiue 


y +1 E dX 
as P Xap- (ap x Ep 0) D yp-6) E A c) 


quod eft differentiale quaefitum funétionis propofitae S. 
388. 


CAP UT e 807 


388. Sin autem. funClio inexplicabilis-propofita ex 
fatoribus conftet, eorumque- logarithmi infinitefimi dif- 
ferentias.habeant conítantes fiue minus ; tum hac. quo- 
que methodo differentiale fun&tionis perpetuo exhiberi 

| poterit. Sit enim 


Bra ¿EA x 
S, 22M. s Bas ilu Diao diro oot Re 


Quia hinc fit 
IS =A B/C +D} .. +. -H /X 
methodo fuperiori, numeros Bernoullianos in fubfidium 
vocando erit: 


9[4.7X 9543.7X 


| IS mda AA ogg 7 aga des 710 8e 
j qua expreffione diferentiata fit : 
geo i yad IX —— Bd*.IX 
i dxIX ck $44. + madre —L2.3.44x3 
d5.7X. d8.IX 
ve Eres du AOLE He: 
1.2.3.4.5.6.dx* 1.2.3. EE 
Hinc fi fuerit X = x, ve fit: 
Sue eio raa don deis i ee edad 
fiet applicatione fatta 
MSYE dx 9[ 2x 95 dx Cdx 
a er arm a er rt &c. 


quae forma, fi x fit numerus valde magnus, commodius 
vfurpatur, quam eae, -quas ante inuenimus. 


808 


o 


CAPUT 
DE INTERPOLATIONE SERIERUM. 


389. 


d 
«o» 


XVII. 


NE interpolari dicitur, dum eius termini a(fignan- 

tur, qui refpondent indicibus fraétis vel etiam fur- 
dis. ~ Si igitur feriei terminus generalis fuerit cognitus, 
interpolatio nullam habet difficultatem , cum quicunque 
numerus loco indicis x fubítituatur , ifta expreílio prae- 
beat terminum refpondentem. 
rit comparata, vt eius terminus generalis nullo modo ex- 
hiberi queat ; tum interpolatio huiusmodi ferierum ple- 
rumque eft maxime difficilis, neque maximam partem 
termini indicibus non integris refpondentes aliter nifi 
per feries infinitas definiri poffunt. ^ Quoniam ergo in 
Capite praecedente huiusmodi expreffionum, quae more 
confueto finite exprimi non poffünt, valores quibuscun- 
que indicibus refpondentes determinauimus; ea tractatio 
maximam -afferet vtilitatem ad interpolationes perficien- 
das. Quam ob caufam víüm, qui ex fuperiori Capite 
in hoc negotium redundat, hic diligentius profequemur. ` 


Verum fi feries ita fue- 


390. Sit ergo propofita feries quaecunque 


I 
A+ 


5 


Brel 


ASRA 
CHD- o px 


x 


cuius terminus generalis X fit cognitus, fümmatorius au- 
Hinc formetur alia feries, cuius terminus 


tem S lateat. 


gene- 
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generalis aequetur illius feriei termino fummatorio, erit- 
que ifta noua feries : 


nra 3 4 5 
A į (A+B) ; (A:B4O) 5 (A4BLCTD) ;(ATBICTDTE); 
eei. 

eiusque terminus generalis feu indici indefinito ~ refpon- 
dens erit = A-r-B-—-C€-T-D-- . . HX S; 
qui cum explicite non fit cognitus , interpolatio huius 
nouae feriei iisdem difficultatibus erit obnoxia, quas ante 
meminimus. Ad hanc ergo feriem interpolandam inues- 
tigari oportet valores ipfius S, quos recipit, fi loco + nu- 
meri quicunque non integri fübftituantur. Si enim x 
eflet numerus integer, tum conueniens ipfius S valor 
fine difficultate reperiretur, additione fcilicet tot termino- 
rum feriei A- B- C-- D --&c. quot « contineat 
vnitates. 


391. Quo igitur ea, quae in Capite praecedente 
fünt tradita, in vfum vocari poffint, ponamus x efle 
numerum integrum, ita vt valor ei refpondens S 
A--B--C-- .. . +X fit cognitus, & quae- 
ramus valorem >, in quem $ transmutetur, fi loco x 
fcribatur x —- w, exiftente w fraftione quacunque; erit- 
que X terminus feriei propofitae interpolandae, qui res- 
pondet indici x+ 05 quo ergo inuento, interpolatio 
huius feriei erit in promtu. Sit Z, terminus feriei 
A, B, C,¡D, E, &c. qui refpondet indici x + w, fint- 
que Z/, Z^, Z^, &c. termini eius confecutiui indices 
habentes xor; vwa y 40433 &c. 
Kkk kk Ac 


810 CHAP UT UNEIE 


Ac primo quidem ponamus feriei A; B, C, D, &c. 
terminos infinitefimos euanefcere. His ergo pofitis feries 
I 2 3 4 
A 5 (A+B) ; (A-B-C) ; (A--B-2- C—-D) 5; &c. 
cuius terminus indici x refpondens eft 
$ gg LL. perm unge 
interpolabitur quaerendo eius terminum ©, qui indici 
fra&o x + w refpondeat, erit autem vti inuenimus ; 
No HX A AS NS: A 
TE — Z lt — uo gu. — &c. 
ficque habebitur feries infinita ifti termino quaefito € 
aequalis, quae ob 
odX , w2ddX wsd X 
Ar aa 2dx2 ! 1.2.3dx3 
in hanc Bue transmutatur, vt fit: 


mae En d. (X-4- KU XM 4- Xni 4 &c.) 


— + Kc, 


CR ue dd. (X! -- Xt -- Xu Xi 4- &c.) 


— > ds. [X 4- X/ 42 X 4- Xf -4- &c.] 
&c. 


quarum formularum ea, quae quouis cafü commodior 
videatur , adhiberi poterit. 


392. Sumamus pro A, B, C, D, &c. feriem har- 
+ &c. 


cuius 


moni amcunque —4 —7; + —- : 
ionicam quamcunque - my; AN 
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cuius terminus geheralis feu indici x refpondens eft 


T. 


ae — X. Hihc formata fit ifta feries: 


= Fea 
2 


I 
X I I I I Y 1 I Y 
5 CD: Cipra Gin sata 9 


3 


4 


cuius propterea terminus indici w refpondens erit: 


S—lt;p atat 


I 
Tap» 


Si iam Y denotet terminum iftius feriei indici x -+ w 


refpondentem , 


Xe 


I 
llir AAA S 
thia d 


I 

"TRES Vl 35 E 
X — aX2blbxe ? 
&c. 


M I I Y 
==5 aid abis i ata2blóx 


Y I 1 
mmy X abis Rs pia 


—alx h? 


Ob 25 — MUERE Y) POCOLIU 

oe 
eT MESS 
eres EDD 


hincque orietur: 


Kkk kk 2 


l&c. 
Es 


alte- 
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altera expreífio' autem erit huiusmodi : 


AN 


dat ta utes) 
= %2 w ve 1 GUT UI T XU z1&c-) 
ide a opus apaqyi5e) 
&c. 
EXEMPLUM L 
Propofita fit ifla feries: 
; j Gd-D EPA AR ; 6c. 


cuius terminos, qui indicibus frais refpondent, 
inueniri oporteat. 


Erit ergo e— 1 & 1; vnde fi terminus indici 
integro x refpondens ponatur 


SA e 


terminusque indici fra&o x 4- v refpondens vocetur = Z, 


erit : 
EID 
I I I I I 


“Ta e a a E D aa 


Notandum autem "n fi inuentus. fuerit terminus refpon- 
dens indici fra£to w, quem ponamus = T, ex eo ter- 
r mi- 


CAPUT XVM 815 
minum indicis x-1-w facile inueniri pofle; erit enim, 
fi T4, Tu, T, Ec. denotent terminos indicibus 
1+0, 20, 3-- 9, Sc: refpondentes: 


T= T+- mm 
17% I 
Tii pho spo 


I I I 
VUE E IS sje 
vnde fufficit eos tantum terminos, qui refpondent indi- 
cibus w vnitate minoribus, inueftigaffe. Quem in finem 
ponamus x= o, erit quoque S— o, atque terminus 
feriei T indici fra&to w refpondens ita exprimetur : 
T= LEiEptit—+k 
I 2 3 4 
1 I 1 I 
—Uaja 7345 7348 cde 0 
vel his fraftionibus in feries infinitas conuerfis prodibit 
altera expreffio : 


ans Qur a i MEE 
O, 
ee Ort) 
far RES WM 


&c. 
Kkkkk 5 
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quae ad valorem ipfius T proxime inueniendum. per- 
quam eft apta. 

Quaeratur ergo propofitae-feriei terminus refpondens 
indici, 4 qui fi ponatur =T, erit: 

Tc1—$--i—5:--i—$-7-74—1-4-&c. 

feu T-—2(£—24--i—i--i— &c.) 
cuius feries valor eft — 2 —27/2, ficque terminus indicis 
= 4 finite exprimi poteft. Erunt ergo termini fequen- 
tes, quorum indices funt 2, 2, $, 4, &c. ita expreffi: 
Ind. i i i i 


Term. 2—2/252-$-72/2523-$-£ $7252 52 1318272: ; &c. 
EXEMPLUM (IL 
PAP ft iffa feries: 
I$ HT 311 1-5 sd ) Grut EE 2); &c. | 


cuius terminos indicibus fractis. ve[fpondentes | 
exprimere oporteat. 


Erit ergo 2 — 1, ? — 2, vnde fi terminus indici in- 
tegro x refpondens ponatur 


Sur CET ae "EE 


terminusque indici PT x w vocetur — 2, erit 


I 
2X—1I 


Li zi ul 
1+2% ns gs gt 2 


jun A c u 7 
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Cum igitur füfficiat terminos indicibus vnitate minori 
bus, aflignaffe;; fit.» —.o; € S= o: quocirca fi fi termi- 
nus indici w MCN ponatur — T, erit: 
I I I I 
"Doo TUE Et += — 2 ——7-T&e. 
3 5 Z 9 
1 I 1 1 I 
Tito  3p3e 5429 740 9420 
& fi w numerum quemcunque denotare ponatur, quo- 
niam T eft terminus indici w refpondens, erit T ter- 
minus generalis feriei propofitae , qui etiam hoc modo 
exprimetur : 


20 20 
T ste Era T r&e. 


vel ita: 


T = ro (ERA AA) 
— 49 (1-3 eos rir eya Ss.) 
"c ew (12 z^ 4e ze e Re) 


~ (4 gau aussen Limp: ec. ) 
ee 


Pona- 
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Ponamus effe w — 4, erit terminus huic indici refpon- 
dens TcÉci:—4-4-4i—i4d-i-—-&c == /2, 


eruntque 
Ind. * i i t 
Term." 12; $£ H-/25 2343415412; 
&c. 


Si fit w9— 1 erit 


TAS q Aer dus 
—$— 5$ — 5 —%— Kc 
T=1 — +43 +H80—3 127% — 20m. 


393. Quod fi ergo huius feriei generalis : 


1 & I I I I 
Te Ç +) J C a uuu) ; Sc, 
quaeratur terminus refpondens indici — 4, ponatur in 
expreffionibus $. praeced. x= o, & w—¿; fietque 
S:= 0, & terminus indici 4 refpondens quaefitus erit 
I 2 I 2 I 2 
23 = 2555 o] 48 
a 2a t a+b o 203b + 42b 20450 Tee 
fiue terminis ad maiorem vniformitatem perduétis erit 
I I I I Vi 
:zÉo-——l1——-—ui—u-& 
pe 2a 20+b t 24420. 20436 t 2a gb 
in qua ferie cum figna + & — alternentur, fumen- 
dis continuis differentiis per methodum. fupra expofitam 
valor ipfius ¿3 per feriem magis conuergentem ex- 
primetur. 


C. 


Erunt 
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Erunt autem differentiarum feries : 


b b b 
2645? GANGA, ADE ! 
T2 ; abb Nt 
iD? Gaf) apea) ? y 
d Mos ci ou meg n 
2a (247) (2425) (244 35) ? 2 
Sc. 
Ex quibus concluditur fore : 
: NOSE 1b 1. 2 1b 
$c 4a Um 84 2a) Tus 162 (za P) (2a 25) 


1 913 53 +80 
po 32 a (244b) (244 2%) (2124 36) 3 
Hincque ergo habebitur: 
TIMES: E p3bb n 
FS 24 m 2a(2al-5) ym 2a(2adb)(2a 25) 


"et 2a(2aiPb) (2427) (24430) 25e 


1.2.3 [3 


quae feries maxime conuergit, atque valorem termini Z 
facili labore proxime exhibet. 


394. Quod fi autem in genere feriei A,B,C, D, E, &c. 
termini infinitefimi euanefcant, terminusque indici w re- 
fpondens fuerit = Z, eiusque fequentes, qui indicibus 
w- ri, 9-2, 0-—+ 3) &c. refpondeant, fint 
Z/, ZU, Zi, Zw, cs Si in fuperioribus (391) ponatur 

L11 1l DERO 


$18 


XYII 


xo, vt fit.SzZzo-&.X4zz Ay; X= Bj; X/I/— C, &c. 
fequetur, fi formetur huiusmodi feries : 


I 2 3 4 

A, (A 4- B), (A-2-B-1- O, (ABCD), &c. 
eiusque terminus indici w refpondens ponatur — 2, fore 
27 (A-Z/--(B-Z/)-1- (C-Z/^) + (D-Zw) + &c. 


ex qua expreffione termini quicunque intermedii defini- 


ri poterunt, 


Sufficiet autem ad interpolationem perfi- 


ciendam eos terminos inueftigafle, qui refpondeant indi- 


cibus w vnitate- minoribus. 


Si enim terminus >= indici 


huiusmodi cuicunque w refpondens fuerit repertus, ii- 
que qui conueniant indicibus w- 1, 1-2, «1-3, &c. 


ponantur Y, 2/1, Z4! Zw, &c. 


HS 
SM 
au = 


Interpolare 


EXEMPLUM 
hanc feriem: 


erit 


du 3d 


7// Bg Z 


Y. 


i5 (1272; CE Ee ima; 


Sit © huius feriei terminus refpondens indici o, & 
cum haec feries formata fit ex fummiatione huius: 


1--i-- r Ha H &c. 


: SEM IM pon 
cuius terminus indici w refpondens. eft = si erit 


2 


y A ne 
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ate) — (219) GEF har 
Quod fi ergo feriei propofi itae uu dia terminus indi- 
ci 4 refpondens, poni debit w= 2, fietque : 


E—1 —$ HE— X444 —'64,--&e fiue 
254G — + de sc ds + &c.) 
2 zm : 
Cum igitur fit 1 —$--$ — zs + Sc. — TI erit 
TT > : 
2210 gia — 4 — i z?, qui.eít termi- 
: 1 


nus indici ¿ refpondens. Hinc ergo refpondebunt 
Indicibus £ 3 5 ac 
Termini 4—47? ; $4$—3z7? 5; titrs ir 5 PT 


EXEMPLUM II 
Interpolare hauc feriem: 
T 2 3 4 
t; (144); Git); Gi - $27 rst 25) 
ec. 
Sit E terminus refpondens indici cuicunque w, $ 
cum haec feries formata fit ex fummatione huius: 


1 --.$ - zs. H: Tr &c. 


: ei ih I 
ex qua fit terminus indici o refpondens Z = 


(2::9— 1)* 
: I I I 
it Z/— LO AES IL GE Dt e An 

g E (20 1» ^ s (Ga)? (2wF5)? 

| cc. 

LITT? Quam- 


CAP UT: XFIE 


Quamobrem habebitur: 
Y I I 
zz E DESI PR I: &c. 
9 25 m 49 ni 
I H H 1 
(1329) GF Glas? GFF 
Ponamus w= 4, vt inueniamus terminum feriei propo- 
fitae refpondentem indici — 4, qui erit: 


I I 
Sq WE 
4 


— Gc. 


X ute AR k = ar 


16 25 hr a 
ex quo termini, quí medium HR inter binos quos- 
vis datos, fequenti modo exprimentur. br aqu. 


Indo $5 45 3 i 5 i ; &c. 
TT 1 
Turni E taran Dying Lin ge 


EXEMPLUM IIL 
Interpolare hanc feriem : 


2 3 4 
nG te i Gista 


Sit vt ante Z "s indici we refpondens, erit 


Jp A E NENE y i 
Z= y US Igi c 
&c. hincque habebitur: 
1 1 I 
zo c E rE SE k ls + + &c 


Grey OL GI VU d 
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E 


Si igitur defideretur terminus indici ¿ refpondens, erit 


^ mu I 205 I 2" 5 
1S ETE RP ieri deci cum &c. 


Quare fi ponatur : 

I I I I I 
NALES WP unm AE TAE. Spe 
erit feriei propofitae terminus qui indici ¿ refpondet 
—2»(1—90; hincque refpondebunt 
Indic. ps 5 + : E 

2” 25 2n 

Term. 27-2" R; art iar N; arti E S, can, Rc. 


EXEMPLUM IV. 
Interpolare hane feriem : 
I 


2 3 4 
6 DGA j aa &c. 


Sit € terminus qui indici cuicunque w refpondeat, 


1 Á 
& cum fit Z= =; ert: 
(2w—1)”? 


Jus a afin. id 
Ver Pr 9 — Gal) n 
atque 

da a. d JE. 
zc po eme A "bp Pl die 

I I I 
LL &c. 


: 
Tha Gro Gh) (tam c 
L1111 3 Po- 
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Ponatur w — &, & prodibit terminus indici 4 refpondens 
I I 
LA A a A E 
3 


ex quo porro erunt reliqui termini inter binos datos medii 


Índices: £i; dace: £ OE: 


Termini: N; EEN PEN Sc. 


395. Ponamus nunc feriei A, B, C, D, E, &c. 
ex cuius fimmatione feries interpolanda formatur, ter- 
minos infinitefimos non euanefcere, fed ita effe compa- 
ratos, vt eorum differentiae euanefcant; fitque X huius 
feriei terminus refpondens indici x, & Z terminus res- 
pondens exponenti x--«; tum vero fint X/, X^, Xu, KUN, 
&c. termini ipfum X fequentes, & Z/, Z“, Z, &c. 
termini ipfum Z fequentes. ^ Quibus pofitis propona- 
tur haec feries interpolanda: 

1 2 3 4 
A; (A=B) ; (A+B+0)5 (A+B>+C-+D); &c. 
cuius terminus indici + refpondens fit — S, at- termi- | 


nus indici x -—- « refpondens fit — 2; eritque ex iis, 
quae Capite praecedente funt tradita: 


3 — 8S + XX“ XM 8. 

—— Dla lul sc. 
[X H Xt 4- Xi 1 &c.] 
Ac ee IIS &c.| 


loX Lo 
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Quia autem vt ante fufficit terminos indicibus- vnitate 

minoribus refpondentes inueftigaffe, ponamus v= o, 

vt fit So, X/— A, X^ — B, Kc. eritque terminus 

indici w refpondens: 

E —(A-Z0+ (B-Z/ +(C-Z0) + (D —Z///fh) &c. 
6A 4- ((B — A) 2- (C - B) 4- (D- C) 4- (E - D)2- &c.] 

Vel fi differentias has more fupra recepto exprimere 

velimus quo et ^AA—B——A; AB=C—B; &c. 

habebitur : 

3 = (A-Z)-(B-Z/))4- (C—Z//0) 4- (D-Z/f) + &c. 

-o (A--5A--^B-4-^C--AD-- &c.) 


395. Sin autem feriei A, B, C, D, E, &c. ex 
cuius fummatione feries interpolanda formatur , termini 
infinitefimi neque ipfi euanefcant, neque differentias pri- 
mas habeant euanefcentes; tum plures feries ad valorem 
ipfius 3 exprimendum adiici debebunt, quoad fcilicet 
ad differentias terminorum infinitefimorum euanefcentes 
perueniatur. Sit enim vt ante feriei A, B, C, D, E, &c. 
terminus indici x refpondens — X , eumque fequentes 
X/, X", X“, &c. indici autem ++ refpondeat ter- 
minus Z, quem fequantur Z’, Z“, &c. atque propo- 
natur haec feries : 

1 2 3 4 
A; (A+B); (A+B=+0) ; (A+B=+C=+0D) ; &c. 


euius terminus indici x refpondens fit 


— A--B--C--D-^ rad 
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indici vero x- w refpondeat terminus 23; ita vt 
indicibus l refpondeant termini 
X--w-|-1 | Y Z-Z 
x--o0--2 | SUZ E-Z -H Z 
x--5--3 | ZZ z--Z --Zt!-r-ZN 
&c. | &c. 
Si iam differentiae terminorum ita exprimantur, vt fit 
A X/— Xi-X!; AX —XMl-Xil; AXU KUUK; &c. 
ASXI—BNXI-NX4; NSXUUI—NKULAXI; A? XHI—BNX!IL AXI Rec 
AS X! =A? Xu- A?X!/; A3XU— B? X!!! — A? XII; &c. 
ex $. 377. terminus Z fequenti modo exprimetur : 
z-—S + XI Xp Xud-L XUtici-&c, 
Ls gui cs TA its SP Uf a JAM a SES 
+0 (X! AXA AX11.4-AX 14-80.) | 
TE (0-1) (AX/PA7X14 A? X4 A3X 414, A Xll -&c.) 
I. 2 


qa) xa, NS XE A3X04 A3X0/4 A9%/0114 &c.] 
E 
&c. 
397. Sufficit, vti iam notauimus, tot huiusmodi fe- 
ries adieciffe, donec ad terminorum infinitefimorum dif- 
ferentias euanefcentes perueniatur: fi enim has ipfas fe- 


ries quoque in infinitum continuare velimus, vel eo vs- 
que faltem , donec terminorum finitorum differentiae 


euanefcant; tum ob 
Zim 


en w(W—1) j w(w—1)(w-2) isti 
Z-—Xt oAXH- NET. AX + E i E 3 å X + aS 
tota expreffio inuenta contrahetur in hanc: 
SS+ e alo) AXLE egt) Go) A*X/-1- &c. 
pna 1308. . 35 


quae terminum fummatorium feriei A+ B--C2-D-2- &c. 
inuoluit; qui autem fi effet cognitus , interpolatio nul- 
lam haberet difficultatem. - Interim tamen & hac for- 
mula vti licebit, quippe quae, quoties abrumpitur, quem- 
vis terminum interpolandum finite & algebraicae expres- 
fum exhibet: fin autem in infinitum progrediatur, ple- 
rumque praeftat priorem formulam adhibere, in qua ra- 
tio terminorum infinitefimorum habetur. Haec vero, fi 
ponatur xzc0, yt Z denotet terminum indici w res- 
pondentem, ob S — o hanc formam induet : 


2 T ¿AR BH C-ER DA Sc, 
SD A GUERRERO 

+Fo(A --^A--^B-I-A C 4 D-1-&c.] 
2 (a AHAA ABACHA DER) 
E lr A AAHAS BACHA D-H kc) 


I. "T 
&c. 


Mmmmm Vel 
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Vel fi ponatur. breuitatis gratia : 


e(9-1).. &. w(w—r)Y(w-2) __ 


zy «D. 


A ESSA NP TIENES 
erit : 

22 Nes a À -H EAA —- y^* A +083A + &c. 

+A -1- 44A —4—-6A? A +yA3A —— &c. — Zi 

-H B -- «AB -1- 6A? B 4-4: B + &c, — Z/ 

H C2 - AC -- 6A? C 4- yA3 C -4- &c. — ZA 

&c. 

quarum ferierum horizontalium numerus in infinitum 
quidem .progreditur, at quaelibet finito terminorum nu- 
mero conftat. 


EXEMPLUM, 


Interpolare hanc feriem: 
x 2 3 4 
151435404 445441444454. 
Sit huius feriei terminus indici w refpondens =2, 
& cum ea oriatur ex fümmatione huius feriei : 
I 2 . t) 
—> —3 a + Ec. erit Z= —— 3 
Doc th e w+I 
& quia termini infinitefimi differentias fuas primas iam 
habent euanefcentes, differentiae tantum primae funt ac» 
cipiendae, quae erunt: 
I 2 LT Lr 
ob A—-—; B==3 ==> Dc; &. 
2 3 4 5 
I I I 
AAI—; AB=—3 ACT3— 3 Gc. 
2.3 3-4 4-5 
Hinc 


CAPUT XVI. 
Hinc ergo 


habebitur: 
HA ig M 32 E &c 
Poor erroris e de HR m 
w [4] w w) 
-— =— — — &c. 
+ 33 iir "UA Us ^t m 56 ee 
ys) palta) comp). (Hg. 
w42 w3 eta els j 
w t) t) [^] E 
feu ob E erit 
1 2 3 4 
zo E E) = + . 
A pi 3 d 1 HE ; == &c 
em O OP OHD g 
w42 091-3 04-4 0$ E 
Si ergo quaeratur terminus indici 3 refpondens, erit is 
I I 3 2 5 3 7,4 9 
s= 141-242 E: dq eel 
Qo pu. 12 9*5 ORE 
I I I 1 1 
u 32 ZO O A A OA 
fe 2 2.5 27. 4.9 5.1 6.13 dc. 
3 br Ys e XM 0B: No 
ideoque. “pato 4. AS 67 18:9 JOAN, 12,13 &c. 
I I I I I I 
Imc LL —e————— ly LM s epis A7. 
feu + p 2 6 3 "oomen &c 
-L-BI IIIA 
5 z 2 II UR 3 


Mmm mm 2 
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I I I I I 
uare cum fit 12 — -[- — — — -- — — h 
Qu T da vn c DU 


H I I F 
ent ¿2 in L a a T 


ideoque Ecaja—.. 


398. Pergamus nunc ad feries interpolandas, qua- 
rum termini ex faCtoribus funt conflati, fitque propofita 
haec feries generaliffima : 


I 2 3 4 5 

A; AB; ABC; ABCD; ABCDE; &c 
cuius terminus indici w refpondens fit —Z. Erit ergo 
/Z terminus refpondens indici w in hac ferie : 


I 2 
JA; (A 7B) 5 (A 4 IB41C) ; CARIBRICHID) 
&c. 

Quodíi ergo ponamus huius feriei terminos infinitefimos 
euanefcere ; atque feriei A, B, C, D, E, &c. terminum 
indici w refpondentem effe Z, eiusque fequentes indi. 
cibus w-+1, €9--2,0--3, &c. refpondentes effe 
Z’, ZU, Z!!, ZU, Ec. erit ex fupra demonftratis : 
AH IAR IB RICO RID pe. 
en] eme PIE S PE TI o TA 


Ix 


Hinc igitur ad numeros progrediendo habebitur: 


AT” ¿8 Camp &c. 


T—ACULOULUC Ww 
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599. Quodíi autem terminorum infinitefímorum 
feriei A, B, C, D, &c. logarithmi non euanefcant, fed 
habeant differentias euanefcentes, erit vti vidimus : 

£= + /A+/B+/C +€oc. 

— IZ — I — IZ ee. 


D 
ola (UE EE mid, + &c.) 


hincque ad numeros a logarithmis procedendo fiet 


I— 0. 0) 0 0) 


BMC nh pco pUDA E e. 

E DEUX ERU CAM ESTEE eA 

At fi illorum logarithmorum infinitefimorum differentiae 

demum fecundae euanefcant , erit: 

Ix = IA -4-/B +/C +/D 1 &c. 
IZ" — LZ — Lt DL — Ec, 


B C H 
au Gaa aer P pu B aca gi) 


ww—-1)/,B AC BD CE DE 
ER Ug C e I pir t 89) 
Ex his itaque obtinebitur : 
(3-0) wm(W—I) 


ZSA A Boro 


(109-2) w(2-w) w(W—1) (w= )(00-2) wW(2-=w) w(wW-1) 


A I. 2 B C A B De 2 C D X 2 
zi m RN 
Mmm m3 quae 


&c. 


iad mammen 


A 
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quae fi o «41 commodius ita exprimetur : 


e(3-€)  (r-wX(2-w) (2-0) (1-wX2-w) u(2-w) 


I. er I. .2 B B I. 2 C A 
v(I-0)  e(r—w) E e(1—w) ERAS 
L2 ¿512 Zi pr? za 


400. Accommodemus hanc interpolationem ad is: 

tam feriem : 
I 2 3 4 
a «Ho. «oen, a(a ca acX(a 30) j 
b? DFA? dot)? Kote btts)? 
cuius faétores defumti funt ex hac ferie : 

I 2 3 4 

E I - o GS GRUT 

LÀ? be? Pac? $-3c? 


cuius terminorum infinitefimorum logarithmi funt — o. 
ac +00 
b=cEco ? WETTE tec. 
Hinc fi illius feriei terminus indici œ refpondens pona- 
tur —Z, erit ex $. 398: 

eae») (at c) bet em) (2o 204 00) E 
^7 — abc) (o)(ateteo) Q2) 209) ^7 
Quare fi defideretur terminus indici 4 refpondens, fa&to 
w= zł, t: 

Ss —_e(2b+0) (ae) (252-30) (2-20) (252-50) &c 
^ 7 Giro (be (zat 3c) (be) (244-50) 
BXEM- 


Erit ergo Z = 
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EXEMPLUM. 
Interpolare hanc feriem: 


x 5 3 4 5 
Y v. 123: OS E | 
-—— m rue a Teo ; Te ITA ; &c 
2 2. 2.4.6 2.4.6.8 2 . 8.10 
Cum hic fit 4— 1, 4—2, & c—2; fi terminus 
— > 


indici cuicunque w refpondens =>, erit 

— (22w) 3(4+20) 5 (62%) 7(8+20) 

— (+20) 4G F 2w) 6(5-3-29) 8(7 +20)" 
Hinc fi termini, qui indicibus +1, 9-1-2, 94-3, &c. 
refpondent , ponantur Z/, Z“, Z/", &c. erit: 

ghe cause I 120 Qo 
2--20' 
po e ge ÉS oq 
220 4-20 
1--209 3+20 5 +20 
220" 4--20 ^ 6420" 
&c. 
Si itaque defideretur terminus indici 4 refpondens, facto 
MS MEE 
1.3 3-5 ERIN "e 9.II 
E 616 88 MIO NEON 
Verum pofito m = femicircumferentiae circuli, cuius 
radius eft = 1, fupra oftendimus effe: 


Suz 
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Hancobrem termini intermedii indicibus £, $, £, &c. 
per peripheriam circuli exprimi poterunt, hoc modo : 


Indices : i i £ rà 
TP 2 CA 272.6 32 
Termini: —; —.—; tes SES Muir A 
X M WESS - SE m 


2 
d 
Quam eandem interpolationem Wallifus in arithmetica 


infinitorum inuenit. 


401. Confideremus nunc iftam feriem : 
I 2 3 4 
a; a(a-t-b)5 a(a4-D) (a21-2D) ; a (a3 -P)(a2-2b)(a4-5P); Sc, 
cuius faCtores hanc progreflionem arithmeticam confti- 
tuunt: 2, (a+b), (a+2b) > (a+3b , (a+4)) , &c. 
huiusque termini infinitefimi ita funt comparati, vt eo- 
rum logarithmorum differentiae euanefcant. Cum igi- 
tur fit Z= a— tbv, & 
Zi—a-- bd ; L= a--b-- bo 5 Z// — ar 2b2-Im ; &c. 
fi € denotet terminum feriei propofitae, cuius index eft 


UD SC CHEN 


ERGO GOMM GC NGC NN EON 


alio E aT bb > at2blbw 
&c. 


Hocque valore inuento , fi » denotet numerum quem- 
vis fra&tum vnitate minorem , termini fequentes indici- 
bus 1+0, 22-9, 32-09, &c. refpondentes ita deter- 


minabuntur, vt fit 
2i 
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£i = (Pdo) X 
zu (a--be) (a d-b--2w) 2 
== (abw) (a-b w) (042 bbw) I 
Sc: 
Quare fi defideretur terminus indici 2 refpondens, fatte 
O pue 
z ayh MICE (ear 
SE E AA mme E oie ORC, 
a+ zb a+ 3b a ib 
ideoque fümtis quadratis : 
Sia _afafby (ayb) (a428) i (a4}2%Xa+ 32) &c 
TO (bib 0) (4G 30) (04 50430)" C7 


402. Ponatur in ferie quam fupra tractauimus : 


1 2 3 4 
diy FO, FOU ED. FFDCA, rus 
g ¿GN? setti eH CEHA eH 
terminus indici 4 refpondens = ©, erit: 
o —futiD SHAHID ARDEN go 
E AI O C 
ftatuatur nunc: f=043g=0a+3b; h-—5; erit: 
ol AQ DM E (a2) (4+2b) & 
— (a-rib)(a-4-i/5) (a«-—-à2)(a--32) ^ 
ideoque fiet Z ?* 40, & E-Ya0O. Quocirca fi 
huius {eriei : 


I 2 3 4 
a; a(a3—L) ; a(a-b)(a-A-20) ; a(a+b)(a+2b) (4430) 5. &c. 
Nnnnn ter- 
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terminus indici ¿ refpondens ftatuatur = E ; atque 
huius feriei : 

I 2 
E A D se cda à 
E EDAD AIDA? 

&c. 
terminus indici i refpondens ponatur — 0; erit 
2 ya; 

Cum igitur hic feriei folorum numeratorum terminus 
indici 4 refpondens fit — Z , fi in ferie denominato- 
rum terminus indici 4 refpondens ponatur = A ; erit 
© eE , 
A 
ZA-a, quibus theorematibus interpolatio huiusmodi 
ferierum non mediocriter illuítratur. 


at eft gea vnde fiet 2=—, feu 


EXEMPLUM L 
Sit propofta haec feries interpolanda : 


1, P029 1.2299. 3,202.41: B C. 


Quia hic eft a= 1, & b= 1, fi terminus indici w 
refpondens ponatur = & , erit: 
AL w 1—0 Y I—U Y I—w Y 
sete lo AA 
I-l-u. 2-Lu 3--0 4 -- 0 
Hic pro w femper fractio vnitate minor accipi poteft 
nihilominus enim interpolatio per totam feriem extende- 
tur. Nam fi termini indicibus 1+w, 23-09, 3-1-€, &c. 
refpondentes ponantur. E, e", z'", &c, 


erit : 


CAPUT XVII. 
erit: 

s! =(M1+93 

zc Qo) (2w) 2 

zu — 1+00+0G6+ € 


&c. 
Seriei ergo propofitae terminus indici 2 refpondens erit: 
tou NE To d 
I 2 ZW a 
US ; ; $5 eG. fiue 
PAP Typo 
x. 24 4.6 6.8 8.10 &c 
E OE agre ML LET. X EHE 
2172 s 6. 
Vnde cum fit =Ma pice MOSS 
TH 3.95. 9-7 
" T Vr 3 
ed x:— i E so hincque refpondebunt 
Indicibus: +4 + $ = 
gol 2.3 Vr, 3.5 Ymz.55.7 Vm 
Termini : 2?3 22252 MUR 3 59 


EXEMPLUM IL 
Sit propofta haec feries imterpolanda : 
1 2 3 4 
I151.351:3:5 5 13.547 5 &c. 
Quia hic eft 2 — 1; b — 2; íi terminus indici w res- 
pondens ponatur — ED En 
1—0 w I—0 w I—0 w 
EN ud MS & 
"SUA ATI merde T aec e C. 
I-|-20 ' 3-20. $5-3-2€ 
Nnnna 


a == 
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terminique ordine fequentes ita erunt comparati: 

ecd: 

e (1720 (3 +20) € 

2 “— (14-20) (344-29) 5-226) E 

&c. 
Si igitur feriei propofitae delideretur terminus indici 4 
refpondens, isque vocetur — 3, erit: 
V1.3. MEE vs om y meo 
mo. =2,==.,-—=.8, 
2 > 1 E j ergo 
l3 5058 97 .9 & ARANA 
: QXL. E. &c. 

52:04:24 6,67 5B. 
ideoque habebitur == V 
Indicibus : i i i i &c. 


21e 2 2 2 2 
Termini : Lea 2.Y —j 2.41; 2.4.6Y =; &c. 


PP ar 


2 


At refpondebunt 


Quodí ergo prior feries & haec inuicem multiplicen- 

tur vt habeatur haec feries : 

1 2 3 4 5 

1'51?.2:35 12,2432. 5511238 Hd 20531 2 09 
&c. 

I 

- ya? 

quod facile perfpicitur, fi ifti feriei haec forma tribuatur: 

x 2 3 4 
1.2, 1.2.3.4 1.2.3.4: 5.6, CIUS &c. 


2 J 22 2 23 ) 


: JLA ARVA 
cuius terminus indici 4 refpondens erit =>: Y 


- ` " XE ° I 
cuius terminus indici ¿ refpondens manifefto eft =7 i 


EXEM- 
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EXEMPLUM Il 
Sit ifla feries propofíta interpolanda : 
2 3 4 
. f(2—1), z(z—i)(7—2). z(z—1)(2-2)(2—3) . &c 
39921000 73. GU WLbWEio: di PARTI. . 
Confiderentur huius feriei numeratores ac denomina- 
tores feorfim , & cum numeratores: fint : 


I 2 3 4 
zs n(n—r), u(n—i)(z—2) 5 2(n—1)(2—2)(27—3) ; &c. 
fiet applicatione fa&a, «— 7, & 5-1, vnde huius 


feriei terminus indici w refpondens erit == 


E 1-0) 
¿A f 1 Ll » (z—1) (2). (z—2) : 


— — 


2—() Z-—E-O z—2-—0 


W [621 
9 AA 


quae autem expreíiio ob fa&ores in negatiuos abeuntes 
nihil certi monftrat.  Transformetur ergo. feries propo: 
fita, ponendo breuitatis gratia 1.2.3. - =- .2=N, 


in hanc: 
Y Z 3 


I x 1 

AN SELL E Tg me ATA HS 
1.1.2.3 +++(2=1) ? 12. 12.3... (772) ? 1.2.3.1.2.3 ... (2-43 

cuius denominatores cum conftent duobus faétoribus , 


alteri conftituent hanc feriem : 
x 2 d 

1.2.3.0... (AmI) 7 1.2.3... (772) 5:1.2.3.... (243) 5 SE. 

cuius terminus indici -w refpondens, conuenit cum ter- 

mino huius feriei: 

Nnnnn 3 
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Ir 2 3 4 $ 

A E A 
indici 7 — w refpondente : qui .eft 

1/70 20 OR I-2 40 2-4 


a EE Ea 
rizo e 24n=w I" REAA ¿e 


1 


Sit autem huius feriei terminus indici 1 — w refpon- 
dens — O en: 


2-w 3-9 “aw 
atque cum refpondeant : 
Indicibus: 1-4 ; 2=w ; 3-w 
Termini: 0 ; (2—9)9 ; (2-9)(3-9)O ; Kc. 
indici »— w refpondebit hic terminus: 
(2—w)(3—w)(4—9w) . . . (2—)0. 
Deinde illorum denominatorum alteri faftores confti- 
tuent hanc feriem : 
eti 3 4 5 
1; 1.23 1.213 5| 1.2.9.4 1.213.:4.5 5 &c. 
íi terminus indici œw refpondens ponatur — A, erit: 


Quibus inuentis fi ipfius ferici propofitae : 


1 2 3 4 
no nlr) n(1—1)(0—2) n(n) (1-2) (n=3) &c 
ua? x23 ? 497.73 ^ UT. 4. 19940 quibut Domiti 


ter- 
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terminus indici w refpondens ponatur =, erit: 
N 
A«a-€)G-w)a-m) . . . (1-99 
At vero eft: 


EI 


N NUN 
GA» (li... . (4-9) 
2 3 4 z 
slug E Ie." E 
atque 


o e TA ES e, 
Gte) 6-4) (240) (3-9) (340) (4-0) 
Ex quibus terminus indici w refpondens quaefitus erit : 
2 iren n 


| z y AO OTTO . . . LJ VENIR b 
2-4 3-4 4—w 5-0 n— w 
| GTwX2-9) (2teX3-9) (3-94) . &c. in infinitum, 
NL 2:63 gode 
Indici ergo £ refpondebit ifte terminus: 
4 6: 8 TO 12 22 
3:759 o7 9^ ERN y to 'an—ui' 
$3 $5 77 9-9 ge 
2.4 4.6 6.8 8.10 3 
: : 426 guo. rusa! TENES 14 
qui reducitur ad —— —, feu 
749 (22-1) 7 


2450.8. IO 
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Si fuerit # = 2, prodibit ifta feries interpolanda: 
? 


Ol g AUT TUE) s, «c, Sc. 


1; gis q-3*-015; QU TRO: &c. 


3 ; SW. 16 
cuius propterea terminus indici & refpondens eft — 


EXEMPLUM IV. 


Quaeratur terminus re[pondeus indici — 3 iu hac ferie : 


o x 2 3 4 
I I.I 1,13 1 y 
A 08e. 
2 2.4. 2.4.6 2.4.6.8 . 


Oritur haec feries ex praecedente fi ponatur 7 — 2 , 
éritque propterea terminus quaefitus, qui fit — 2: 


= MALA O 2 d 
me ———— ofito 2. = i. 
5 EI 24 99 c W- CARI) P x 
ES Sos. ADU LIEE 
Ponatur ———————-———7—-——--—0 dit zc 
IO T (22-1) e 


| 
eritque O terminus refpondens indici 4 in hac ferie: | 


ORA 246 DAEB. ge 
MEEA ET 592 j 


qui ex fuperioribus prodit — > de Quocirca ferici pro- 


pofitae terminus indici 4 refpondens, qui quaeritur, erit 
— r. Quoniam autem in ifta ferie, fi terminus indici 


cuicunque w refpondens ponatur = = , fequens eum erit 


PM e 
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—20 . . .. me 
(LIT? ; feries propofita ita mediis terminis 


——— H 


272-20 
interiiciendis interpolabitur : 
Indices : gi TU a £ 3 z 
Se I —1.1 1-53 
Tormiusbis 1; 300 43 99 2 50089 &c. 
2 2.4. 2.4. 


EXEMPLUM. V. 


Si n fuerit numerus quicunque fractus, inuenire terminum 
indici w refpondentem im ferie : 


e 1 2 3 4 
15 2 ; n(m—1) n(u—1)(z—2) | 2(z—1) (2—2) (2—3) 
1 pow POL MA 
i ec. 
Si expreffionem SERE EM eM e 
2-0" 3-0 4-0 7-0 


cum $. 400. comparemus , fiat 421, 01,610) 
ibique loco w pofito z, erit: 
BS v lae en i(1i-elz) 92(2—042) 
1-49 2-9 3-9 ° ' Tame (a+) (2-w)(2 +7) 
vnde terminus quaefitus indici w refpondens fi ponatur 
eM ep 
s— (1-97.2. (2nwtz)3 ge At (2-0) (24-w)(3-w) 
—ü42G-we) Qtz(3-9' ^. 2. 2 3 
ideoque 
«te ru) (+w)(242-0w) (6+06 +20) 
AO 2 19m a G9). 
Ooooo quo- 


. SC, 


> 


. &c. 
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quoties ergo 2 — » fuerit numerus integer valor ipfius 
= rationaliter exprimi poteft. 


Sica Es W erit — 1 
fin ziri + ert zx 


. Z(- 
fian =2 -+w erit soey 


zh n — 7 (2-1) (1-2) 
fiz=3-+0 erit SEES 
&c. 


At fi fuerit o — 2 numerus integer affirmatiuus, erit 
femper & — o. 


ego o P 843 
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DE FSU CALCULI DIFFERENTIALIS 
IN RESOLUTIONE FRAC 
TIONUM. 


403. 


M» fraftionem quamuis propofitam in frac- 
tiones fimplices refoluendi, quam in Introduétio- 
ne expofuimus etíi, per fe fatis eft facilis; tamen ope cal- 
culi differentialis ita perfici poteft, vt faepenumero multo 
minori negotio in vfum vocari poffit. Praecipue vero fi de- 
nominator fractionis refoluendae fuerit indefiniti gradus, 
methodus ante expofita plerumque non mediocriter im- 
peditur, dum loco quantitatis incognitae fubftiturio valo- 
ris, quem ex quopiam fa&tore induit, fieri debet. Im- 
primis autem his cafibus diuifio denominatoris per faCto- 
rem iam inuentum nimis fit molefta. Quae operatio, fi 
calculus differentialis in fubfidium vocetur, euitari pote- 
rit, ita vt non opus fit alterum denominatoris factorem, 
qui oritur fi denominator per faftorem iam cognitum 
diuidatur, noffe. Hunc autem vfum praeftat methodus 
determinandi valorem fraétionis, cuius numerator ac de- 
nominator certo cafü ambo euanefcunt, cuius beneficio, 
quemadmodum refolutio fraftionum iam fupra tradita 
commodior & traétabilior reddi queat, hoc Capite do- 
ceamus , fimulque finem huic libro, in quo vfüm cal- 
culi differentialis in Analyfi expofuimus, imponamus. 


Ooooo2 404. 
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404. Si igitur propofita fuerit fraftio quaecunque 
E , cuius numerator ac denominator fint funétiones va- 


riabilis quantitatis x, rationales & integrae ; primum vi- 
dendum eft, vtrum x in numeratore P tot pluresue di- 
menfiones habeat, quam in denominatore Q. Quodfi eue- 


niat, compleCtetur fraftio — in fe partem integram hu- 


ius formae A +- Bx +Cx?+ &c. quae diuifionis ope 
inde erui poterit: pars reliqua erit fractio eundem de- 
nominatorem Q habens, fed cuius numerator erit func- 
tio puta R pauciores ipfius x dimenfiones continens , 
quam denominator Q , ita vt vlterior refolutio inftitu- 


enda fit in fraftione ++. Interim tamen non opus eft 
nofle hunc nonum numeratorem R, fed eaedem fra&tio- 


nes fimplices, quas fra&io T fuppeditatura effet, elici 


! : o p ! 
poffunt immediate ex fractione propofita Qj prouti 
iam füpra notauimus. 


405. Praeter partem integram igitur, fi quam con- 
- E 4 : 
tinet fratio — , erui debent frattiones fimplices, qua- 


rum denominatores fint vel binomiales huius formae 
fg», vel trinomiales huiusmodi. f+ 2x cof. V fg grs, 
vel eiusmodi formularum quadrata, cubiue feu altiores 
poteftates. — Hique denominatores omnes erunt factores 
denominatoris Q , ita vt quilibet denominatoris ipfius Q 


fator praebeat fra&tionem fimplicem. ^ Scilicet fi deno- 
mi- 
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minator Q fattorem habeat f+8g+*, ex eo nafcetur frac- 
orant fin autem fa&tor hai 

P ?, bináe fraCtiones == i 
Ne U^ T Ega 
Atque ex denominatoris Q fa&ore cubico -+ x99 
orientur tres fraftiones fimplices huius formae : 


tio fimplex huiusmodi 


A B € ó 
FEEDS "ep gehang & ita porro. 
Quodíi autem denominator Q_ faGtorem habuerit trino- 
mialem huiusmodi f—2/gxcofQp-r-ggx*x, ex eo orie- 
tur fractio fimplex talis formae pase p EA > 
&, fi duo huiusmodi faftores fuerint aequ ales vti 
(f —afgxcofQ--ggxx)^, hinc prodibunt duae fra&tio- 
A io auo r e 
(f—2afsexcofp--gg«x) #— 2fg xcofp--gg x 
Huiusmodi autem fa&tor cubicus (F— 2fgx cofo +88 xax)? 
dabit tres fraftiones fimplices , biquadratus quatuor, & 
ita porro. 


; ^ pi ol Lum 
406. Refolutio ergo frattionis cuiuscunque Q ita 


inftituatur. —Quaerantur primo omnes fa&tores tam fim- 
plices feu binomiales , quam trinomiales denominatoris 
Q, &, fi qui fuerint inter fe aequales, ii probe noten- 
tar, & inftar vnius habeantur. Tum ex fingulis his 
denominatoris fa£toribus eliciantur fraftiones fimplices, 
vel modo iam füpra oftenfo, vel eo, quem hic fümus 
Oooo035 tra- 
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tradituri, & qui pro lubitu. in locum prioris fubftitui 
poterit, Quo falto aggregatum .omnium iftarum frac- 
tionum fimplicium vna cum parte integra , fi quam con- 


tinet fraCtio propofita .— , huius: valoretn exhaurient.. In. 


ventionem quidem factorum denominatoris Q hic tan- 
quam cognitam affümimus, cum pendeat a refolutione 
aequationis Q — o ; methodumque hic trademus per cal- 
culum differentialem pro dato quouis denominatoris fac- 
tore fra&tionem fimplicem inde ortam definiendi. Quod, 
cum iftarum frattionum fimplicium denominatores iam 
habeantur, praeftabitur, fi numeratorem cuiusque fractio- 
nis inueftigare doceamus. 


407. Ponamus ergo patio e denominatorem 
Q fa&orem habere f+gx, ita vt fit Q= +H gx) S 


neque vero hic alter fator S infuper eundem fa&torem 
F+ex contineat. Sit fra&tio fimplex ex i(to fa&ore 


orta — ; & complementum huiusmodi formam 


+ gx? 
en Ss A MIE P 
habebit S , Ita vt fit FUE YE =3 Q' Erit 
ergo Y ELA — a TAO ideoque 
A T Orupege)s ^0 0d 
|. PYAS 


= —. Cum igitur V fit fun&io integra ipfius 
F EE 

x, neceffe eft vt P—-YS fit diuifibile per f+gx; ac 

propterea fi ponatur f- g « =o feu EA expres- 


fio 
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fio P— YS euanefcet. Fiat ergo «=2, & cum fit 


PA ARS O: erity e i , vti iam fupra inuenimus. 
o. Fem P T 

pt s Jet A. cs BIST NT fi 
vbique ponatur /--gx-o, feu v= zi . © Quo- 


niam vero hoc cafu tam numerator (f—= gx)P, quam 
denominator Q  euanefcit ; per ea , quae de valore 
huiusmodi fraftionum  inueftipando expoftimus , erit 


C tem fit S === 
um aute FAZ 


yy FEED P-E- PERS G quidem ponatur s=, 
a g^ 
Hoc autem cafu ob (f=-gx)4P,= o, erit LR ; 


ficque per differentiationem valor numeratoris 9[ expe- 
dite reperitur. 


408. Si igitur fra&ionis propofitae 5 denomina- 


tor Q fa&orem habeat fimplicem f- gx, ex eo orie- 


. 9I : 
anims exiftente Y — 4 os , poft- 


1 : En 1 
quam hic vbique loco x valor —- ex aequatione 


tur fractio fimplex 


f- gx =o oriundus fuerit fubftitutus. Hoc ergo mo- 
do non neceffe eft, vt ante quaeratur alter denominato- 
ris Q fa&or S, qui oritur, fi Q per f-+gx diuidatur- 
Hinc fi Q_non in fa&toribus 'exprimatur, hanc diuifio- 
nem faepe non parum moleftam ,- praecipue fi v in de- 
no- 
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nominatore O_ habeat exponentes indefinitos, omittere 
: : Pdx > 
poterimus, cum valor ipfius Y ex formula ETAT. obt- 


e 

neatur. Sin autem denominator Q iam in fattoribus 
fuerit expreffus, ita vt inde valor ipfius S fponte pateat, 
tum praeferenda erit altera expreílio, qua inuenimus 


qt: ponendo pariter vbique zm, Sicque pro 


inueniendo valore ipfius A quouis cafu ea formula ad- 
hiberi poterit, quae commodior & expeditior videatur. 
Víum autem nouae formulae aliquot exemplis illuftra- 
bimus. 


EXEMPLUM I 
: ; x? ; : 
; F : 
Sit propofita ifla. fratio Tux Hs fradionem fim 
plicem ex denominatoris faclore 1+X oriumdam 


definiri oporteat. 


. Quoniam hic eft Q= 1-4 4*7, cuius etfi factor 
i-|- x conftat, tamen fi, vti prima methodus poftulat 
per eum diuidere velimus, prodiret 


So rı xxx o— x3 m... «| 


AMA or cimo Pix 
Commodius igitur vtemur noua formula Y — jo 3 
quia itaque eft /—1, g= 1, & P=x", ob ¿Q=17x* dr, 

y3 I 
J = — zy ofito *==1, vnde fit 
fict y= 17x19 I7X* y) P , 


9[— — —, & fra&io fimplex ex denominatoris fare 
17 


e M EI I 
i1--x oriunda erit ———. Y. 
Ti re) da 
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EXEMPLUM Il. 


Propofita fractione fraclionem | fimplicem | ex 


1—x32n? 
denominatoris factore 1 — x oriundam 
inuefligare. 


Ob fa&orem propofitum 1—», erit f— 1, & g—-r. 


Tum vero denominator Q— 1-4%* dat ZQ —— 22x14»; 
— xm 


nd ppm inebi = ——=—. Pofi- 
vnde propter obtinebitur A = === Po 


. I 
toque ex aequatione 1—4-—0, x= 1, fiet AT 5 
2 
ita vt fractio fimplex futura fit haec ———— . 
24(1-—wx) 

EXEMPLUM HL 
xm 
1—4Xxk--3xn 
plicem ex denominatoris faclore y —x oriundam" 
determinare. 


Propofita fractione , eus fraclionem fim- 


Hic ergo fit /—1; g 2-15 Pr”; Q-—r-4x* 4327 


dQ, a — xm 
f — Ext n—l: y b dm 
& iter npe vnde fit A— UU S 


& pofito x — 1, erit 9| — : 


Ad n raétio ergo fim 
plex ex ifto denominatoris fa&ore fimplici 1 —* oriunda 
I 


erit — aia)" 


Ppppp 
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ep? . 
409. Ponamus nunc fraftionis — denominatorem 


Q fa&orem habere quadratum (fg x)?, & fraftiones 
CAE OEC: 

— Ure T ro 
Sit Q= (-gx)* S. & complementum = gə da yt fit 
VB Oh BB V opea on pos 
$a Q Ote) aer? Gg) ; 
Quia nunc V eft functio integra, neceffe eft vt fit 
P— YS — BS (f-1-gx) diuifibile per (F gx); & 
cum S fatorem f+ gx amplius non contineat, quo- 


que haec expreffio ia — 391—385 (£-- gx) diuifibilis 


erit per (f+gx)?; ideoque fa&o f+gx 0, feu i 


fimplices hinc oriundas effe 


E 


Cit e ri P 7 B 
non,folum ipfa, fed etiam eius diferentiale 7. ——$8g4x 


S 
euanefcet. Fiat ergo ix eritque ex priori aequa- 
: P p : Pip 
tione 9| — —; ex pofteriori vero erit B=-—_4>; 

S gde S. 
quibus valoribus inuentis habebuntur fraftiones quae- 


y B 
Far FER" 


fitae : 
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EXEMPLUM. 


m . 
, cuius denominator fatto- 


; X 
Propofita. fractione ———4 
posta f 1—4X? t 3X* 
rem habet (x—x)? , inuenire fractiones fimplices 
hinc oriundas. 


Cum hic fit f —1;g—-15 Px” ¡8 Q= 1-4? 5x, 
P 


E TM x" 
ert S—i--2xd-73**5 y — ix ix 3xx 
gP merida nerds alo Dat 70 
SPER (ar 311)* E 
Hinc pofito x — 1 , erit: 
I 672 — 8 4 —3M 
= — &95--:i. ==+R—=; 
A 6 B j 36 X9 44 


: I 4—3m 
e es quaefitae : = : 
vnde fraftiones quaefitae erunt: 7 NU a mem 


2 9 WE ; 
410. Habeat fraftionis c denominator Q tres 


fa&tores fimplices aequales, feu fit Q — (4-7 »)5;. fint- 

que fra&tiones fimplices ex hoc fa&tore cubico (f==gx)* 
E A B € 

oriundae hae: 5533 AULA E CE ra Actu 

+20? RA fr? 

complementum vero harum fractionum ad fraftionem 


propofitam P conftituendam fit æ, eritque V — 
PAS —358 hen) 7750280 Qua 
o ede que coque uare 


p 
haec expreffio pArA Figo — € (Hg? 
Ppppp2 diui- 


9 
Fer)” 


JA 
HAS AAA Giant 


852 CAR UTI NAL 
diuifibilis ies per (f gx)’; vnde. pofito f- gx — o 
feu -x — — , non folum ipfi haec expreífio, fed etiam 
eius differentiale primum & fecundum euadet — o. Erit 
fcilicet ponendo x => : 

B s 

k a O O O T 

P 

do w Bgd —2abedr(f+gr)= o 


u$ — G g*dx* — o. 


Ex prima aequatione ergo erit Y = 
Ex fecunda vero erit B== 
Ex tertia denique definitur € api 
Hs p a 

411. Generaliter ergo fi fraftionis 3 denominator 
Q fa&orem habeat (E ga)», ita vt fit Q = (/4-g2)"8; 
pofitis fra&tonibus fimplicibus ex hoc fa&ore (/-1-g2)" 
oriundis his : 

25 € a. 


&c. 


quoad ad vltimam, cuius denominator eft /—-g», per- 
veniatur, fi ratiocinium vt ante inftituatur , reperietur 
haec expreffi 0: 


BOE DU Een? GC gc. 
diui- 
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[i diuifibilis efle debere per (f+ gx)”, hinc tam ipfa, 
| quam fingula eius differentialia vsque ad. gradum 7—1, 


853 


cafu xm euanefcere debebunt. Ex quibus aequa- 


tionibus concludetur fore ponendo vbique x =: 


P 
DS 
I P 
I P 
ram CURT toin 
p sn P 


M CETUR 13 
1.329439 RS 
i 

== A dE &c. 


— 1.3.4 8* dx* 


Vbi quidem notandum eft, differentialia ifta ipfius z 


ante capi oportere, quam loco ponatur =£, alias enim 


variabilitas ipfius x tolleretur- 


412. Facilius ergo hoc modo ifti numeratores 
| A,B, €, D, Kc. exprimuntur, quam eo modo, qui 
in. Introduétione eft traditus , & faepenumero quoque 

| hac noua ratione eorum valores expeditius reperiuntur. 

| Quae comparatio quo facilius inftitui queat, valores lit- 
terarum Y, BD, €, D, &c. priori modo definiamus : 


Ppp pp 3 Po- 
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Polito x — | Statuatur relicto. variabili. 
9 es S UM = Y erit 
m$ = E | LI SOR EnE 
c=% | ERES ean 
d — = LIS —O erit 
tE E & ita porro. 


Pep i 
413. Quodíi autem fraftionis +] denominator Q 


non omnes factores fimplices habeat reales, tum bini imagi- 
nariorum iunctim fumantur, quorum produétum erit reale. 
Sit ergo denominatoris Q fa&tor fF —-2 f. go cof. Q- ggxx, 
qui pofitus =o dat hunc duplicem valorem imaginarium : 


RE y : : 
MZ VE ihr Va fin; - ex quo erit 
T cr V 
x T am dup a fin.20Q. 


Ponamus effe. Q — (/— 2fgxg£0l02-221) S, atque S 
praeterea per f/—2/gx cofp--gg«- non effe diuifibile. 
Sit fratio ex ifto fa&tore denominatoris oriunda : 

YA axr 


f—a2fgxcop--sg4s 
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p V " 
& complementum ad propofitam Ry fii => ent 
E P— A+ ar SE x p. S 

V = pajer colp F gg rE’ Caan s É 
ac propterea quoque 5 —- Y — ax-diuifibile erit per 


F—2fgx col + 881. Euanefcet ergo Ass 


fi ponatur f— 2fgxcofQ-l-ggxx-—o, hoc eft fi ponatur 
m. EA 
vel E e no P 


A M: ak d 
vel x = Lo uou o 
414. Quoniam P & S funt funftiones integrae ip- 
fius x, fiat in vtroque feorfim vtraque fubftiturio; & 


quia pro quauis poteftate ipfius x, puta +” binomium 


hoc re — corro — >- fin.no fübfimi debet. 
g" g”V—=1 : 


Ponamus primo vbique Ehi cofp pro x”, hocque fatto 
abeat P in P, & S in &. Deinde ponatur vbique 
L fn 2( pro «", hocque fa&to abeat P in p & S in $; 


vbi notandum eft ante has fubftitutiones vtramque func- 
tionem P & S penitus debere euolui, ita vt, fi forte 
factoribus fint implicatae, ii per actualem multiplicatio- 
nem tollantur. His valoribus Y, p, ©, 8, inuentis, 
manifeftum erit, fi ponatur : 


He. dd f 


& —--——'cofQo- 
& Ogy 


fi 
Vai d func- 
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functionem P abituram effe in 99 + yap & 
fun&tionem S. abituram effe in © + 5 Hinc 
cum va S feu P— (31 -4-a»)S vtroque 


S 
cafü'euanefcere debeat, erit: 


py » rne - E m0) CERS 


vnde de figna ambigua hae dd: aequationes orientur : 


P= AS ES ote M inp 
y — As =— En col p + VE e 
ex quibus eliminando. Y EDT 
gy—ip =E HA y fin; ideoque erit 
E. ¿(Sp—89) 


— J (S +8) ing" 
Deinde eliminando fin Ọ erit : 
SP +ESp=(S +89 + Loto). Ergo 


a PA A ue Nail. 
TS: +87. (O sing 
CIRA 


415. Cumar Hb S m0 


ff — 2fg« cot QF egre’? 

quia pofito f— fex cofp--ggxx =o tam numera- 

tor quam denominator euanefcent, erit hoc. cafü : 
dQ:dx 


S reago Po- 
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LÀ 
Ponamus nunc, fi vbique fubítituatur x” m mp; 


3 d CS 
funétionem Ar abire in £35; fin autem  ftatuatur 


da 
dr his finzQ, eam abire in q; atque manifeftum eft 
fi ponatur X £ cofp + Ja fin O 


funttionem eu abire in Q + Xs Ex quo functio S 


£12-q:Y—1 $ 
EE ML cq ior Ld Togo CHE == Hi 
EVE Cum ergo fit S — & 7 


eodem valore pro .* pofito, habebitur : 


abibit in 


Su MESS fin p — 2 fg 8 fin Ọ. 


Erit ergo $ = — g & € — i m 


Fe ino 
Hisque valoribus fubftitutis, fiet a = PR) 


2fg(Pa— Anp — sfg(pq-i-9 £Dcofo 
£159 er q : 


& A= 


416. Hinc ergo idonea obtinetur ratio ex quouis 
faftore fecundae poteftatis fraCtionem fimplicem forman- 
di, hicque cum ipfe fractionis propofitae denominator 
in computo retineatur, diuifionem, qua valor litterae S 
definiri deberet, $ quae faepe non parum eft molefta, 


Qgq qq eui- 


jg 9 
al 
3 
j 
i 


| 
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euiramus. Si igitur fraCtionis q denominator Q fatto- 

rem habeat talem F— 2fgxr cofo- ggxx, fequenti . 

modo fractio fimplex ex hoc fa&tore oriunda, quam fin- 
dus A ax ; 

gamus = f— ajg xcolb-A-gg oa" definietur. Ponatur 


sc cof Q, & pro quauis ipfius x poteftate x" feri- 


batur Ecol n; quo fato abeat P in Y, & fün&io 


a in Q. — Deinde ibidem ponatur sie, & 


n 
poteftas eius quaeuis s” = £ finz 0; abeatque Pin p, 


d : : : 
& 2 in q.  Inuentisque hoc modo valoribus littera- 


rum Y, Q, p & q quantitates Y & « ita definientur, 
g— LP PO) inp  sfe(à pp coip 
"a Q qq gg 
25. 2g (POT va) 
SA $35 -- q? 
Fra&io ergo ex denominatoris Q_factore ff—-2fgx 
cofob --ggxx oriunda erit : 


2/g (9 q— p A) fino + 2 2 5. 8-9 9) Ce x —fcofp) 


(Q g) A —2fgxcof Q—- gx) 


vt fit 


EXEM”. 
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EXEMPLUM L 
j dm : : 
Si propofita fuerit haec fraciio ygn’ Hs denomina: 


tor a-i-bx^ fa&orem habeat. hunc : f£—2fgxcof +ggxx 
inuenire fraclionem. fimplicem huic. factors 
conuenieuten. 
Quoniam hic eft P — x”  Q=2+ bx", 
d 
2. nn Du Net 
dx 


erit , vnde fiet : 


$ = E col mp ¡E P finm 


— 


5—i 


: Epi me, s n2 b? f *(n—1) : 
Ex his erit : Q +4 — A ui 
p fe +nr-1 
Du AP N = eer fin(z-1:5-1)0 3 
1 bfm-25— 
atque $5 £à--»a4— E cof(z-m-1)Q. 


LU == lado $50 = E i-e. 


Quamobrem erit fraétio fimplex quaefita : 


ag*-n"(f. (inQ.fin(z z-1)0 t gxcof(z-m-1 )o-cofp.cf(a-m-1)0] 
noform (f ————— 
feu 
2g”-"[gx cof (z-m—1) 0 — f cof (1—-m)p" 
nbfn-m-i(ff—2fgxcoío--gg v) A 


Qgqg q9 2 
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EXEMPLUM IL 


Sit propofita haec fratio "cuius denomina- 


I 
xm (a px’) 
tor factorem habeat ff—2fgxcofÜXgoxx, inuenire 


frattionem fimplicem inde oriundam. 


Cum ft P=1, & Qcaxn--ixnr, 
erit ae m mazn-i (m4r) ba mtn- -1, ‘ideoque 
pofito x» = P cota ob;P e sEugy S I, 

xl ws (mtz) di 
Die g" ' cof(m- SI RARA cof(z2—1)0 

A A 
pfndu- 
(TL z nm 9 TT > fin(mta-1)p 
Ergo 
a  mafaa.. am(minalfimina 
Q +4 T gm) g^? a-2 cofz 
(m42) bf mn z. 
s Uo pem 
Quodá vero eft f-—2fgrcofd-+Hggxx diuifor ipfius 
fm bf" 
abx”, erit + oig c & L nnp o, 
bhfir 
ynd ——— 
nde aa gan 


Erit 
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Erit ergo: 
G menda Y 7 m (2 n¥m) aafs(m-» 
5 2m A a m. 
Q +4 papa 1) gatm-) 
nna piu | .nnb p figna)» 
DB g20—1) FE ¿M4 a—1) 
Deinde vero erit : 
m+n 
m RT (m+n) bf ÀN fms-iyp 


Pq- AAS (OA a : 
(di aci i 
= gua esr fin (z-2-1) —" cofa. fin(m-1) 0) 
m+: 
= EL ig. (zcofz fin(m-1)p + Cz 2) finzO cof(zz-1)0) 
si Xx. PQ +=ypq== 
== ES (Gr +) cof (m41—1)0 — 7 cofzQ. cof(m—1)0) 


Vel cum f—2fgcofO-|-ggxx fi quoque diui- 
for ipfius «x "—' —- by mtn o erit: 


m E 
| peso" E i diced e ; cof (mq2—1)p-——o 
Il ) 
| o — fin(m-1)9 + ET z fin(md4z—1)9 0, 
vnde erit: 
pfm2-n 
fectum cf(ez-i)p $ in ro 
feu 
| nafr 
fr gr —— cofí(m-1)9 & q— =r — fin (m=x) 9. 


Oqqaqqs Ex 
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Ex quibus refultabit fratio quaefita : 
2g" (fcofwo —g xr cof (m—1)0) 
nafm-i(f—2fgxcofp-t-ggxx) ' 
Quae formula ex priori exemplo fequitur, fi ponatur m 
negatiuum , vnde non opus fuiffet hunc cafum peculia- 
rem conftituiff, 


EXEMPLUM AII 


A i. xm J > 
| huius frađionis ————— denominator. habuerit 
Si huius fa a+bxn4cx2n 


fadorem. ff — 2fgx cof Q + ggxx, fractionem 
Jimplicem inuefligare ex hoc factore 
oriundam. 


Si f—2fgxcofp--ggxx eft fator denomina- 
toris a -- bx” -- cx?^, erit vt fupra oftendimus : 
og L cota o cofano 
& H^ inq E 
Cum igitur fe P=x” & Q —a+bx" H err, 
eric A nbxr-1 + ancxi7—; vnde efficitur: 


ET lm & HM d pde ` 
T cof a yum 1n 2: (D 


as — cof (2—1) Q + ET "Z cof (22- Do 


LA 


IE — (in (22—1)0. 


Quam- 


e e 
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Quamobrem habebimus : 


p2 £2 (»—1) b 
Q +4 = arais s be c cola p == 


gie») 


At ex RR prioribus A eft : 


Er eT E) 


ideoque 


I) 


quo valore ibi fubítituto erit : 

2 acu m KH T. 200f?” 

2 m == gi E MIS gar ) 
feu 
2? (2aag4" — bbfi» gar Y 2ccf4") 

2 2 — II AAA ES 

Q —+ 4 — F para 
Deinde erit: Y <p £v zu 


bf +» 2 mt 
AS fin (gn —1)0 +=. FRET i : (in(22—2—1)0 


Cgma- 1 


nzbfmJ-"-i 2ncfmJ-m-— 
TES cof(1-m-1)0 + A : "T fin(an-m—1)Q. 


Quibus valoribus inuentis erit fractio fimplex quaefita : 


2fg Pa 
(O? —2— 4) — 2f2* cof Q + gg») 


»£) Gn p-1- 27 (9 £1-1-99 (ex — f'cofQp) 


417. 
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417. Hae autem fra&iones facilius exprimentur, 
fi ipfos denominatorum factores determinemus. Sit igi- 
tur denominator fraCtionis propofitae : 

a + bx” 
cuius factor trinomialis fi ponatur : 
F—ofer colo + egrr 
erit vti in Introdu&tione oftendimus : 


a += d. cong =o & PAD 


cum igitur fit fin aQ =o, erit vel 2 — (2k—1) 7 , 
vel.2 —2 £z, priori cafu erit cof z as —=-1, pofte- 
riori a n .Si ergo 4 & 2 fint quantirtes 
affirmatiuae, prior cafüs folus locum habebit, quo fit 


bf” 


gu za ; ac propterea: 


E^ R4 
PEA NEO e pa 
retineamus autem loco harum quantitatum irrationalium 


litteras f & g, feu ponamus potius e — f" & Lg”, 
ita vt fa&ores inueftigari debeant huius funétionis : 
Idee gt 
2k—i)m , 
Cum igitur fit p = SUE vbi k numerum quem- 
cunque affirmatiuum integrum defignare poteft; at vero 
maiores numeri pro & non funt fumendi, quam qui red- 


2 k— i : E 
dant ——— vnitate minorem; hinc fraétionis. propo- 
[/4 


pofitae |^ y" gm fa&tores erunt fequences : 
f— 


CAPUT  XVIUL 
F—2for cof — H gg 
f — afgx cof? ger 


7T 
FP—2f2% cof Z p gara 
&c. 
vbi notandum eft fi » fit numerus impar, vnum fatto- 
rem haberi binomium hunc: 
f g? 

fin autem z fit numerus par, nullus fator aderit bi- 
nomius. 


EXEMPLUM Y. 


: xm ; 
Refoluere hanc fractionem DEE in fuas 
frattiones fimplices. 

Cum denominatoris vnusquisque faétor trinomialis 

contineatur in hac forma: 
2k—i)z 
F— afg x cor ER + egrxo 

erit in $. praecedente Exempl. 1... =f*% 68”, ¡X 
__ (k-1)7 

ES Dl 


vnde erit: 


fin(z—m-—1)p = fin (m4 1) p = fin paje” & 


cof(a —m-—1)Q-—- cof (m4 1)0 = 
Rrr rr 


d ggg) Co pS 


Hinc 
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Hinc ex ifto fa&ore oritur fraCtio fimplex haec: 
Ghia. (m--ryak-nm (m4 rY2t-Dz (2&-1) 
2ffn A ín o ES aof LATE Cra fel EN r) 
nf g —2fgx co z 
Quamobrem fra&tio propofita refoluetur in has fimplices: 


T (nli) (n4 ryr T 
2 f in fin — —— — 2 cof TEN (gs feet -) 


—— M ——— —— ———— ———— ——— ———— 


m—i m 
nf g (f-2fgxcot Z —ggrx) 
am rm 37 
ggf (gs fcot??) 


PA A A A — 


nf i e (F-rrgriot Z Agen) 
a cof HDE (e, -fcof?* 7) 


afün tun Ua 
2 n 


afin. fa e a 


n—m-—1 
nf ES f-2 -afero S ges) 
&c. 
Si ergo z fuerit.numerus par, hoc modo omnes oriun- 
tur fraétiones fimplices; fin autem z fit numerus impar, 
ob fa&orem binomium f + gx, ad fraftiones hoc mo- 
do refultantes infuper addi debet haec: 
zi I 


nmi 7 
"ng g (Fg) 
vbi fignum ~ valet, íi m fuerit numerus par, contra 
fignum —. Si m fuerit numerus maior quam z, tum 
ad 


m-—n 


l Ax 


m-—an m-3n m 

+ Br —+Cx + Dv 
quamdiu exponentes manent affirmatiui, eritque : 
PE? I A - 
Af*--Bg"-o 
Bf»-L-Cg*"—o 


Cf"--Dg?-—o 


EXEMPLUM 


fit: ftatuatur fractio propofita E 
AFA ZAS 
1 9| e" -1- 9t — o 


Rrrrra 
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lias factiones accedent infuper partes integrae huiusmodi 


4 
+ &c. 


I 


faac 


11. 


- E 1 . 
Refoluere hanc fractionem (A Ena) in fuas 
fradliones fimplices. 


Quod ad fa&ores ipfius f” -1-g" x" attinet, ex iis 
oriuntur eaedem fraétiones, quas exemplo praecedente 
eruimus, dummodo ibi fumatur a negatiue : fuper eft igi- 
tur tantum, vt fraftiones fimplices ex denominatoris altero 
fa&ore xm definiamus, quod hoc modo commodifílime 


Nxi”»-m2 s 
Fra gna , eritque 


1 


EPT 


868 CAPUT IXI 


Si 2-m adhuc fuerit numerus negatiúus, fimili rtiodó erit 
operandum, ita vt, fi zz fuerit numerus quantumuis ma- 
Siria refültent huiusmodi fraétiones fimplices 


35 € D 
+ +++ Dus j E Kc. | 


cuius feriei tot termini funt fumendi, quot habentur ipfius 
x exponentes affirmatiui in denominatore. - Eritque 


aca 5 Ergo J= — 


f* 
Fee BO ... === 
Be” HEr Zo . . pr 
3n 
Esr+Df"0 . . m 


&c. &c. 


Fra&io ergo propofita omnino in has fraftiones fimpli- 
ces refoluetur : 


E. uoo use rd 


f'x" fo” xm—n Jamon pe 3" 


bh (22m 1) 7 T 
2 aca 


— M 
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PME Lf su-1)a 5(9m-1)7 - a) 
~ 2 fg” fin bn .fin Rad sucum E feof S 
n4 m—i 57 
nf (gr — 2 fisco T Agar) 
&c. 
Quibus formulis fi z fuerit numerus impar, ob f -- £* 


fa&orem denominatoris, infuper adiici debet : 
zi g” 


== 
(f+E) 


n 

nf 

vbi fignorum ambiguorum + fuperius valet, fi z fue- 
rit numerus par, inferius vero fi » impar. 


418. Confideremus nunc quoque formulam abr”, 

fi b fit numerus negatiuus, fitque propofita haec functio: 
n — g nx La 
cuius primo femper erit faftor f—gx; atque fi z fit nume- 
rus par, quoque fgv cius erit factor. Reliqui vero 
erunt trinomiales, quorum forma generalis fi ponatur 
E —2fgxwxcoópQp--g8gx*x* 

erit f/"^—f"cofz — o € f"(inzp —o fiue finz =o 
& cofzp — 1. Quibus vt fatisfiat, oportet effe 2p — satz 
exiftente k numero quocunque integro, atque propterea 


2km s ; 
Fator ergo generalis erit : 


erit p= 


2k 
Ec aferro =- -H gg Ex 


fumendo ergo pro 24 omnes numeros pares exponente 
z minores, prodibunt fa&tores trinomiales omnes : 
Rrrrr3 F— 
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F— 2fgs cof T + ggas 
F—sfgx at gsx 


6 
F—2afex cof Z gg 


&c. 
EXEMPLUM L 
m 
Refoluere hanc fractionem daa in fuas 


fractiones fimplices. 


Quoniam denominatoris fa&or eft f—gx, inde orietur 


Vn ad cuius numeratorem inue- 
niendum, ponatur x" —P & f*—g”x"*:0, erit 
— g 5 m xm 


fratio huiusmodi 


dQ —-ng*x"-1, fietque 9| — 


—gg^x^-i ngemi yr? 


* uf A I . 
pofito x — —. Ergo erit Ma e de? hincque 
fratio fimplex ex fattore f—gx orta erit: 

I 


B-wWol t i 

nf Sg Cf AR) 
Si » fit numerus par, quia tum denominatoris faétor 
quoque eft f-+gx*, ponatur fradio fimplex inde ori- 
> AA ar aw 


da erit A= 


unda — 


zgr ani o PO 
fito 
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fito r=, Fiet ergo ob 2-—1 numerum imparem 
E£ 
E e a 
grien- >1: at erit A vbi fignum fü- 
perius valet , fi z fuerit numerus par, inferius fi zz fit 
c oru puer IU s 
numerus impar. Quare cum fit A Spiga? erit 
fratio fimplex ex fattore f- 2 * oriunda haec: 
EN Y 
n—m m ER 
nf. g (f+—ex) 


Deinde cum fa&torum trinomialium forma generalis fit: 


2k 
F— 2f28% cof == + £21r, 
fi comparatio cup ES 1. $. 416. inftituatur, erit 2—f*, 


b=-g” & p=% > ; vnde finp —o & cofz 0: —1 
[eek a 


atque fin(z—7z—1) Q =- fin(m41) p ——- 


& cof (z—m—1i)Q = col (m41) p = cof——— a 


Ex quibus erit fraétio fimplex hinc oneidat 


ir, n X n. Mr AA, Ain 2km 
n 


E PS gem egra) 


Hancobrem fraĉtiones fimplices quaefitae erunt : 
I 
n—m-—i m 


nf E (f—Zg*) 
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--af n E i ind saor EDT 


AT 
(gs ott 
7 
a—M-L m ETS 


af E PX ER 
; 4T n A(mtr)m n en cA 1) 4T 
-I-affin in 2 cof AA CEES) 


— 


Ud V AN SE oe EI ede 
nf E (gp af cot E 4- gus) 


6T ze Dr of eet 6mm 
--2fíin -fin > -nc (ex foot) 


n—m-—i m 


nf g IA Le: 


quibus fi z fuerit numerus par, infuper addi debet haec 

fra&tio : zu I 

cuius fignum fuperius — eft fumendum, fi z fuerit nume- 

rus par, inferius fi impar. Praeterea vero fi » fit numerus 

fon minor quam z, adiiciendae funt partes integrae : 
Axm=» | Bxm-25 $ C xm-3n 2 Dx»-4» —— &c. 

quamdiu exponentes non fucrint negatiui , eritque : 

1 


—Ag” = 1 feu A == zu 
Af*— Bg? nmo bep. 
B/^"—Cgpoo.. Cs 
Cfr —Der=0 .. ÉL 


Sc; 
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EXEMPLUM IL 


E Y » 
Refoluere hauc frattionem | ——rá*uuxas (8485 
fi f xm(fn—gnxn) 
fractiones fimplices. 
Fra&iones quae ex denominatoris fa&tore f" — g"?x* 
oriuntur, eaedem érunt quae ante, dummodo in illis for- 


mulis z negatiue accipiatur. — Quare ad alterum fatto- 
rem x7 eft refpiciendum, ex quo fi ponamus has frac- 
tiones refültare : 

A B € i D i 

ym mn SIS 2n xam—3n &c. 
quae feries eousque eft continuanda, donec exponentes 
ipfius x fiant negatiui. Erit vero 


E? za. po AS 
$5 f» — Yer — o 
Ef” — Ber = = 


D — Cgo l $: 
&c. &c. 
Fra&io ergo propofia refoluetur in has fraftiones 
fimplices : 


ON ia ETC. us EM 1. &c, 


1 
IN fong» Japan f^"axm—in 


AT HL 
m BY N MA (f— gx) 
Sss ss as 
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mr?” 5, 27-1) TEC cp om 
+22 fin — fin EU PoS gx —fcoí — 


a 


n frm (f — à gs cof? gg es) 


4T - 4(m—i)m nari —)7 4T 
=} 2 fom lin ^ fin LY free cof ETU Cx feof f?) 


gfnda-m-i (r— 2fgx core A ggr x) 


> £m fin 87 c, 6-1) 6(m—1i)z 6 
-H2 fg fin — (in 5 Z agro 37 T gafot) 


z7 


E CA egs £) 


6 
a 


&c. 
quibus fi z fuerit numerus par, infuper addi debet haec 
fraCtio : + 
USER (nep) 
quae autem praetermittitur, fi 7 fuerit numerus impar. 
Signorum. ambiguorum vero fuperius — valet, fi m fit 
numerus par, inferius vero +, fi s fit numerus impar. 


419. Hoc ergo modo omnes fra&tiones, quarum deno- 
minator ex duobus conftat membris huiusmodi a--/ x7, 
in fraCtiones fimplices refoluuntur. At fi denominator 
conftet tribus huiusmodi membris a-- bx” +cx2», tum 
primum videndum eft, vtrum is in duos fa&ores reales 
prioris formae refolui poffit. Hoc enim fi eueniat, refolu- 
tio in fra&iones fimplices modo ante expofito inftitui po- 
terit. Si enim proponatur huiusmodi fra&tio 


E a 


Qr renun) (fn dna) 
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s fraftiones transformabitur huiusmodi : 


ea primum in dua 
Exe 


V. cd EE e 
A 


eritque. & f” +6f-=18 a hn —L- Eg” — 9; vnde fit 


E ; ideoque habebitur 


I — 
LÀ 
Ar 
= A Y 
ser gm 
Si exponens z fuerit maior quam 7; transmutatio in 
fequentes fra&tiones erit commodior : 


TM £g" 
e Maxis — M e M 
FERE 


a xm-" Exmoa 
Progr frt 
qua fit a +6=0 & añr+Eg"=!, ideoque 
s I —À I Y 
a= gr & E — e Vtra autem transforma- 


o hoc modo oriunda metho- 
(uas fra&iones fimplices, quae 
ofitae erunt aequales. 


tio adhibeatur, vtraque fracti 
do ante expofita refoluetur in 
iun&im fumtae fraftioni prop 


420. Simili modo methodus hactenus tradita fuffi- 
ciet, fi denominator ex pluribus membris conftet huius- 
modi a—-2x*-- cxin-c- dxi” + ex47—-&c. dum- 
modo is in fa&tores formae f" + g" x" refolui queat. 
Ponamus enim occurrere hanc fra&ionem in fuas frac- 


tiones fimplices refoluendam : 
xm 


¡== e uam) 


Sssss2 Haec 


ic oit 


a 
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Haec primum refoluetur in E $ 
Ax” Byr” Cx» 
A ME ud dorus ¡Eco 
quarum numeratores fequenti modo ia, vt fit 
A c (b—a) (c—a) (d— a} 
B —— — 
(a—b) (c—7) (4—9?5 
i i 
C — G—50—29U-—2, 
Hac ergo praeparatione facta, fingulae iftae fraftiones me- 
thodo ante expofita in fuas fractiones fimplices refoluen- 
tur; quae cunctae in vnam fummam erunt colligendae. 


421. Quodíi vero huiusmodi denominator a-1-7 x. 
crz” + dxi? + &c. non omnes factores formae 
f” + g” x» habeant reales, bini imaginarii erunt con- 
iungendi. Ponamus ergo huiusmodi binorum fatorum 
produ&tum effe : 

f” — 2f" gr x" cof e + gra?» 
& cum haec expreffio nullos habeat factores fimplices 
reales, ponamus fa&ores trinomiales in hac forma gene- 
rali contineri : 
f—2fgxcofp--ggo- 
quorum numerus erit = 7. Pofito ergo x” né cofzQ; 


orietur haec aequatio : 


1 — 2 cof w. ap Forege 
De- 
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n 
Deinde pofito: x” — E finz; erit quoque : 


— 2 cof w. finz 0 — fin 2 z p —0o 
quae diuifa per fin=p' dat cofz = cofw, ficque fimul 
priori aequationi fatisfit. Erit ergo z Q =Œ 2km + w 
denotante & numerum quemuis integrum , ideoque erit 


2km--o : 
p ===, & fatores omnes continebuntur in hac 
ti 


forma : P eot es Eg T 
vnde fequentes habebuntur BES ; 


f—a2fgxcof-— gue 
F—afer cof Z I p ggir 
FE—2fg% "o e 
E—2f2x cof — ggx-A 
F—afer cof Tg gu &c. 
quorum tot funt fumendi, donec eorum numerus fiat — 


422. Si igitur proponatur ifta fractio in fuas frac- 
tiones fimplices refoluenda : 


quoniam denominatoris fa&tor trinomialis quicunque con- 
tineturinhacforma: © f ——2fexcofp-- gg 


Sssss 3 exi- 
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4 2kcz--0 a 
exiftente Q — —— —— , confideretur ifta  fra&io : 


illi aequalis, ac eee numerator x” — P ac denomi- 
nator firr —-2f"g?a?--1cofw-I-g25a1»--1— Q: erit 


d 
29 speres 2 (241) Fer xo cof « —+ (2241) g?” x", 


As 


Hinc | ponendo xs = qa cofz P; eri: 


p= LE cotmo fn p — Lo DEL TUE 


Df.” EVE TA Tarda A ena]. 
Cum autem fit. cof z p — cofw, erit: cof27p—2 cfw?—1; 
ideoque Q= f^ (-224- 22 cofw?) = — 2f?" fin w. 
Deinde pofito XE = 1 fiet : 

q—— f?” E2(24+1)cofofinzb—(22+1)fin2 20) 
ob finz z0 = 2 finz cof ap=2 cofwfinzp; erit 
q= azf?"cofoíinzQ. | Cum autem fit 2 — 2£z +w, 
erit finz—--íino & q= +.2 z f2» fin w. cof w, 
His inuentis erit : 5 + q? — 42? f4” fin w? 
Ya —y A =H 7 (Ecfm0. fne. cf.» t fnmQ.fnw)* 


— io: el Dico) fau 


$94— 


fiue Pa —pQ=zt 
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Um 22 


okma + (m =n) w 
— E E ii ade 


7 


$q—»à-—t 
95 à --»4— — 2? (—cofmQfinw* tfngzqQ.fnwcfw) 


fidi Lie fino. fin(mp Fw). feu 


okmrH(m—2)w 
x $ 


S eR — finw. fin 


ofortw 
Hinc ex denominatoris fa&ore: //—2/£ x cof —— tegis 
nafcitur ifta fraftio fimplex : 


gh PEA A digo oec aE) 


kart 
pro (F-2fgxcot x 
feu 
I M 2k(m-1)7 t (M-"-1)0 


n 


EXEMPLUM. 


efoluere. h vaci 

Refolu anc fractionem paca AER o p a 
in fuas frationes fimplices. 

Iftae fraétiones fimplices quaefitae ergo erunt: 


—72)0) — 0 
-pL f fin — 9. cof E2729 |. ig Grot Coa — fco 
n= m m-—it 


af & finu (7 —2fg cof t gg) df 
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e a 02M (m-nyo amr — (m-u)o» - 
f fin cof ———- : — fin pue e. x —fcof aa 2) 


— 


nf g 


T fhn ae d Gentis muc ene. e 


4x —0 
7 


T Y Au — (mn) AI —("m-—5m)y 
cof NA 2^ fin icu y e x—f cof 


-ffin 


2n — m 79 —1 


nf g Gam(S-2f8x cof 47 — tegese) 


y Jin f. E —22)0 Ff fima E Ex wy 


&c. 


ficque eousque erit progrediendum, quoad harum fra&tio- 
num numerus füerit z. Si 7 fuerit numerus vel maior 
quam 22—1 vel numerus negatiuus, priori cafü partes 
integrae, pofteriori vero fraftiones infuper fune adiicien- 
dae, quae modo ante expofito facile. inueniuntur. 
A 
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